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摘　要　社团结构分析是一项非常重要且具有挑战性的工作，已经引起来自不同领域学者的广泛关注．在该文中，
作者创新性地结合Ｐｏｔｔｓ模型和Ｍａｒｋｏｖ动态过程，提出了衡量多尺度社团结构稳定性的完整理论框架．对于给定
的网络，该文通过揭示网络社团结构及其自旋动态的局域一致行为之间的关系，可以不使用特定的算法而直接获
得社团结构相关的重要隐藏信息，比如社团结构的稳定性和在多个时间尺度的社团结构的最佳数量．它还克服了
传统方法的不足，如模块度Ｑ的分辨率局限性问题．进一步基于理论分析，该文给出一个无参数的社团结构探测算
法．该算法通过计算每个节点的归属向量，可以识别网络的模糊社团结构，从而在多个层次上描述了每个节点参与
重叠社团的程度．同时该文也证明了算法的可扩展性和在实际大型网络上的有效性．
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１　引　言
社团结构分析是复杂网络研究中非常重要的部

分，已经吸引了来自不同学科的科学家的广泛关注．
从直观上来讲，社团是网络中的一些子集，在子集
内部边的密度要比子集之间的边的密度大．在起始
阶段，社团研究分析局限于规则网络．最近，由于一



些真实的网络特征［１７］被发现，例如无标度网络特
性，很多的研究开始集中于实际世界的网络．在这个
层面上，社团结构可以揭示实际网络的拓扑结构和
功能，能够在很多研究领域［８１０］得到广泛的应用．

社团结构分析中一个非常重要的指标是模块度
函数，它第一次由Ｎｅｗｍａｎ［１］提出并用来评估网络
的社团划分．最优化模块度能够得到合理有效的社
团划分并且已经被广泛应用到各种实际网络
中［１１１３］．除了对模块度概念的研究，很多科学工作者
开始致力于研究并发现网络内部动态过程的性质．
具体而言，研究人员已经开始探索社团结构和网络
中的动态过程之间的相关性．例如，Ａｒｅｎａｓ等人［２３］

指出同步过程能够显示复杂网络的拓扑特性．此外，
Ｍａｒｋｏｖ动态过程也被广泛地应用在网络上，用于
揭示社团结构［１４１７］．在文献［１８］中，Ｍａｒｋｏｖ过程被
引入并定义了网络节点之间的粗粒化距离，并根据
粗粒化距离提出了网络社团划分的优化算法．另外，
作者在文献［１９］中提出了对网络划分进行排序和量
化的稳定性指标，该指标定义为社团化结构网络上
Ｍａｒｋｏｖ过程的自协方差，能够在形式上对应多种
著名的划分指标，如模块度Ｑ．

除了同步和Ｍａｒｋｏｖ过程，Ｐｏｔｔｓ动态模型也是
一种常见的热动力学模型，已经被用于挖掘网络中
的社团结构．利用Ｐｏｔｔｓ模型发现社团结构，也被叫
做超顺磁聚类法，自从被Ｂｌａｔｔ等人［２０］首次引入后
已经得到了深入的研究．在该模型中，我们赋予网络
中每个点一个Ｐｏｔｔｓ自旋值用以表示点的社团归
属，而且在临近的自旋值之间存在着关联．然后社团
结构可以通过类似的自旋配置来揭示，自旋配置内
部比外部有更多的相互作用．从方法层面上来说，如
邻居定义的依赖性，相互作用的类型，可能的中间状
态和数据集的规模大小，都已经得到深入的研
究［２１２５］．Ｒｅｉｃｈａｒｄｔ和Ｂｏｒｎｈｏｌｄｔ［２６］引入了一种新的
Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ函数，能够在全局的约束下确定合适的
社团结构．该方法使得我们能够将社团结构映射到一
个零温度的狇状态Ｐｏｔｔｓ最近邻相互作用模型．

我们注意到，Ｍａｒｋｏｖ过程的动力学可以自然
地反映社团结构的内在特性与自旋配置的局部一致
性行为．然而，Ｐｏｔｔｓ模型的动态和Ｍａｒｋｏｖ过程之
间的关联，一直没有得到深入的研究．Ｐｏｔｔｓ模型和
Ｍａｒｋｏｖ过程都属于动力学的范畴，能够高效地反
映组织中个体的动态演化性质与特征．但是它们在
反映的具体形式和理论内容方面有较大差别．其中，
Ｐｏｔｔｓ模型有着非常形象的演化动态描述，能够利用

自旋值（ｓｐｉｎｖａｌｕｅ）随温度的变化，有效地描述社团
归属随时间变化的动态过程．但是Ｐｏｔｔｓ模型没有
具体的动态演化数学模型，目前为止大部分工作只
是利用最优化Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ函数去划分出社团的归
属．而Ｍａｒｋｏｖ过程有着非常成熟的理论基础，能够
轻松地反映个体状态的动态演化，但是Ｍａｒｋｏｖ过
程并不能利用随机游走者（ｒａｎｄｏｍｗａｌｋｅｒ）的位置
直接反映社团的归属演化．因此如果能够把Ｐｏｔｔｓ
模型形象具体的动态描述和Ｍａｒｋｏｖ过程成熟的数
学基础结合起来，便能够发挥两种动力学模型的优
势，更加有效地研究社团结构的内在特征．在本文
中，我们创新性地结合Ｐｏｔｔｓ模型和Ｍａｒｋｏｖ动态过
程，研究自旋配置的局域一致现象，揭示网络社团结
构与自旋动态亚稳定性之间的关系，并进一步提出
了新颖的多尺度社团结构稳定性．对于任何给定的
网络，我们不需要使用特定的算法就可以直接获得
社团结构相关的重要信息，比如社团结构的稳定性
度量和多个时间尺度的社团结构的最佳数量．它还
克服了传统方法的不足，如模块度Ｑ的分辨率局限
性问题．基于理论分析，接着我们给出一个无参数的
社团结构探测算法．该算法通过将每个节点与归属
向量相结合，可以对网络的模糊社团结构进行识别，
从而描述了每个节点参与重叠社团的程度．同时我
们也证明了算法的可扩展性和在实际大型网络上的
有效性．

２　犘狅狋狋狊模型和自旋关联矩阵
Ｐｏｔｔｓ模型通过将网络模拟成一个非同质的铁

磁系统，将每个数据点看成网络中具有标号的节点，
网络中的每个节点都关联一个标号．在这里，标号被
认为是网络的自旋值，其中自旋值是Ｐｏｔｔｓ模型中
的一个重要概念，能够表示数据点状态随温度的变
化情况．我们定义系统的结构为节点及其相互之间
的关联，这种关联被温度所调控．当系统的温度较低
时，所有节点的标号是相同的（所有的自旋值是均衡
的），这对应于网络中只存在一个社团．随着温度的
上升，单一的社团开始分裂而且节点间相对比较弱
的自旋关联逐渐消失．

对于一个具有犖个节点的无权无自环网络，自
旋配置｛犛｝赋予每个节点犻一个自旋标号狊犻，这个自
旋标号取整数狊犻＝１，…，狇．假设系统犛的自旋值有
狇个不同的状态，那么该系统的Ｐｏｔｔｓ模型Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎｉａｎ函数犎（犛）有以下形式
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犎（犛）＝∑〈犻犼〉犑犻犼（１－δ狊犻狊犼），犻，犼＝１，…，犖（１）
其中的求和包括所有相邻的节点，表示为〈犻犼〉，犑犻犼
表示节点犻和节点犼之间的交互力度．当狊犻＝狊犼时，
δ狊犻狊犼值为１，否则为０．这里犑犻犼被设为
犑犻犼＝犑犼犻＝１〈犽〉ｅｘｐ－

（犱犻犼）２［ ］２ ，犻，犼＝１，…，犖（２）
其中〈犽〉表示节点的平均邻居节点数量，犱犻犼是节点犻
和节点犼之间的欧氏距离．关联值犑犻犼是一个犱犻犼的单
调递减函数，而且如果我们最小化犎（犛），自旋值狊犻
和狊犼会按照相应犱犻犼的大小而渐次趋向于相同的
数值．

为了指示和量化两个自旋值之间的关联性和紧
密程度，我们定义自旋关联犆犻犼为δ狊犻狊犼的平均值

犆犻犼＝〈δ狊犻狊犼〉 （３）
它表示自旋变量狊犻和狊犼具有相同值的概率．犆犻犼的值
位于区间［０，１］之中，代表着自旋变量犻和犼从没有
交互到完全一致的连续变化情况．当犑犻犼确定之后，
在同质系统中存在着两种不同的相位．当温度比较
高时，系统处于顺磁相位而且自旋值处于混乱状态．
此时，对于所有的节点犻和犼，犆犻犼≈１狇，狇是不同的自
旋值的数目．当温度比较低时，系统转入铁磁相位，
所有的自旋子会趋近相同的自旋方向．此时对于所
有的节点对（犻，犼），犆犻犼≈１．

当系统不是同质的而是具有社团结构时，自旋
变量不仅仅只有顺磁相位或者铁磁相位．我们假设
温度会随着时间狋的增长而降低，它们的标度是一
一对应的，那么系统随着温度的降低到达全局稳定
状态之前，自旋变量会经历层次结构的局域一致状
态（亚稳定状态），如图１所示．在每一个局域一致状
态，相同社团内节点的自旋值是相同的，这时整个系
统被划分为一些不同的自旋值局域一致区域（社
团）．相应的，我们可以计算出每个局域一致状态的
开始和结束时刻，用来分析这个状态的稳定程度．当
处于局域一致状态时，节点的自旋值会处于稳定状
态不会改变．社团结构可以和局域一致状态关联起
来，对于一个具有强社团结构的网络，每个社团非常
明显，社团内的节点很容易达到局域一致状态，因此
该状态的进入时间会很早．同时，由于社团之间关联
很少，这就意味着节点很难离开该局域一致状态，因
此该状态的结束时刻会很晚．综上所述，对于一个强
社团结构的网络，社团的局域一致状态的开始和结
束时刻会相差很大．

一旦犑犻犼确定下来，我们可以用ＳｗｅｎｄｓｅｎＷａｎｇ

图１　随着时间的增加，拥有４个社团的自旋结构会经过一
些局部一致状态，最终达到全局稳定的状态．不同自
旋值区域用不同的形状描述．在时间τ４时（τ４＞τ３＞
τ２＞τ１，τ犻表示系统中有犻个不同自旋状态的开始时
间），我们将４个局部一致的自旋状态分布对应４个
社团．在时间τ３时，五角形和三角形混合在一起．在
τ２时，方形和菱形混合在一起，这种混合显示在他们
的结构层次上．最后，在τ１时刻，整个系统只有一个
自旋状态，所有的节点具有相同的自旋分布

（ＳＷ）蒙特卡洛算法来计算犆犻犼，该算法的优势是它
的自动关联时间比常规方法小很多．对于一个具有
犖个节点的网络，ＳＷ算法简述如下．

（１）随机生成初始的自旋变量配置犛１＝（狊１，
狊２，…，狊犖），其中狊犻代表节点犻的自旋值，初始值从
１～狇之中随机选取，不同的自旋值数目为狇＝犖／２．

（２）基于系统配置犛１来产生配置犛２：
①访问所有的节点对〈犻，犼〉．节点对〈犻，犼〉具有

关联值犑犻犼＞０，其中犑犻犼的计算只依赖于网络邻接矩
阵，节点犻和节点犼按照下面的概率冻结起来：

犘犳犻犼＝１－ｅｘｐ－犑犻犼犜σ狊犻，狊（ ）犼 （４）
其中如果狊犻＝狊犼那么δ狊犻，狊犼＝１，否则为０，犜代表温
度．然后计算所有的自旋变量对，并对所有的变量对
加入一个冷冻连接，这里冷冻连接的作用是将关联
节点之间状态保持固定而不会随着时间发生变化．

②我们定义ＳＷ聚类为该聚类中包含的所有
自旋变量之间都有冷冻连接关联它们．因为节点之
间的关联发生冻结当且仅当它们具有相同的自旋
值，所以我们只需要识别相同自旋值的节点就可以
划分社团．

③对于每个ＳＷ社团，我们从１，２，…，狇中随机
抽取一个数，然后将这个数赋予该社团的所有点．当
所有的社团都被赋予数值之后，犛２就生成了．

（３）重复步（２）．最后我们根据式（３）计算犆犻犼．
初始我们设可能的自旋值数目为狇＝犖／２（犖／２
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是社团可能的最大数目，因为如果社团数目大于
犖／２，有些社团将仅包含一个节点而不存在团内
边）．对于一个特定的点，我们从１～狇中随机挑选一
个数并将它设为自旋值．

３　犕犪狉犽狅狏随机模型
Ｍａｒｋｏｖ过程是一个非常强大的工具，已经被

科学家广泛地应用到网络分析中［２７２９］．为了建立社
团结构和Ｐｏｔｔｓ模型局域一致行为之间的关联，我
们引入Ｍａｒｋｏｖ随机模型用来计算网络的谱显著
性．设犃＝（犞，犈）代表一个网络，其中犞是节点的集
合，犈是网络中边的集合．考虑一个定义在网络犃
上的Ｍａｒｋｏｖ随机过程，一个随机游走者每一步从
一个节点沿着边随机移动到邻接节点．假定犡＝
犡狋，狋０代表游走者的所在位置，犘｛犡狋＝犻狋，１犻
犖｝代表经过狋时刻之后，游走者到达节点犻的概率．
对于犻狋∈犞，有犘（犡狋＝犻狋｜犡０＝犻０，犡１＝犻１，…，犡狋－１＝
犻狋－１）＝犘（犡狋＝犻狋｜犡狋－１＝犻狋－１）．这意味着随机游走
者的下一个状态只由它当前的状态决定．因此，这个
随机过程是一个定义在状态空间犞上的离散
Ｍａｒｋｏｖ链．而且，因为犘（犡狋＝犼｜犡狋－１＝犻）＝狆犻犼，所
以犡狋是同质的，其中狆犻犼代表随机游走者从节点犻移
动到节点犼的转移概率．

为了将Ｍａｒｋｏｖ过程与Ｐｏｔｔｓ模型的动态机制
进行关联，我们定义狆犻犼为

狆犻犼＝犆犻犼
∑
犖

犼＝１
犆犻犼

（５）

其中犆犻犼代表式（３）中的自旋变量关联．通过这种定
义，随机过程理论和有限状态Ｍａｒｋｏｖ过程就可以
应用到社团结构分析当中．假设矩阵犘为状态概率
转移矩阵，我们可以定义

犘＝犇－１犆 （６）
其中矩阵犇是矩阵犆＝（犆犻犼）的对角度矩阵．定义
狆（狋）犻犼为经过狋时刻后，随机游走者节点犻移动到节点
犼的转移概率，我们有

狆（狋）犻犼＝（犘狋）犻犼 （７）
　　对于这个遍历性的Ｍａｒｋｏｖ过程，犘狋中的元素
对应着状态之间经过狋时刻后的转移概率．为了计
算转移矩阵犘狋，我们利用矩阵犘的特征分解．设定
犘的特征值为λ犽，犽＝１，…，犖，它的右特征向量和左
特征向量分别为狌犽和犳犽，它们满足正交关系

狌犽犳犾＝δ犽犾 （８）

矩阵犘的谱的表示形式为
犘＝∑犽λ犽狌犽犳犽 （９）

由此可得
犘狋＝∑犽λ狋犽狌犽犳犽 （１０）

　　我们假设矩阵犘的特征值排列为λ１＝１＞｜λ２｜
｜λ３｜…｜λ犖｜．根据谱聚类理论［３０３１］，犘狋可以表示
为犖项的加和

犘狋＝∑
犖

犽＝１
λ狋犽狌犽狌

Ｔ犽犇
狌Ｔ犽犇狌犽 （１１）

　　从式（１１）可以看出，每一个矩阵犘狋的具体形式
都只依赖于犘的特征系统．因为犘是对称关联矩阵
犆标准化之后的结果，所以我们可以得到狌Ｔ狀犇狌犿＝
犐狀犿．由于矩阵犘的最大特征值λ１＝１，所以当时间
狋→∞时，有犘（０）＝犘∞＝狌１狌

Ｔ１犇
狌Ｔ１犇狌１．每一个Ｍａｒｋｏｖ随

机过程的初始状态都会收敛到静态分布犘（０），它对
应着整个系统的自旋变量最终会随着温度的下降收
敛到完全相同的数值．当时刻狋→∞时，除了最大的
特征值λ狋０＝１，其他所有的特征值λ狋犽会趋向于０．另
一个极端情况下，当时刻狋＝０时，犘狋会变成静态分
布矩阵．该矩阵所有的列都是各不相同的，此时整个
系统分裂为尽可能多的不同自旋值．

虽然矩阵犘狋能很有效的关联Ｐｏｔｔｓ模型的动态
过程，但是它需要预处理到对称的情况．我们简单地
将犘狋转换为对称矩阵犌（狋）＝（犘狋＋（犘狋）Ｔ）／２的形
式，它可以定义为狋时刻的自旋关联矩阵．矩阵犌（狋）
和矩阵犘狋的特征系统之间的关系有下面的引理．

引理１．　矩阵犌（狋）和矩阵犘狋的特征值和相应
的特征向量完全相同．

引理１的证明是显然的．根据引理１，因为矩阵
犌（狋）拥有和矩阵犘狋完全相同的特征系统，我们可以
用犌（狋）来发掘Ｐｏｔｔｓ状态的动态特征．同样，很多
算法也可以用犌（狋）去寻找最合理的划分，比如犓
ｍｅａｎｓ算法［３０］和ＧＮ（ＧｉｒｏａｎＮｅｗｍａｎ）算法［３２］．

４　犘狅狋狋狊模型中社团多时间尺度稳定性
分析

　　在本节，我们根据上面分析的Ｐｏｔｔｓ模型和
Ｍａｒｋｏｖ随机过程的关联揭示多时刻的社团结构稳
定性，很多有用的信息，比如最优的社团个数和任意
时刻的网络结构稳定性等都能够有效地表示出来．

假设我们可以将网络Ａ划分成犓个不相交的
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社团或者群犞犽犞，犽∈１，２，…，犓，这些社团犞１，
犞２，…，犞犽一起构成了点集合犞的一个划分．每个社
团中节点的数目可以表示为犖犽＝｜犞犽｜．从数值上，
我们把社团结构的动态过程模拟为自旋系统的变化
过程，并将时间因素考虑在内．因此，我们定义一个
特定社团犞犽的显著性为内部关联程度的比例

犛（狋）
犽＝∑犻，犼∈犞犽

［犌（狋）］犻，犼
犖犽

（１２）

犛（狋）
犽可以看作时间标度狋的一个方程，我们可以利用
它来研究社团结构随时间的变化趋势．假定社团的
个数为犓，我们可以通过最大化下面这个目标函数
来找到合适的社团结构

犑（狋）犓＝∑
犓

犽＝１
犛（狋）
犽＝∑

犓

犽＝１∑犻，犼∈犞犓
［犌（狋）］犻，犼
犖犓

（１３）

　　该目标函数可以解释为每个社团犞犽的显著性
犛犽的加和．式犑（狋）犓可以关联到一些常见的划分函数，
比如它就是对切边准则（Ｒａｔｉｏｃｕｔｃｒｉｔｅｒｉｏｎ）的一种
扩展．因为目标函数犑（狋）犓定义为团间边数目的总和
除以总的边数，这里我们将切边准则中的邻接矩阵
犃替换为自旋关联矩阵犌（狋）．而且我们也可以发现
犑（狋）犓实际也是模块度Ｑ第１部分的扩展．

下一步的论述将通过目标函数的矩阵形式来展
开．我们将节点犻的社团归属用向量狓犻＝（狓犽犻）表示，
它代表节点犻归属于某一特定社团的概率，元素狓犽犻
表示点犻的归属向量的第犽个元素．硬划分和非相
交的集合犞犽要求向量狓犻和狓犼是正交的．目标函数
犑（狋）犓可以根据向量狓犽重写为

犑（狋）犓＝∑
犓

犽＝１

狓Ｔ犽犌（狋）狓犽
狓Ｔ犽狓犽 （１４）

　　最大化该目标函数有下面的约束条件：狓犽∈
｛０，１｝和如果犻≠犼有狓Ｔ犻狓犼＝０．通过将向量狓犽集中到
矩阵犡＝（狓１，狓２，…，狓犓），式（１４）能够重写成矩阵
的形式

犑（狋）犓＝狋狉｛（犡Ｔ犡）－１犡Ｔ犌（狋）犡｝
＝狋狉｛（犡Ｔ犡）－１／２犡Ｔ犌（狋）犡（犡Ｔ犡）－１／２｝（１５）

其中矩阵犡Ｔ犡是正交的．接下来利用犢＝犡（犡Ｔ犡）－１／２
我们可以将优化问题简化为犑（狋）犓＝狋狉｛犢Ｔ犌（狋）犢｝．条
件犢Ｔ犢＝犐犓是自动满足的，这是因为

犢Ｔ犢＝（犡Ｔ犡）－１／２（犡Ｔ犡）（犡Ｔ犡）－１／２＝犐犓（１６）
　　向量狔犓因此具有单位长度而且满足正交性．这
个优化问题可以根据矩阵犢重写为

ｍａｘ
犢Ｔ犢＝犐

狋狉｛犢Ｔ犌（狋）犢｝ （１７）
　　定理１．　ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ定理．假设犔是一个
对称的犖×犖矩阵，它拥有特征值λ犽和对应的特征

向量狌犽，犽＝１，…，犖．那么问题

ｍａｘ∑
犓

犽＝１
狔Ｔ犽犔狔犽，ｓ．ｔ．狔Ｔ犾狔犽＝犐 （１８）

的最优解ｏｐｔ｛狔｝为狌１，…，狌犓，进而ｍａｘ∑
犓

犽＝１
狔Ｔ犽犔狔犽等

于∑
犓

犽＝１
λ犽．
ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ定理［３１］告诉我们式（１７）中的最

大化问题可以通过将向量犢的列元素对应到矩阵
犌（狋）的前犓个最大的特征向量来求解．我们将矩阵
犘的特征向量进行排序λ１＝１＞｜λ２｜｜λ３｜…
｜λ犖｜，而λ犽对应的特征向量表示为狌犽．因此式（１７）
所代表的优化问题的结果为特征向量矩阵犢＝犝＝
｛狌１，…，狌犓｝．社团的显著性就对应于相应特征值的狋
次方

犛（狋）
犽＝狌

Ｔ犽犌（狋）狌犽
狌Ｔ犽狌犽 ＝λ狋犽狌

Ｔ犽狌犽
狌Ｔ犽狌犽＝λ

狋犽 （１９）

　　经过多个时间尺度后自旋配置将收敛到完全一
致的状态，随时间增长而消失的小特征值阐述了不
同自旋态的消失和相对较弱的社团结构的同化，而
这些社团特征对应于不同的特征向量．出于社团划
分的目的，我们对中间时间尺度的局部一致状态更
为感兴趣．如果我们想识别出狕个社团，我们期望着
在一个特定时刻狋，矩阵犘狋的特征值λ狋犽只在区间犽＝
１，…，狕内显著大于０，这可以通过确定时刻狋，使得
｜λ犽｜狋≈０．

从另一个角度，因为对特征值进行排序为λ１＝
１＞｜λ２｜｜λ３｜…｜λ犖｜，那么狋时刻的社团强
度，λ狋犽可以看作犽自旋状态的鲁棒性程度．由此，特
征差值λ狋犽－λ狋犽＋１能够表示狋时刻从（犽＋１）自旋状态
转移到犽自旋状态的“难度”．给定关联矩阵犌，我们
可以通过计算最大的特征差值λ狋犽－λ狋犽＋１，得出特定
时刻狋最适合的自旋变量的可能个数．
狋时刻最优的社团个数Λ可以通过最大的特征

值差来推断出，用来衡量最稳定的状态．Λ（狋）可以正
式定义为

Λ（狋）＝ａｒｇ［ｍａｘ犽（λ狋犽－λ狋犽＋１）］ （２０）
　　从全局的角度来看，如果社团个数Λ在最长的
时间内没有改变，我们可以把它当做最优的社团个
数，表示为Ψ．

社团个数Λ可能会保持一段时间不会改变，然
而隐藏在我们模型中的自旋配置的动态变化仍不清
楚．为了揭示自旋动态的变化细节，我们需要确定自
旋配置所代表的社团结构在什么时间尺度是最稳定
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的．在一定程度上，最稳定的状态可以代表整个网络
的最优社团结构．因此，我们定义每一个时间刻度上
社团结构的稳定性θ（狋），作为最稳定的自旋状态的
稳定性：

θ（狋）＝λ狋Λ（狋）－λ狋Λ（狋）＋１ （２１）
　　我们希望从θ（狋）的变化趋势，可以发现最稳定
的社团结构所达到的时间刻度．在这个时候，自旋配
置的分布代表着最合理的社团结构．此外，从整体的
角度来看，我们可以使用Λ（狋）＝狇社团对应的最大
稳定性，Γ（狇）＝ｍａｘ｛θ（狋）｜Λ（狋）＝狇｝，来表示一个网
络的鲁棒性，定义为拥有狇个社团的网络结构的稳
定性．因为Γ（狇）能直接描述和评价网络的结构特征
而不需要具体的网络划分，用它来评价网络的模块
化性质是很方便的．

为了验证该模型可以揭示不同规模的网络层次
结构［１８１９］，图２和图３给出了多层次社团结构的两
个例子．图２（ａ）展示了ＲＢ１２５网络，这是一个多层
次的无标度网络，它首先由Ｒａｖａｓｚ和Ｂａｒａｂａｓｉ给
出［３３］．从图中可以看出，对应于５个和２５个模块的
区域划分在分辨率方面是最有代表性的．其次，图３
（ａ）展示了由Ａｒｅｎａｓ等人［３４］提出的Ｈ１３４网络，这
是１个度均匀的网络，有两个预定义层次网络标度．
该网络的第１个层次水平由４个拥有６４个节点的
模块组成，第２层由１６个拥有１６个节点的模块组成．
两个层次水平上的划分都在原始网络上高亮显示．

图２　ＲＢ１２５网络

图３　Ｈ１３４网络

在这两个例子中，持续时间最长的Λ（狋）揭示了
隐藏在网络中的实际的层次结构．这些网络层次的显
著性，可以通过相应的持续时间长度来衡量．时间持
续越久，该层次的显著性越强．从图２（ｂ）和图３（ｂ），
我们可以观察到２５和１６是在ＲＢ１２５和Ｈ１３４网
络中是最优的社团个数，它们的持续时间分别也是
最长的．然而，５个模块的划分和４个模块的划分也
是合理的分区，它展示了模糊等级的网络层次．这些
结果与这两个网络的生成机制和层次模式完全一致．

此外，我们还展示出，这两个例子的稳定性的变
化趋势可以揭示自旋配置的动态变化．从图２（ｂ）和
图３（ｂ）可以看出，特定Λ相应的稳定性θ（狋）不是抛
物线形状．因此，我们不能轻易地找到全局最优解．
然而，一些局域稳定性的最大值也能够代表比较好
的社团结构．我们可以找到这些稳定性的局域最大
的时间尺度狋，并将犌（狋）应用到特定的社团划分方
法中．此外，稳定性在所有特定的Λ结束时将达到最
低值，而当转移过渡到新的状态时，稳定性开始增加．
我们可以使用θ（狋）来评估复杂网络的模块化性质，
较大的θ（狋）意味着更显著的网络社团结构．因此，人
们可以找到最大值θ（狋）对应的社团数目，用它来指示
社团结构的鲁棒性．图３（ｂ）展示了Ｈ１３４网络，当
狋＝４时数目为１６的社团结构稳定性Γ（１６）＝０．４８，
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大于当狋＝７时Γ（４）＝０．３１．这表明，该网络包含１６个
社团要比包含４个社团更稳定．同样，对于在图２
（ｂ）中展示的ＲＢ１２５网络，当狋＝２５时２５个社团对
应的Γ（２５）＝０．４８要大于当狋＝７时对应的Γ（５）＝
０．３１．社团结构的鲁棒性Γ（狇）倾向于小而明显的社
团单元，这与Ａｒｅｎａｓ等人［２］提出的结果是相同的，
在许多实际网络中也非常合理．

最后，我们强调稳定性指标和Ｎｅｗｍａｎ提出的
模块度Ｑ之间的差异．模块度Ｑ是一个非常著名的
指标，用来评价一个网络的一个特定的划分方案．它
定义为“社团内边的比例，减去如果边随意分布而不
考虑社团结构时预期的相同的量值，即随机化的社
团内部边比例”．相同网络的不同的划分方案将得到
不同的犙值，而大的犙值意味着更好的划分．我们
提出的Λ和Γ能直接描述和评估基于谱性质的网
络结构，而不是一个具体的网络划分．因此，一个特
定网络只有一个自我确定的Λ和Γ值，不管有多少
划分方案．拥有较大的Λ和Γ值的网络具有更强的
社团结构．此外，Ｆｏｒｔｕｎａｔｏ等人指出模块度Ｑ存在
分辨率限制问题，即小的社团存在一个内在尺度，小
于这个尺度就不能通过最大化模块度Ｑ检测出．然
而，如图４所示，当一个团环包含不同尺度的团（即
异质社团的规模），内在的社团结构可以用Λ准确
的揭示出来．因此，利用Λ和Γ，我们可以定量地比
较模块化结构不同的复杂网络．

图４　团环网络

５　一种新型的社团划分算法
为了能够执行社团划分，我们提出一个基于关

联矩阵犌（狋）的特征值分解的算法．该算法使我们能
够识别多尺度的网络社团结构．基于上面几节的分
析，我们将相关的多尺度社团结构［３５］与特征值和特
征向量的动态变化结合起来．

实数对称矩阵犌（狋）的特征值λ犽和特征向量狌犽可
以通过求解下列特征方程来得到

犌（狋）·狌犽＝λ狋犽·狌犽，犽＝１，…，犖 （２２）
　　当时间狋非常小的时候，该方程具有犖种不同的
结果．假设特征向量经过了归一化∑犻狌犽（犻）（ ）＝１．每
个显著性犛犽（狋）＝λ狋犽都与一个特定的社团相互关联
（该向量中的元素有相同的自旋值）．对于特定的社
团犽，它的内部结构与特征向量狌犽相互对应．

特征向量归一化后∑犻狌犽（犻）（ ）＝１，它的元素通
过狌２犽（犻）可以衡量每个点犻相对于社团犽的归属关
系．结合社团结构的稳定性和向量狌２犽（犻），点犻在狋
时刻对社团犽的“绝对”归属关系可以通过下列的归
属向量来表示

犚（狋）犽（犻）＝λ狋犽狌２犽（犻） （２３）
　　如果犚（狋）犽（犻）最大，则节点犻属于社团犽．

根据式（２３），我们可以观察归属矩阵随着时间
推移的演化规律．当时间尺度狋→∞，除了最大特征
值λ狋０＝１之外所有的特征值λ狋犽都趋近于０．此时，根
据归属矩阵的定义，所有的节点属于同一个社团．在
另一个极端，当狋＝０时，归属矩阵犚却成为特征向
量矩阵犝２．所有的列向量是不同的，而且社团的数
目等于矩阵的维数．在这里，我们有兴趣在中间的时
间尺度中寻找到最大的稳定性指标（θ（狋）），此时自
旋配置代表最稳定的社团结构．

因此，我们首先在时间间隔中利用Λ（狋）确定最
优的社团个数．然后，我们挑选的时间刻度狋，使得
该时刻稳定性θ（狋）达到最大．在许多实际网络中，社
团的组成是一种硬划分，每个节点只属于一个社团．
通常这种情况限制太大，因为位于社团边界的点会
分享不同社团的一些共性，发挥网络中的扩散和过
渡作用．在我们的工作中，归属矩阵犚将划分扩展
到概率的形式，从而将社团划分扩展到模糊划分的
范畴，其中每个节点可能同时属于不同的社团，这更
加符合现实世界的特征．

最后，我们计算最稳定的时间狋时的归属矩阵
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犚．该框架整个过程归纳到算法１．在该算法的过程
中，基于ＳＷ算法计算自旋关联矩阵犆的时间复杂
性低于犗（犖２）．我们很容易估算出计算耗费主要在
稀疏矩阵犌的特征系统计算上面，它约为犗（犖２）．算
法中的其他步骤是一些简单的矩阵计算．最后，我们
得到的算法１的整体计算复杂度是犗（犖２）．我们的
算法是一个与参数无关的方法，在实际网络中很容
易实现并应用．

算法１．　社团划分算法．
输入：网络的邻接矩阵犃
输出：归属矩阵犚
１．计算自旋关联矩阵犆．
２．基于犆，计算Ｍａｒｋｏｖ转移概率矩阵犘和犌．
３．计算矩阵犌的特征值和对应的特征向量．
４．计算最优的社团个数Ψ和最大稳定性Γ（Ψ）对应的
时刻狋．

５．根据式（２３），计算归属矩阵犚．
６．返回：输出归属矩阵犚．

６　实　验
在本节中，我们将测试所提出算法的性能．我们

设计并实现了３个实验，主要有两个目的：（１）评估
该算法的划分精度；（２）应用到实际的大型网络．
６１　人工网络

为了验证算法的有效性，我们在人工网络上与
其他５个著名的算法进行比较．这些算法包括：Ｆａｓｔ
Ｎｅｗｍａｎ算法［３２］、Ｄａｎｏｎ算法［３６］、Ｌｏｕｖａｉｎ算法［３７］、
Ｉｎｆｏｍａｐ算法［１８］和ＣｌｉｑｕｅＰｅｒｃｏｌａｔｉｏｎ算法［３８］．我们
广泛使用的ＡｄＨｏｃ网络模型［１］，它又叫ＧＮ人工
网络，是由Ｇｉｖａｎ和Ｎｅｗｍａｎ首先构建的一个随机
合成网络．整个网络共１２８个节点，分属于４个预定
义的社团，每个有３２个节点．节点的平均度为１６，
社团内的边的比例表示为犘ｉｎ．随着犘ｉｎ下降，
ＡｄＨｏｃ网络的社团结构变得越来越模糊，相应地，
它们的Γ（４）会从０上升到１，如在图５（ａ）所示．

我们用ＮＭＩ（ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄＭｕｔｕａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ）
指标［３５］来评估每个算法产生的社团划分的优劣，来
验证网络社团的内在尺度能否被正确地发现．实验
结果展示在图５（ｂ）中，其中狔轴代表犖犕犐的值，曲
线上各点都是５０个实验结构的平均．我们可以看
到，所有的算法在犘ｉｎ大于０．７都有优越的性能，
犖犕犐值都大于０．８５．通过和其他５个算法进行比
较，我们算法的表现是最好的，其精度仅稍比Ｃｌｉｑｕｅ
Ｐｅｒｃｏｌａｔｉｏｎ算法在０．５犘ｉｎ０．６５时差一点．然
而，ＣｌｉｑｕｅＰｅｒｃｏｌａｔｉｏｎ算法的时间复杂性大于

犗（犖３），几乎相当于广度优先搜索ＢＦＳ（ＢｒｅａｄｔｈＦｉｒｓｔ
Ｓｅａｒｃｈ）算法．相比之下，我们算法的时间复杂性是
非常低的（犗（犖２）），可以容易地在各种网络中实现．

图５　人工网络实验结果

６２　美国大学足球队网络
由于具有非常清晰自然社团结构，美国大学足

球队网络作为一个基准的例子已经得到了广泛的应
用．该网络的数据是由Ｇｉｒｖａｎ和Ｎｅｗｍａｎ［３２］收集
的．这个网络代表了２０００赛季美国第一等级美式足
球比赛的赛程，网络中的节点代表１１５支球队，而边
代表一年中６１３场比赛关系．整个网络可以很自然
地分为１２个不同的组．作为比赛，相对于不同的组
成员之间，比赛一般都更频繁地发生在同一组的成
员间．

首先，我们计算Λ和相应的稳定性θ（狋），结果
如图６所示．结果表明，美国大学足球队网络的社团
最优数目为Λ＝１２，与真实情况吻合．稳定性θ（狋）在
狋＝４达到Γ（１２）＝０．３１．然后，我们把算法应用到网
络，将网络划分为１２个社团，结果如图７所示．算法
划分的正确率超过９３％，这意味着划分出的社团结
构与真实的网络具有的结构非常吻合．事实上，基于
优化模块化Ｑ的方法通常只会找到１１个社团，而
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且由于网络的模糊性，划分的正确率也比较低．我们
的算法能够揭示网络的实际特性，对许多现实网络
是非常有价值的．此外，我们的算法识别了５个有趣的
重叠节点，它们分别是图７中的Ｎａｖｙ、ＮｏｔｒｅＤａｍｅ、
ＧｅｎｔｒａｌＦｌｏｒｉｄａ、ＵｔａｈＳｔａｔｅ和Ｃｏｎｎｅｃｔｉｃｕｔ．这些节点
都位于社团之间的边界上，可以被看作是一些相
对独立的俱乐部，用肉眼可以很轻易地识别出来．

图６　美国大学足球队网络中Λ（狋）和θ（狋）的计算结果

图７　美国大学足球队网络的划分结果（同一个
社团内的节点被赋予相同的形状）

６３　科学家合作网络
最后我们在大规模的科学家合作网上测试算法

的性能，该网络是由Ｇｉｒｖａｎ和Ｎｅｗｍａｎ［３９］收集的，
它根据合著发表在ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ的论文描述了５６２７６
位物理学家之间的合作关系．从整体上来看，这个网
络包含３１５８１０个加权边．为了可视化，算法输出了
一个转换后的具有层次结构的邻接矩阵（即同一个
社团的节点组合在一起）．从图８（ａ）展示的转换后
的邻接矩阵可以看出，科学家网络具有非常强的社
团特征．在这些社团中，３个最大的分别代表３个主
要研究领域：凝聚态物质、高能物理（包括理论、现象
学和核物理学）和天体物理学．

我们将社团规模的分布以幂率图的形式在图８

（ｂ）给出，可以看出该分布是一种典型的无标度分
布，这和很多实际网络是一致的．从总体来说，我们
通过优化社团稳定性一共探测出７３７个社团，最大
的社团规模为１９５，最小的为２，而社团的平均规模
是７６．在这些社团中，１４３３个社团对之间具有模糊
的重叠节点．５％的最大的社团包含大约２５．４％的
节点，而其他社团规模都比较小．

图８　科学家合作网络实验结果

３个最大社团符合实际的物理研究领域，最大
的是固体物理学，第２大的是超核物理，第３大的是
理论天体物理学．此外，我们从中截取了１个包括
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８个社团的子网络，在图８（ｃ）中显示．我们利用归属
矩阵找出该子网络包括１０个重叠的节点，用圆形圈
了起来．该划分结果与文献［４０４１］完全相同．我们
通过在大型网络上运行算法，其高效的性能表明，我
们的方法非常有效而且对进一步研究具有非常大的
价值．

由于模块度函数犙是衡量社团划分优劣的最
著名的标准，因此我们将３种著名的基于模块度优
化的算法———ＧＮ算法［３２］、ＦａｓｔＮｅｗｍａｎ算法［１］和
Ｄａｎｏｎ算法［３６］应用于科学家合作网，并分别计算划
分的模块度值．为了展示性能，我们将３种算法的犙
值和我们的算法进行比较，具体数值展示在表１中．
结果显示，我们算法的准确性是最高的，由此我们可
以看出，我们提出的算法具有模块度方法所没有的
优越性能．

表１　４种算法模块度犙值的比较
算法ＧＮ算法ＦａｓｔＮｅｗｍａｎ算法Ｄａｎｏｎ算法本文的算法
犙值 ０．３８ ０．４３ ０．４９ ０．５５

７　结　论
在本文中，我们提出了一个新颖的基于多尺度

稳定性的社团结构分析框架，该框架能够发现网络
的社团结构和Ｐｏｔｔｓ模型局部一致状态谱特性之间
的关联．很多重要的社团结构信息都可以通过
Ｍａｒｋｏｖ过程和谱显著性计算得出，如社团结构的
稳定性和社团的最佳数量．在理论分析的基础上，我
们还开发了一个能够检测模糊社团结构的算法，通
过在模拟人工网络和实际大型网络上的运行，我们
框架的有效性得到了理论证明和实验验证．

本文在方法论方面的重要创新点是将Ｐｏｔｔｓ模
型和Ｍａｒｋｏｖ随机过程结合起来解决社团问题，这
是因为两种模型的共同的作用都是描述个体的动态
演化．我们利用Ｐｏｔｔｓ模型中的狊狆犻狀值去描述节点
的社团归属，然后将这种归属的动态演化用Ｍａｒｋｏｖ
模型的数学理论去推导和计算，具体是用Ｍａｒｋｏｖ
转移概率去模拟自旋值的变化趋势．我们也可以反
过来用特定形式Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ函数去衡量随机游走
者的活动度量，这也是一个非常新颖的课题．

致　谢　中国科学院数学与系统科学研究院的章
祥荪研究员、王勇副研究员对本文提出了很多有益
的建议，中央财经大学管理科学与工程学院的贾传

亮副教授对本文的修改提供了帮助，在此一并表示
感谢．最后，特别感谢评审老师，他们细致耐心地审
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