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摘　要　基于模糊规则的近似推理系统是在模糊集和模糊逻辑理论上建立的，在数学、工程、计算机等科学领域得
到了迅速的发展．它作为解决建模和推理中不精确和模糊问题的有效工具，利用模糊ｉｆｔｈｅｎ规则完成推理任务．传
统推理机制只能使用稠密的规则库进行推理，其能获得有效结论的前提是保证任何输入的观测值都能与现有的模
糊规则相匹配．模糊规则插值（ＦｕｚｚｙＲｕｌｅＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，ＦＲＩ）技术能够有效地利用不完备（或稀疏）的规则库实现
推理，为没有规则匹配的观测值通过规则插值估计出其结论．本文系统地综述了基于模糊规则的插值推理技术，着
重介绍基于α截集和基于中间规则的两大类插值方法，通过代表性算法揭示了这两类方法的基本思想．同时，还简
要介绍了模糊插值推理系统的其他方法和规则插值算法的实际应用．此外，本文汇总了１１个常用的评价指标，并
对典型算法进行了系统的比较和讨论．最后对未来的研究工作进行了展望．

关键词　模糊规则插值；不完备规则库；模糊α截集；模糊中间规则；模糊插值推理
中图法分类号ＴＰ３０１　　　犇犗犐号１０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０２２．０１６８７

犉狌狕狕狔犚狌犾犲犅犪狊犲犱犐狀狋犲狉狆狅犾犪狋犻狏犲犚犲犪狊狅狀犻狀犵：犃犛狌狉狏犲狔
ＬＩＦａｎｇＹｉ　ＬＩＹｉｎｇ　ＹＡＮＧＪｉｎｇ

（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲，犖狅狉狋犺狑犲狊狋犲狉狀犘狅犾狔狋犲犮犺狀犻犮犪犾犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犡犻′犪狀　７１０１２９）
（犖犪狋犻狅狀犪犾犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵犔犪犫狅狉犪狋狅狉狔犳狅狉犐狀狋犲犵狉犪狋犲犱犃犲狉狅犛狆犪犮犲犌狉狅狌狀犱犗犮犲犪狀犅犻犵犇犪狋犪犃狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犡犻′犪狀　７１０１２９）

（犛犺犪犪狀狓犻犘狉狅狏犻狀犮犻犪犾犓犲狔犔犪犫狅狉犪狋狅狉狔狅犳犛狆犲犲犮犺牔犐犿犪犵犲犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犘狉狅犮犲狊狊犻狀犵，犡犻′犪狀　７１０１２９）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｆｕｚｚｙｒｕｌｅｂａｓｅｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｒｅａｓｏｎｉｎｇｓｙｓｔｅｍ，ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｗｉｔｈｓｕｐｐｏｒｔｏｆｔｈｅｆｕｚｚｙ
ｓｅｔｔｈｅｏｒｙａｎｄｆｕｚｚｙｌｏｇｉｃ，ｈａｓｇａｉｎｅｄｒａｐｉｄｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓｉｎａｖａｒｉｅｔｙｏｆｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃａｒｅａｓ，ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ａｎｄｃｏｍｐｕｔｅｒｓｃｉｅｎｃｅ．Ｉｔｗｏｒｋｓｂｙｔｈｅｕｓｅｏｆａｓｅｔｏｆｆｕｚｚｙｉｆｔｈｅｎ
ｒｕｌｅｓ，ａｓａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｔｏｏｌｔｏａｄｄｒｅｓｓｔｈｅｉｓｓｕｅｓｏｆｉｍｐｒｅｃｉｓｉｏｎａｎｄｖａｇｕｅｎｅｓｓｉｎｍｏｄｅｌｌｉｎｇａｎｄ
ｒｅａｓｏｎｉｎｇ．Ｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｒｅａｓｏｎｉｎｇｍｅｃｈａｎｉｓｍｃａｎｏｎｌｙｐｅｒｆｏｒｍｉｎｆｅｒｅｎｃｅｗｉｔｈｄｅｎｓｅｒｕｌｅ
ｂａｓｅｓｗｈｅｒｅａｎｙｉｎｐｕｔｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｉｓａｂｌｅｔｏｍａｔｃｈｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｆｕｚｚｙｒｕｌｅｓ．Ｆｕｚｚｙｒｕｌｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ
（ＦＲＩ）ｆａｃｉｌｉｔａｔｅｓｆｕｚｚｙｒｕｌｅｂａｓｅｄｉｎｆｅｒｅｎｃｅｓｙｓｔｅｍｔｏｍａｋｅｒｅａｓｏｎｉｎｇｗｈｅｎｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ（ｏｒｓｐａｒｓｅ）
ｒｕｌｅｂａｓｅｓａｒｅａｖａｉｌａｂｌｅ，ｗｈｅｒｅａｎｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｉｓａｂｌｅｔｏｂｅｍａｄｅｂｙｃｏｍｐｕｔｉｎｇａｎｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄ
ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｆｏｒｔｈｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｗｈｉｃｈｍａｔｃｈｅｓｎｏｒｕｌｅｓ．Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｌｙｒｅｖｉｅｗｓｔｈｅｆｕｚｚｙ
ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｖｅｒｅａｓｏｎｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅｗｈｅｒｅＦＲＩｉｓｉｎｖｏｌｖｅｄ．Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｉｅｓ
ｏｆＦＲＩａｒｅｇｅｎｅｒｉｃａｌｌｙｃａｔｅｇｏｒｉｓｅｄｉｎｔｏｔｗｏｇｒｏｕｐｓ，ｗｈｉｃｈａｒｅｔｈｅαｃｕｔｂａｓｅｄｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎａｎｄ
ｔｈｅｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｒｕｌｅｂａｓｅｄｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｍａｉｎｂｏｄｙｏｆｔｈｉｓｓｕｒｖｅｙｒｅｖｉｅｗｓ
ｅａｃｈｏｆｔｈｅｔｗｏｇｒｏｕｐｓｏｆｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｅｒｅｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅａｐｐｒｏａｃｈｅｓａｒｅｄｅｓｃｒｉｂｅｄｉｎ

《
 计

算
 机

学
 报

》



ｄｅｔａｉｌｔｏｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅｂａｓｉｃｉｄｅａｏｆｔｈｅｉｒｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｓｏｆＦＲＩ．Ａｌｓｏ，ｏｔｈｅｒａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅＦＲＩ
ｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｐｒａｃｔｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆｆｕｚｚｙｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｖｅｒｅａｓｏｎｉｎｇｓｙｓｔｅｍｓａｒｅｂｒｉｅｆｌｙｏｕｔｌｉｎｅｄ．Ｉｎ
ａｄｄｉｔｉｏｎ，ｔｈｅｍｏｓｔｃｏｍｍｏｎｌｙｕｓｅｄｅｖａｌｕａｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉａｏｖｅｒＦＲＩａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｒｅｃｏｌｌｅｃｔｅｄａｎｄ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ，ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｎｄｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎａｍｏｎｇｔｈｅｔｙｐｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｓ．Ｔｈｉｓｐａｐｅｒ
ｆｉｎａｌｌｙｐｏｉｎｔｓｏｕｔｐｏｔｅｎｔｉａｌｗｏｒｋｏｆｆｕｔｕｒｅｓｔｕｄｙｉｎｔｈｉｓａｒｅａ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｆｕｚｚｙｒｕｌｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ；ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｒｕｌｅｂａｓｅ；αｃｕｔｆｕｚｚｙｓｅｔ；ｆｕｚｚｙｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ
ｒｕｌｅ；ｆｕｚｚｙｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｖｅｒｅａｓｏｎｉｎｇ

１　引　言
模糊集合理论［１］及模糊逻辑已成功地应用于许

多实际问题［２４］．以它们为基础的模糊专家系统由于
能够出色地处理实际问题中存在的不精确性、部分
真值和近似值而广受重视．许多模糊专家系统是基于
近似推理（也称为语义推理（ｌｉｎｇｕｉｓｔｉｃｒｅａｓｏｎｉｎｇ））
发展起来的．

近似推理系统通常可以被形式化为一个基于模
糊ｉｆｔｈｅｎ规则的推理机制，它由语义变量、模糊规
则和模糊推理方法组成．语义变量就是利用某些具
有潜在数学语义的模糊量来解释语言表达．模糊推
理规则是将给定的系统输入和输出变量关联起来，
从而确定它们之间关系的一组规则．模糊推理规则
可以从数据中学习得到，也可以直接从领域专家那
里获取，或者两者兼而有之．模糊近似推理方法将这
些模糊推理规则应用于新的输入数据，从而推导出
相应的结论．因此，模糊规则库是任何近似推理模型
的基本组成部分，它不仅存储了推理所需的知识，其
性质也决定了使用何种推理技术实现模糊近似推理．

近似推理系统的另一个主要组成部分是模糊推
理机制．现有文献中存在多种多样的模糊推理机制，
其中多数是通过合成推理规则（ＣｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｌＲｕｌｅ
ｏｆＩｎｆｅｒｅｎｃｅ，ＣＲＩ）［５］来实现一般化的假言推理（ｍｏｄｕｓ
ｐｏｎｅｎｓ）．合成推理规则自提出后得到了广泛而成功
的应用．例如，著名的Ｍａｍｄａｎｉ模糊逻辑控制器［６］

就是基于ＣＲＩ实现的．然而，ＣＲＩ只能在规则库是
稠密（ｄｅｎｓｅ）或者完备的情况下（即可用的规则覆盖
整个问题论域）得出合理和准确的结果．换言之，任
何未知的观测值都必须与规则库中的至少一条模糊
规则匹配才能使传统的基于ＣＲＩ的推理机制生成
有效的结论．

然而，在实际应用中可能无法获得稠密的规则
库，其原因有许多［７８］，其中最常见的是：（１）用于构
造规则库的知识不完备，包括来自人类的专业知识

以及机器学习技术学习得到的知识；（２）为降低生
成的模糊系统的复杂度，减少规则库中的规则数，从
而导致规则库是稀疏（ｓｐａｒｓｅ）或不完备的．

当只有稀疏知识可用时，模糊规则插值（Ｆｕｚｚｙ
ＲｕｌｅＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，ＦＲＩ）技术［９１０］应运而生，它解决
了模糊规则推理系统中的近似推理问题，从而解除
了ＣＲＩ在应用过程中需要一个稠密模糊规则库的
关键限制，这为基于模糊规则的推理系统提供了一
种新的解决方案，即推断近似的插值结果，实现模糊
插值推理．

模糊规则插值在基于模糊规则的系统发展中有
两个重要贡献：一是它实现了基于稀疏规则库［１１］的
模糊推理；二是它可以用来简化模糊规则库的复杂
性［１２１３］，例如，用插值得到的一条规则迭代地替换两
条（或者多条）已知的用于插值的规则，从而从相邻
规则中消除那些可以近似的模糊规则［１２］．文献中大
多数模糊规则插值方法都围绕第一点，本文因此将
详细综述规则插值推理算法．

作为一种推理机制，当输入的某一观测值未能
匹配到稀疏模糊规则库中的任何一条规则时，模糊
规则插值从选择与该观测值的最邻近的模糊规则开
始实现插值推理．这些选择出的规则构成了进行模
糊插值的基础，它们将作为实现规则插值推理算法的
待插值规则．在文献中，继Ｋóｃｚｙ和Ｈｉｒｏｔａ（１９９３）的
开创性模糊规则插值工作［９１０］之后，各种各样的模
糊插值推理方法相继出现．现有的方法通常可以分
为两类：（１）基于α截集的插值方法，以及（２）基于
中间规则的插值方法．这种分类取决于插值结果的
计算是否通过构造和变换中间规则的过程来完成．
因此它们也分别被称为基于非变换和基于变换的模
糊规则插值技术［１４］．模糊插值推理的开创性方法，
如ＫＨ线性规则插值［９１０］及其衍生算法是最典型的
基于非变换的方法．此类方法直接利用待插值的规
则获得插值推理结论，其中大部分遵循“相似前件属
性将导出相似结论”的基本思想，利用模糊α截集
推导结论．对于那些依赖于变换中间规则的第二大
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类算法，其中典型的一类基于尺度和位移变换的模
糊规则插值方法族（称为ＴＦＲＩ方法）已经得到了
广泛的研究和应用［１５１９］．这些方法没有直接对待插
值的规则进行推导操作，而是通常采取两步走的策
略实现插值推理：首先利用待插值的规则，将其聚合
起来构造一条“中间规则”，然后基于相似类比的原
理，对比如何将中间规则的前件变换为输入观测值
的过程，利用计算获得的变换参数，将中间规则的后
件变换成所求结论．

虽然绝大多数模糊规则插值方法可以依照上述
分类方法划分其类别，但还有一些算法难以精确的
划分到上述两大类中．这些算法可以细分为五类：
（１）基于模糊环境（ｖａｇｕｅｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ）逼近的插值
及其在自动导引车系统中的应用，包括文献Ｋｏｖｃｓ
和Ｋóｃｚｙ（１９９７）［２０］、Ｋｏｖａｃｓ和Ｋｏｃｚｙ（１９９７）［２１］、
Ｋｏｖｃｓ和Ｋóｃｚｙ（１９９７）［２２］；（２）基于梯度的插值方
法（ＢｏｕｃｈｏｎＭｅｕｎｉｅｒ等人（１９９９，２００１，２０００）［２３２５］）；
（３）模糊插值的公理化方法（Ｊｅｎｅｉ（２００１）［２６］，Ｊｅｎｅｉ
等人（２００２）［２７］）；（４）将模糊集映射到高维笛卡尔空
间中的点从而进行插值，此类方法详见文献Ｙａｍ等
人（２０００ｂ）［２８］、Ｙａｍ和Ｋóｃｚｙ（２０００，１９９８，２００１）［２９３１］、
Ｙａｍ等人（２０００ａ）［３２］；（５）规则簇插值用于在稀疏规
则库环境中生成自适应神经模糊推理系统（Ａｄａｐｔｉｖｅ
ＮｅｕｒｏＦｕｚｚｙＩｎｆｅｒｅｎｃｅＳｙｓｔｅｍ，ＡＮＦＩＳ）［３３］．这些多
种多样的方法显示了模糊规则插值方法研究领域的
复杂性和多样性．

本文第２节首先叙述贯穿本文的基于模糊规则
推理的相关概念和符号；第３节综述基于α截集的
模糊插值方法；第４节详细介绍基于中间规则的模
糊插值方法；第５节介绍模糊规则插值算法的评估
准则并对代表性的方法进行分析，概述列举算法的
实际应用；最后第６节总结本文并展望模糊插值推
理技术的发展前景．

２　模糊规则推理的相关概念
模糊规则插值技术的关键组成部分是一组由

ｉｆｔｈｅｎ形式表示的规则，每一条规则都采用模糊或
精确的术语来表示输入变量，并将它们与作为某个
问题描述的输出变量相关联．一般来说，一条规则可
能包含多个输入属性和多个输出变量，但一条多输
出规则总是可以由多条单一输出规则等价地表示．
为了讨论的方便并不失一般性，本文只考虑具有单
一输出变量的规则．

一个典型的模糊规则模型本质上包含两个关键

要素：〈犚，犢〉．其中犢表示非空的有限属性集犢＝
犃∪｛狕｝，它包含的犃＝｛犪犼｜犼＝１，２，…，犿｝表示输入
的规则前件属性集，以及狕代表规则的结论（或者后
件）属性．另一个重要元素犚表示一个非空的有限
模糊规则集犚＝｛狉１，狉２，…，狉犖｝．在许多传统的基于
模糊规则的系统（包括使用模糊规则插值技术实现
的系统）中，给定的规则狉犻∈犚和观测值狅通常表
示为
狉犻：ｉｆ犪１ｉｓ犃犻１ａｎｄ犪２ｉｓ犃犻２ａｎｄ…ａｎｄ犪犿ｉｓ犃犻犿，
ｔｈｅｎ狕ｉｓ犅犻

狅：犪１ｉｓ犃１ａｎｄ犪２ｉｓ犃２ａｎｄ…ａｎｄ犪犿ｉｓ犃犿 （１）
其中，犃犻犼和犃犼分别表示狉犻和狅中的前件属性犃犼所
取的模糊集值，犅犻表示狉犻的后件属性狕的模糊集值．

规则的前件和后件的模糊取值通常用模糊集表
示．模糊集的概念是由Ｚａｄｅｈ［１］引入的．论域犡中的
模糊集犃由模糊隶属函数犃表示，它将每个元素
狓∈犡与一个实数犃（狓）∈［０，１］相关联．这一实数
可以被理解为元素狓属于模糊集犃的隶属度［３４］．

实际应用中通常使用的模糊隶属函数主要有两
类：（１）多边形（分段线性）模糊集．包括三角形、梯
形、六边形的隶属函数等；（２）非线性模糊集．通常
包括高斯型、广义钟形和Ｓｉｇｍｏｉｄ隶属函数．多边形
模糊集通常由其特征点在实数集上的分布从小到大
按升序表示，而非线性模糊集则由用于指定每个非
线性函数的参数表示．不同模糊隶属函数的选择取
决于给定应用问题的特定要求．但是三角形和梯形
隶属函数由于其简单的表示和计算效率高而被广泛
使用，尤其用于实时的应用场景．

图１　正规凸三角形模糊隶属函数

在模糊规则插值方法的研究过程中，不同的模
糊隶属函数被用来实现不同的方法．由于模糊规则
插值过程依赖于具体的模糊隶属函数，因此很难有
一个通用的形式来统一所有的模糊规则插值模型．
尽管如此，为了叙述的一致性和理解的简单性，并且
由于其广泛应用在大多数文献中，下文中所有的模
糊规则插值方法都使用三角形隶属函数来描述说
明．如图１所示，一个正规的凸的三角形模糊集犃
由它的三个特征点按升序表示，即（犪１，犪２，犪３），其中
第一个和第三个特征点代表该模糊集的支撑集的两
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个极值点，其隶属度为０，中间的特征点代表隶属度
为１的点．对于由式（１）表示的规则组成的模糊规则
库，三角形模糊集表示的规则前件犃犻犼，观测目标值
犃犼，规则后件犅犻以及需要由模糊规则插值方法计算
得出的结论犅的模糊值，分别由它们相应的特征
点表示为
（犪犻犼１，犪犻犼２，犪犻犼３），（犪犼１，犪犼２，犪犼３），（犫犻１，犫犻２，犫犻３），（犫１，犫２，犫３），
其中犻＝１，２，…，犖，犼＝１，２，…，犿．

３　基于α截集（非变换）的模糊插值
推理方法
在介绍了基于模糊规则的推理的相关概念之

后，本节首先概述基于α截集的模糊插值方法的基

本原理，然后详细介绍此类方法中的一些典型代表算
法，包括经典的ＫＨ线性插值方法及其衍生算法．
３１　概述

基于α截集的模糊规则插值方法，也称为基于
非变换的方法．此类方法在计算与某一未匹配到任
何规则的观测值对应的插值推理结论时，直接利用
选定相邻的至少两条模糊规则，计算插值结果的每
个α截集．在模糊插值推理研究的早期阶段，已有
大量的研究报道了这类方法．特别是第一个被提出
的模糊规则插值方法，以其发明者的名字命名为
ＫＨ方法［９１０］，是最典型的基于α截集的算法．表１
汇总了文献中属于该类的各种算法．此外，由于ＫＨ
插值方法被广泛深入的研究，表２列出了ＫＨ方法
家族的相关衍生算法．

表１　基于α截集（非变换）的模糊规则插值方法
算法 特征

Ｈｕａｎｇ等人（２００４）［３５］；Ｋóｃｚｙ和Ｈｉｒｏｔａ（１９９３ａ，ｂ）［９１０］；Ｕｇｈｅｔｔｏ等人（２０００）［３６］ 仅含两条模糊规则的插值算法
Ｃｈａｎｇ等人（２００８）［３７］；Ｃｈｅｎ和Ｃｈｅｎ（２０１６）［３８］；Ｃｈｅｎ等人（２０１３ａ，２０１５）［３９４０］；
Ｃｈｅｎ和Ｌｅｅ（２０１１）［４１］；Ｃｈｅｎｇ等人（２０１５，２０１６）［４２４３］；Ｋｏｖｃｓ（２００６）［４４］；
Ｙａｎｇ和Ｓｈｅｎ（２０１３）［４５］

多条模糊规则的插值算法

Ｃｈａｎｇ等人（２００８）［３７］；卢正鼎、王天江、符海东等人（２００４）［４６４７］ 基于几何相似推理的模糊规则插值算法
Ｈｓｉａｏ等人（１９９８）［４８］；王天江和卢正鼎（２００４）［４９］；赵洪文（２０１０）［５０］ 基于多边形模糊集斜率的插值算法
Ｃｈｅｎ和Ｃｈｅｎ（２０１６）［３８］；Ｃｈｅｎ等人（２０１３ａ）［３９］；Ｃｈｅｎｇ等人（２０１５）［４２］ 加权的模糊规则插值算法
Ｃｈｅｎ和Ｌｅｅ（２０１１）［４１］；Ｃｈｅｎ和Ｂａｒｍａｎ（２０１９ｂ）［５１］；
Ｃｈｅｎ和Ａｄａｍ（２０１８）［５２］；Ｂａｉ和Ｗａｎｇ（２０１７）［５３］

基于区间值ＩＩ型模糊集（ｉｎｔｅｒｖａｌｔｙｐｅ２ｆｕｚｚｙｓｅｔｓ）［５６］
的模糊规则插值算法

Ｃｈｅｎ等人（２０１５）［４０］；Ｃｈｅｎ等人（２０１９ａ）［５４］ 基于粗糙模糊集（ｒｏｕｇｈｆｕｚｚｙｓｅｔｓ）的模糊规则插值算法
Ｃｈｅｎ和Ａｄａｍ（２０１７）［５５］；Ｃｈｅｎｇ等人（２０１６）［４３］；Ｃｈｅｎ等人（２０１９ａ）［５４］；
Ｃｈｅｎ和Ｂａｒｍａｎ（２０１９ｂ）［５１］；Ｃｈｅｎ和Ａｄａｍ（２０１８）［５２］ 具有自适应性的模糊规则插值算法

表２　犓犎线性规则插值算法族
算法 特征

Ｋóｃｚｙ和Ｈｉｒｏｔａ（１９９７）［１２］；Ｋóｃｚｙ等人（２０００）［５７］；Ｋóｃｚｙ等人（２０００）［５８］；
Ｋóｃｚｙ和Ｈｉｒｏｔａ（１９９３ａ，ｂ，ｃ，１９９１）［９１０，５９６０］ ＫＨ线性规则插值算法的基本原理

Ｖａｓｓ等人（１９９２）［６１］ 扩展的ＫＨ算法用于减少无效结论
Ｂａｒａｎｙｉ等人（１９９９）［７］；Ｔｉｋｋ（１９９９）［６２］；Ｔｉｋｋ和Ｂａｒａｎｙｉ（２０００）［８］；Ｙａｍ等人（１９９９）［６３］ 基于坐标修正的α截集方法
Ｔｉｋｋ等人（１９９７，１９９９，２００２）［６４６６］ 稳健的ＫＨ规则插值算法
Ｗｏｎｇ等人（２０００，２００５）［６７６８］ 多维输入的ＫＨ改进算法
钱皓等人（２００９）［６９］ 基于高斯型隶属函数的ＫＨ扩展算法

基于α截集的模糊规则插值本质上是经典线
性插值的模糊扩展，其中用于插值的“给定点”是相
关的模糊规则．插值的结果是通过在每个α截集上
计算和聚合线性插值生成的．在理论方面，给定任意
形状的正规凸的模糊集，一个近似的插值结论应该
考虑无限个α截集．然而在实践中，为了达到可接
受的计算要求，大多数基于α截集的方法只考虑有
限个数的α截集（通常是２、３或４个），最终的结论
由分段线性连接以得到近似值．下面将介绍一些典
型的基于α截集的模糊规则插值方法．

３２　犓犎线性规则插值
本节首先阐述了最著名的基于α截集的模糊规

则插值方法，即ＫＨ线性规则插值［９１０］，然后介绍该
方法在多维情况下使用三角形隶属函数的具体实现．
３．２．１　基本方法

ＫＨ规则插值通过利用α截集之间的距离为实
现模糊插值推理进行了初步的尝试．当给定的观测
值与稀疏规则库中任何规则都不匹配时，通过对距
离观测值最近的，事先选定的一些（通常是两个），相
邻规则的结果执行线性聚合来构造插值结果．聚合
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操作符合基于相似性的类比推理的一般原则如下：
规则的前件犃犻（是单个属性值犃犻犼的逻辑聚合）

越接近观察值狅，规则的后件犅犻越接近对应于狅的
结论犅．
其中所采用的相似性度量是通过使用规则前件和观
测值之间定义的模糊距离来指定的．也就是说，犃犻和
狅之间的距离越小，它们就越相似，相应的犅犻被视
为潜在地对所寻求的结果作出更多贡献．

假设规则库犚中有两条规则狉犻和狉犼，其形式由
式（１）定义．给定一个观测值狅（同样如式（１）），前
文所述的线性规则插值的基本做法如下：通过类比
观测值前件犃与待插值规则狉犻和狉犼前件（犃犻和犃犼）
之间的距离关系，来构造所求结论犅与规则后件
（犅犻和犅犼）之间的距离比例：

珟犱（犃，犃犻）
珟犱（犃，犃犼）＝

珟犱（犅，犅犻）
珟犱（犅，犅犼） （２）

其中
珟犱（犃，犃犻）＝珟犱２犻１＋珟犱２犻２＋…＋珟犱２槡 犻犿，
珟犱犻狋＝珟犱（犃狋，犃犻狋），狋＝１，２，…，犿 （３）

珟犱表示两个隶属函数之间的模糊距离．
根据分解原理（ＲｅｓｏｌｕｔｉｏｎＰｒｉｎｃｉｐｌｅ）［９］，两个

模糊集之间的模糊距离定义为它们的α截集之间
的一对下模糊及上模糊距离（ｌｏｗｅｒａｎｄｕｐｐｅｒｆｕｚｚｙ
ｄｉｓｔａｎｃｅ）．对于［０，１］区间中的某一α，下模糊距离
珟犱犔（犃，犅）和上模糊距离珟犱犝（犃，犅）定义为

珟犱犔（犃，犅）＝犇（犻狀犳（犃α），犻狀犳（犅α）），
珟犱犝（犃，犅）＝犇（狊狌狆（犃α），狊狌狆（犅α）） （４）

其中，犇表示Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ距离，犻狀犳（·）和狊狌狆（·）分
别是相应的α截集的下确界和上确界．因此，线性规
则插值公式（即式（２））可以重新表示为

珟犱犔（犃α，犃犻α）
珟犱犔（犃α，犃犼α）＝

珟犱犔（犅α，犅犻α）
珟犱犔（犅α，犅犼α）

，
珟犱犝（犃α，犃犻α）
珟犱犝（犃α，犃犼α）＝

珟犱犝（犅α，犅犻α）
珟犱犝（犅α，犅犼α）

（５）

这使得ｍｉｎ｛犅α｝和ｍａｘ｛犅α｝可以通过对两条
用于插值的规则进行加权平均获得，加权的对象是
相应模糊集的α截集的临界值．因此可得：

ｍｉｎ｛犅α｝＝狑
犻
α犔ｍｉｎ｛犅犻α｝＋狑犼α犔ｍｉｎ｛犅犼α｝

狑犻α犔＋狑犼α犔
，

ｍａｘ｛犅α｝＝狑
犻
α犝ｍａｘ｛犅犻α｝＋狑犼α犝ｍａｘ｛犅犼α｝

狑犻α犝＋狑犼α犝
（６）

其中权值由相应的下模糊和上模糊距离定义：

狑犻α犔＝ １
珟犱犔（犃α，犃犻α），狑

犼
α犔＝ １

珟犱犔（犃α，犃犼α），

狑犻α犝＝ １
珟犱犝（犃α，犃犻α），狑

犼
α犝＝ １

珟犱犝（犃α，犃犼α）（７）
结论的α截集由此可得：

犅α＝［ｍｉｎ｛犅α｝，ｍａｘ｛犅α｝］ （８）
因此，最终的插值结论可以通过分解原理获得：

犅＝∪
α∈［０，１］

犅α （９）
在实际应用中，为确定插值结果，选择具体α截

集的数值及个数与算法所采用的模糊隶属函数有着
密切的关系．根据前文中提到的，具有三角形或梯形
的多边形模糊集由于其分段线性的特性及较低的计
算复杂度被广泛使用．因此在ＫＨ插值方法中，通
常根据多边形的特征点选择对应的α值，比如对于
三角形隶属函数的３个顶点，α取值为０和１．
３．２．２　多维输入的多规则ＫＨ方法

对于简单的线性问题，基本的ＫＨ线性规则插
值方法的一个显著优势在于它能够高效地为某一无
法匹配任何规则的输入计算获得一个推理结果．
随后，它被拓展用于处理更复杂情况下的稀疏规则
插值，例如涉及处理具有多条规则，且每条规则具有
多个前件变量的问题［６６，６８］．由于ＫＨ插值假定的分
段线性性质，给定三角隶属函数，插值结果犅＝
（犫１，犫２，犫３）可以用其两个α截集（当α为０或１时）
来确定，从而使得结论的三个特征点计算如下：

犫狋＝
∑
狀

犻＝１
狑犻狋×犫犻狋

∑
狀

犻＝１
狑犻狋

（１０）

其中相应的权值为
狑犻狋＝ １

∑
犿

犼＝１
（犪犻犼狋－犪犼狋）槡 ２

（１１）

狀是用于插值的相邻于观测的规则数，犿是规则中
的前件属性数，狋＝１，２，３．对插值得到的模糊集犅

的这种计算正好反映了式（６）所表示的一般情况，即：
当α＝０时，

ｍｉｎ｛犅０｝＝犫１＝
∑
狀

犻＝１
狑犻１×犫犻１

∑
狀

犻＝１
狑犻１

，

ｍａｘ｛犅０｝＝犫３＝
∑
狀

犻＝１
狑犻３×犫犻３

∑
狀

犻＝１
狑犻３

（１２）
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当α＝１时，

ｍｉｎ｛犅１｝＝ｍａｘ｛犅１｝＝犫２＝
∑
狀

犻＝１
狑犻２×犫犻２

∑
狀

犻＝１
狑犻２

（１３）

３３　犓犎方法的重要改进
ＫＨ方法的显著缺点是，通过它获得的模糊集

的隶属函数并不总是一个正规的模糊集，有时甚至
不是有效的模糊集．对ＫＨ方法中存在的“非正规
模糊集问题”的研究促进了许多技术的发展．下面简
要列举几类具有代表性的ＫＨ改进算法．
３．３．１　基于修正α截集距离的插值算法

以下两种方法对ＫＨ线性规则插值算法的改
进是通过修正α截集距离实现的，具体而言是利用
模糊隶属函数的宽度来刻画α截集之间的距离．

（１）ＶＫＫ方法
ＶＫＫ方法［６１］的主要思想是修改了ＫＨ方法中

对模糊集之间距离度量的定义．它通过其中心点之
间的距离犱犆（·，·）和宽度狑描述每个α截集．其定
义如图２所示，其中上方表示ＫＨ方法中的下模糊
和上模糊距离．模糊集之间的距离由一个向量表示，
该向量包含一组基于中心点的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ距离．该
方法同样适用于具有多个前件属性的规则插值，通
过Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ距离聚合不同前件属性上的距离，并
通过计算算术平均值得到相应的α截集的宽度．但
是，这种方法不考虑α截集宽度为０的情况，因此不
适用于观测值表示为单点模糊集（ｓｉｎｇｌｅｔｏｎｆｕｚｚｙ
ｓｅｔ）的情形．

图２　模糊α截集间的距离定义
（２）利用隶属函数宽度的方法
近些年李霞等人提出一种模糊插值推理方法［７０］，

同样利用了隶属函数宽度的概念，用于解决ＫＨ方
法不能保证推理结论正规性和凸性的问题．与其他
ＫＨ改进算法在最后验证结论的正规性和凸性不同
的是，该方法的基本思想是先假定推理结果是符合
正规性和凸性的，然后求推理结果的核和宽度，这样
就能保证其正规和凸的特性．该方法也被推广到多

维情况下，能很好地解决多维稀疏模糊规则库的推
理问题．
３．３．２　ＭＡＣＩ方法

ＭＡＣＩ（ＭｏｄｉｆｉｅｄαＣｕｔｂａｓｅｄＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ）方
法［８］有效地解决了“非正规模糊集问题”，同时保持
了ＫＨ方法的计算效率高的优点．该方法利用模糊
集的向量表示与坐标变换的概念，其主要思想是它
将输入输出空间的模糊集合进行坐标变换，将表示
规则属性的模糊集在特定的坐标系中进行表示，而
这种特定的坐标系不包含“非正规”的模糊集．然后
在变换的坐标空间中对所得结论进行线性插值计
算，最后将所得结论再转换回原坐标空间中．

ＭＡＣＩ方法利用特征点构成的向量定义每个模
糊集．其实现过程可以简化为以下三步：

（１）为输出变量空间选择适当的坐标系；
（２）执行ＫＨ规则插值方法对变换后的模糊集

进行推理；
（３）将结论进行坐标逆变换为原始坐标空间中

的模糊集合表示．
该方法能够应用于任意形状的模糊集．对于分

段线性模糊隶属函数，ＭＡＣＩ利用模糊集的特征点
向量描述该模糊集；对于非线性模糊隶属函数，其平
滑函数预定义的α截集的端点被用来构造模糊集
的表示向量．同ＫＨ方法一样，这种方法也不保持
线性特性，但通过分段线性特性获得的结论优于原
方法．由于其计算效率高且消除了“非正规模糊集问
题”，ＭＡＣＩ方法还被进一步拓展至多维输入变量的
规则插值过程中［６８］．当规则前件和输入观测值如
式（１）中所示，均有犪１，犪２，…，犪犿个属性时，ＭＡＣＩ
算法的多维扩展的基本原理与３．２．２节中ＫＨ算
法在多维输入中的实现类似，即如式（１１），利用欧式
距离将原始算法中在输入空间的计算过程进行聚
合．然而该算法仅仅将输入变量扩展至多维情况，用
于插值的规则仍为２条．

除了上述几类典型的ＫＨ改进算法以外，在国
内的模糊插值推理研究中，钱皓等人［６９］把ＫＨ方法
应用于高斯型隶属函数，利用模糊集顶点及拐点的
距离比得到推理结果，并保证结论也是高斯型模糊
集，从而进一步加强了ＫＨ线性规则插值方法的研
究与推广应用．
３４　基于多边形模糊集斜率的插值算法

基于多边形的模糊集是模糊规则插值方法最常
使用的模糊集合，尤其是以三角形、梯形为代表，其
显著的优点就是算法简单，易于实现且运算效率高．
这类模糊隶属函数的关键参数即多边形的顶点，底
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点和两腰斜率，故这些算法被命名为基于多边形模
糊集斜率的插值算法，参看文献［４８５０］等．由于多
边形的顶点大多由模糊隶属函数的α截集来确定，
比如三角形的两个底点和顶点分别是α＝０和α＝１
的截集，因此这些算法均属于基于α截集的模糊插
值推理方法．

在这类算法中，王天江等人［４９］提出一种线性插
值推理方法，其基本思想是只要求规则后件及推理
结果的α＝１截集满足线性比例关系，而推理结果的
左右边斜率分别为两规则前件相应斜率的平均值．
该方法可适用于规则前件为多个变量的规则插值，
并且保证了推理结果的凸性和正规性，然而它只适用
于梯形隶属函数．相似的方法还有ＨＣＬ插值法［４８］．
赵洪文［５０］提出的“点斜”模糊插值推理方法是ＨＣＬ
方法的推广，具有易理解、易操作的优点，但也仅限
于梯形模糊集的情况．下面以ＨＣＬ方法为例简述
基于多边形模糊集斜率插值算法的原理．

ＨＣＬ插值法［４８］是一种基于ＫＨ线性规则插值
算法的插值推理方法．二者的区别在于，ＨＣＬ方法
对模糊集隶属函数的最高点的插值方法与ＫＨ基
于α截集的处理过程不同，从而改进ＫＨ方法可能
产生非正规的模糊集的问题．该算法可以保证如果
模糊规则（例如：犃１犅１和犃２犅２）以及观测值
（犃）是由三角隶属函数定义的，则插值结论也是三
角形的．然而，这种方法是专门为三角形情况而设计
的，因此无法推广到更一般的模糊集（如梯形）．

图３　ＨＣＬ模糊规则插值

ＨＣＬ插值法计算三角形隶属函数的底边的方
法与ＫＨ方法相同，但计算顶点的方法不同．下面
将详细说明．图３描述了模糊规则插值问题的一种
简单的典型代表，其中犽１，狋１，犽，狋，犽２，狋２，犺１，犿１，犺，
犿，犺２，犿２分别表示相应模糊集的斜率．确定犅顶点
的过程如下：

（１）确定三角形隶属函数犅的斜率犺和犿．令
犽＝犽１狓＋犽２狔，狋＝狋１狓＋狋２狔 （１４）

其中狓和狔是实数．

当犽１／狋１≠犽２／狋２时，则通过同时求解（１４）中的两
式来计算唯一的狓和狔．令

犺＝｜犺１狓＋犺２狔｜犮，犿＝－｜犿１狓＋犿２狔｜犮（１５）
当犽１／狋１＝犽２／狋２时，则令

犺＝犽犮，犿＝狋犮 （１６）
其中犮为常数．

（２）通过求解下式确定顶点犫２的位置：
１

犫２－犻狀犳（犅）：
－１

ｓｕｐ（犅）－犫２＝犺：犿 （１７）
即可得

犫２＝犿·狊狌狆（犅
）－犺·犻狀犳（犅）
犿－犺 （１８）

其中犻狀犳（·）和狊狌狆（·）分别表示模糊集的上确界和
下确界．
犛犓（犅）＝

∑
犿

犼＝１
犛犓（犃犼（ ））

烄
烆
× ∑

狀

犻＝１，
犼犛犓（犃犻犼）＞０

犠犻×犛犓（犅犻）

∑
犿

犼＝１
犛犓（犃犻犼

烌
烎）
，

　　　　　　　　　　　　犻犼犛犓（犃犻犼）＞０

∑
犿

犼＝１
犛犓（犃犼）
犿 ，　　　　　　犻犼犛犓（犃犻犼）

烅

烄

烆 ＝０

（１９）

３５　基于几何相似推理的模糊规则插值方法
基于几何相似推理的模糊规则插值方法是基于

α截集的方法中的具有代表性的一大子类．参看文
献［３７，４６４７］．这些方法利用模糊集面积之间的相
似比例进行推理．早期，卢正鼎、王天江、符海东等
人［４６４７］通过考虑观测值与规则前件之间的几何相
似性在结论与规则后件之间也应该存在，从而以输
入观测所围成的面积与规则前件所围成的面积的比
例，它们的重心的水平距离的比例，以及角度相似特
征为插值依据．但他们仅讨论了梯形模糊集的情况．

同样利用模糊集面积进行推理的ＣＣＬ规则插
值［３７］为模糊插值推理提供了另一种有效的方法，它
利用了规则中属性以及未匹配到任何规则的观测值
的模糊集的面积的概念．其思想是保持模糊度的比
（ＲａｔｉｏｏｆＦｕｚｚｉｎｅｓｓ，ＲＦ）的逻辑一致性．ＲＦ由相关
模糊集的面积决定．也就是说，它追求对应于观测值
的（待）插值结果与观测的ＲＦ和用于插值的每条规
则的结果与前件之间的ＲＦ的一致性．更具体地说，
两个模糊值犃和犅之间的ＲＦ定义为

犚犉（犃，犅）＝犛（犃）犛（犅） （２０）
其中，犛（犃），犛（犅）分别表示犃和犅的模糊集的面积．
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ＣＣＬ模糊规则插值方法提出了一种灵活的插
值推理框架，它允许使用不同类型的隶属函数，包括
各种多边形和高斯形状的函数．它还可以处理涉及
多条模糊规则且含有多个前件变量的一般情况．为
了简化描述的复杂性和保持一致性，下面仅介绍使
用三角形模糊隶属函数的核心计算过程．

首先，待插值的后件模糊集犅的隶属度取１
的点犫２通过线性插值计算得：

犫２＝∑
狀

犻＝１
犠犻犫犻２ （２１）

其中狀是用于插值的规则个数，犠犻是每条规则的权
重，其值为

犠犻＝
∑
犿

犼＝１
狑犻犼

∑
狀

犻＝１∑
犿

犼＝１
狑犻犼
，

狑犻犼＝１－ 犪犻犼２－犪犼２
犿犪狓犪犼２－犿犻狀犪犼２

（２２）
其中犿犪狓犪犼２和犿犻狀犪犼２用于归一化，分别代表｛犪犻犼２｜犻＝
１，２，…，狀｝内的最大值和最小值．

给定由两个α截集产生的三个特征点（当α＝
０，１时），三角形模糊集可以被分成两个较小的子三
角形，如图４所示．对于具有许多特征点的更复杂的
多边形模糊集，可以生成更多三角形甚至梯形的子多
边形，但是计算的原理同下述对于三角形隶属函数的
情况．由此模糊集犅的左三角区域面积犛犔（犅）
（即犫２点左侧的三角形模糊集的几何区域面积）和
右三角区域面积犛犚（犅）可由式（１９）计算得出，其中
犛犓的下标中犓∈｛犔，犚｝．该方程准确地揭示了ＣＣＬ
规则插值的基本思想，即从观测角度出发，通过对所

图４　三角形模糊集的左侧和右侧面积

包含规则的ＲＦ的加权聚集，从而导出插值模糊集
的面积．

最后，插值结果犅的支撑集的左、右端点可由
生成的三角形区域的面积导出，如下所示：

犫１＝犫２－２犛犔（犅），犫３＝犫２＋２犛犚（犅）（２３）

４　基于中间规则（变换）的模糊插值推
理方法
继上一节对模糊规则插值第一大类的分析之

后，本节详细综述第２类基于中间规则（变换）的模
糊插值方法．首先概述其基本思想并对此类方法按
特征进行细分，然后介绍了一些典型代表，包括一类
最具代表性的算法族，即基于尺度和位移变换的规
则插值方法及其衍生算法．
４１　概述

作为另一大类的模糊规则插值方法，基于变换
的方法近年来得到了更多的关注与研究．由于此类
方法在计算插值结论模糊集的过程中，通常首先需
要计算一条中间规则（ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｒｕｌｅ），因此又被
称为基于中间规则的模糊规则插值方法．此类方法
一般分为两步执行（具体算法中可进行细分）．第一
步利用选择出的用于插值操作的规则构造一条中间
规则，使得它的前件尽可能与观测值“接近”．第二步
基于类比推理机制［７１７２］，即根据中间规则的前件项
与观测之间的相似性来转换中间规则的后件，以
类似将中间规则的前件转换为给定的观测的方式，
从而得出结论．表３汇总了该类各种算法，并根据其
不同的特征进行分类．其中的一大子类，即基于尺度
和位移变换的方法（ｓｃａｌｅａｎｄｍｏｖｅＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ｂａｓｅｄＦＲＩ，ＴＦＲＩ），是近些年最流行的方法之一，
首先由Ｈｕａｎｇ和Ｓｈｅｎ提出［１５１６］，并且在过去的二
十年里，又对这一开创性的方法提出了许多后续发
展和修改．代表的方法见表４．本节将综述表３中一
些典型算法．

表３　基于中间规则（变换）的模糊规则插值方法
算法 特征

Ｗｕ等人（１９９６）［７３］ 利用相似变换保证插值的有效性
Ｂａｒａｎｙｉ等人（１９９５，１９９６ａ）［７４７５］；Ｂａｒａｎｙｉ和Ｋóｃｚｙ（１９９６ａ）［７６］；
Ｂａｒａｎｙｉ等人（２００４，１９９６ｂ，１９９８）［７７７９］；Ｂａｒａｎｙｉ和Ｋóｃｚｙ（１９９６ｂ）［８０］ 采用广义函数概念进行内插和外插（ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｏｎ）

Ｋａｗａｇｕｃｈｉ和Ｍｉｙａｋｏｓｈｉ（２０００ａ，ｂ，２００１）［８１８３］；Ｋａｗａｇｕｃｈｉ等人（１９９７）［８４］ 基于Ｂ样条的插值
Ｃｈｅｎ等人（２０１６）［８５］；Ｃｈｅｎ和Ｓｈｅｎ（２０１７）［８６］；Ｈｕａｎｇ和Ｓｈｅｎ（２００６，２００８）［１５１６］；
Ｊｉｎ等人（２０１４，２０２０）［１７，８７］；Ｌｉ等人（２０１９ａ，２０１８ｂ）［８８８９］；Ｎａｉｋ等人（２０１７ｂ）［１９］；
Ｓｈｅｎ和Ｙａｎｇ（２０１１）［９０］；Ｙａｎｇ等人（２０１７）［１８］；Ｙａｎｇ和Ｓｈｅｎ（２０１１）［９１］

基于尺度和位移变换的规则插值（ＴＦＲＩ）

Ｄａｓ等人（２０１９）［９２］ 基于几何的线性模糊规则插值
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表４　基于尺度和位移变换的规则插值算法族
算法 特征

Ｈｕａｎｇ和Ｓｈｅｎ（２００６）［１５］ ＴＦＲＩ的基本方法，用于处理两条给定的相邻规则，可以采用多种模糊隶属度函数（如
复杂多边形、高斯或钟形），并且处理包含多个前件变量的问题

Ｈｕａｎｇ和Ｓｈｅｎ（２００８）［１６］ 扩展的ＴＦＲＩ：同时支持包含多条模糊规则的内插和外插，每条规则包含多个前件项

Ｊｉｎ等人（２０１４，２０１９）［１７，９３］ 反向ＴＦＲＩ：允许从已知的前件和后件中插值与后件直接相关的缺失前件值，支持包
含多个前件模糊规则的反向内插与外插

Ｙａｎｇ等人（２０１７）；Ｙａｎｇ和Ｓｈｅｎ（２０１１）［１８，９１］ 自适应ＴＦＲＩ：能够在插值过程中出现矛盾结果时恢复系统一致性
Ｃｈｅｎ等人（２０１６）［８５］ 粗糙模糊ＴＦＲＩ：允许表示、处理和利用不同程度的知识不确定性
Ｃｈｅｎ和Ｓｈｅｎ（２０１７）［８６］ 基于区间值ＩＩ型模糊集的ＴＦＲＩ
Ｎａｉｋ等人（２０１７ｂ）［１９］ 动态ＴＦＲＩ：有助于选择、组合和概括信息丰富的中间规则，以便在执行插值时完善当

前的规则库
Ｌｉ等人（２０１７，２０１８ｂ，ａ，２０２０）［８８８９，９４９５］ 属性加权ＴＦＲＩ：对规则的前件属性进行加权，并应用于分类和预测任务
Ｃｈｅｎ等人（２０１９）［９６］ 基于ＴａｋａｇｉＳｕｇｅｎｏＫａｎｇ（ＴＳＫ）模糊规则模型的ＴＦＲＩ
Ｌｉ等人（２００５）［９７］ 类ＴＦＲＩ的加权算法

在详细介绍基于中间规则的模糊规则插值技术
之前，需要引入一个非常重要的概念．这就是模糊集
的代表值（ＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅＶａｌｕｅ，Ｒｅｐ）．代表值在不同
的文献中有许多变体，它也被赋予不同的名称，例如
文献［１６］中的代表值，文献［７７］中的参考点（ｒｅｆｅｒ
ｅｎｃｅｐｏｉｎｔ），以及文献［９８９９］中的特征值（ｃｈａｒａｃ
ｔｅｒｉｓｔｉｃｖａｌｕｅ）．

模糊集的代表值是一个精确的实数值，用来表
达模糊集所包含的重要信息，例如模糊集在其论域
中最具代表的总体位置以及它的几何形状．在某些
情况下，由于代表值没有统一的定义，则可以用该模
糊集的去模糊化（ｄｅｆｕｚｚｉｆｉｅｄ）后的值来定义代表值．
然而需要注意的是，在某一特定的模糊规则插值方
法中，所有的代表值都是以相同的方式计算的．

给定一个任意多边形模糊集犃＝（犪１，犪２，…，
犪狀），其中犪犻，犻＝１，２，…，狀表示多边形的特征点，其
代表值犚犲狆（犃）定义如下：

犚犲狆（犃）＝∑
狀

犻＝１
狑犻犪犻 （２４）

其中狑犻是分配给特征点犪犻的权重．对于最简单的情
况，称为平均代表值，其中所有点都取相同的权重
值，即狑犻＝１／狀．对于第２节中图１描述的三角形模
糊隶属函数犃＝（犪１，犪２，犪３），犚犲狆（犃）在文献中通常
简单地定义如下（尽管其重心也可作为备选方案）：

犚犲狆（犃）＝犪１＋犪２＋犪３３ （２５）

　　对更复杂的模糊隶属函数（如复杂多边形、高
斯型）的代表值的定义可以查阅文献［１６］．

除了其几何意义外，代表值另一重要作用就是
简化了模糊集之间距离的定义．两个模糊集犃和犅
之间距离的定义可以简单的表示为

犱（犃，犅）＝｜犚犲狆（犃）－犚犲狆（犅）｜ （２６）
　　与基于α截集距离的方法［７７］相比，该定义描述
的距离是一个精确的距离．对于在给定的不同模糊
规则插值方法中，本文将具体指出如何定义该距离．
４２　基于尺度和位移变换的模糊规则插值方法

（犜犉犚犐）
基于尺度和位移变换的模糊规则插值（ｓｃａｌｅａｎｄ

ｍｏｖｅＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｂａｓｅｄＦＲＩ，ＴＦＲＩ）是一种最
通用、最先进的基于中间规则的模糊插值推理机制．
提出这一方法的关键目标之一是消除模糊规则插值
早期工作中存在的一个重要的实际问题，即插值结
果不能保证是凸的模糊集，甚至在某些情况下不能
保证是有效的模糊集．文献［１５１６］介绍了ＴＦＲＩ
的基本思想，简而言之，该算法通过四步完成规则插
值，即首先选择出用于插值的规则，然后用它们构造
一条中间规则，第三步通过比较观测值与中间规则
前件的相似性获得尺度和位移变换的参数，最后对
中间规则的后件进行尺度位移变换得出结论．

给定稀疏规则库犚和观测值狅，它们分别采用
式（１）中的形式，ＴＦＲＩ由以下四个步骤实现，并且
分别总结在图５所示的四个阶段中．

第一阶段：选择最近邻规则
作为ＴＦＲＩ的预备阶段，当输入的观测值狅与

规则库中的任何规则都不匹配时，需要在第一阶段
选择一定数量的规则，使得这些规则最接近观测值，
并且用于后续阶段的插值推理．在度量“接近度”时，
需要用到基于距离的准则．在ＴＦＲＩ中，观测值狅
与规则狉狇之间的距离，或任意两条规则狉狆，狉狇∈犚之
间的距离，是通过计算它们之间对应属性的所有相
应模糊值的聚合距离来确定的：
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图５　基于变换的ＴＦＲＩ规则插值

犱（狏，狉狇）＝１槡犿∑
犿

犼＝１
犱（犃狏犼，犃狇犼）槡 ２ （２７）

其中狏代表狅或者狉狆（因此犃狏犼表示犃
犼或者犃狆犼），取

决于上述定义的距离是观测值和规则之间的距离还
是两条规则之间的距离．因此，与狅最接近的狀条
规则就是此距离测量的最小的狀条规则．在计算关
于上述定义元素之间的聚集时，一对前件模糊集之
间的距离计算如下：

犱（犃狏犼，犃狇犼）＝｜犚犲狆
（犃狏犼）－犚犲狆（犃狇犼）｜
犿犪狓犃犼－犿犻狀犃犼

（２８）
这是通过使用相应模糊集的代表值来实现的

（见第４．１节中代表值的定义），该距离值是对绝对
距离标准化的结果，其中犿犪狓犃犼和犿犻狀犃犼分别表示属
性犪犼的最大值和最小值．这种标准化是为了确保所
有距离度量在不同的属性域上彼此兼容．这一阶段
如图５阶段一所示．

第二阶段：构造模糊中间规则
在第一阶段中可以选择出与给定观测值最接近

的，具有最小距离的狀条规则，下面将构造一条模糊
中间规则狉′，作为ＴＦＲＩ稍后执行基于尺度和位移
变换过程的基础．在ＴＦＲＩ的大多数应用中，为了

计算效率，狀取值通常为２，但通常是以牺牲插值精
度为代价的［１００］．

构造模糊中间规则狉′的过程是分别计算狉′的前
件模糊集犃′犼，犼＝１，…，犿以及相对应的后件模糊集
犅′，以得到如下形式的模糊中间规则狉′：
ｉｆ犪１ｉｓ犃′１ａｎｄ犪２ｉｓ犃′２ａｎｄ…ａｎｄ犪犿ｉｓ犃′犿，ｔｈｅｎ狕
ｉｓ犅′．
　　它是对第一阶段选择的狀条最近邻规则的加权
整合获得的．令狑犻犼，犻∈｛１，…，狀｝表示第犻条模糊规
则的第犼个前件属性对构造模糊中间规则的第犼个
前件犃′犼所附加的权重，计算如下：

狑犻犼＝ １
１＋犱（犃犻犼，犃犼）

（２９）

其中犱（犃犻犼，犃犼）由式（２８）计算得到．对该权重在狀条
规则间进行归一化得到狑　^犻犼＝狑犻犼

∑狋＝１，…，狀狑狋犼
，以便做加权

平均使用．
因此，模糊中间规则狉′的第犼个前件犃′犼计算如下：
犃′犼＝∑犻＝１，…，狀狑^犻犼犃犻犼＋δ犃犼（犿犪狓犃犼－犿犻狀犃犼）（３０）

其中δ犃犼是一个常量，称为犃犼的偏移因子，目的是使
得构造出的中间规则前件犃′犼和对应的观测值犃

犼有
相同的代表值．其定义如下：

δ犃犼＝
犚犲狆（犃犼）－犚犲狆∑犻＝１，…，狀狑^犻犼犃犻（ ）犼

犿犪狓犃犼－犿犻狀犃犼
（３１）

类比于上述构造中间规则的前件属性，其后件
值可由此得出：

犅′＝∑犻＝１，…，狀狑^犻狕犅犻＋δ狕（犿犪狓狕－犿犻狀狕）（３２）
其中犿犪狓狕和犿犻狀狕为结果属性的最大值和最小值．
狑^犻狕作为与每条规则的前件项相关的归一化权重（即
狑^犻犼）的平均值，并且后件属性的偏移因子δ狕也是前
件属性偏移因子δ犃犼，犼＝１，…，犿的代数平均，分别
计算如下：

狑^犻狕＝１犿∑
犿

犼＝１
狑^犻犼，δ狕＝１犿∑

犿

犼＝１
δ犃犼 （３３）

如图５阶段二中总结的这一步骤的工作，模糊
中间规则则由分别计算出的规则前件和后件构成．

第三阶段：计算尺度和位移因子
在第二阶段构造出模糊中间规则狉′后，便可对

其进行相应的变换得出与观测值对应的结论．其理
论依据是类比相似推理机制：中间规则的前件与观
测越相似，其后件便与结论越相似．在ＴＦＲＩ方法
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中，这种相似性是通过尺度和位移因子衡量的．作为
一种基于变换的模糊规则插值方法，ＴＦＲＩ中的变
换过程犜的目标是对中间规则的后件模糊集犅′进
行尺度和位移变换，从而获得最终的插值结论．该变
换是通过类比将中间规则的前件属性犃′犼变换为对
应的观测值属性犃犼，并保证变换后的形状和代表值
与观测相一致．因此，在第三阶段，首先计算出进行
尺度和位移变换的参数因子，该过程分为以下两步
实现：

（１）构造尺度因子，对中间规则前件进行尺度
变换：犃′犼→犃^′犼

为了实现这一点，首先确定所需的尺度因子狊犃犼．
由于尺度（和随后的位移）因子的计算取决于所使用
的模糊隶属函数，因此给定一个三角模糊集犃′犼＝
（犪′犼１，犪′犼２，犪′犼３），尺度因子狊犃犼由下式得出：

狊犃犼＝
犪犼３－犪犼１
犪′犼３－犪′犼１ （３４）

　　它扩展或缩短了支撑集的长度：犃′犼：犪′犼３－犪′犼１，使
其与犃犼支撑集的长度相同．为保证尺度变换后的
模糊集犃^′犼与犃′犼的代表值相等，犃^′犼＝（犪^′犼１，犪^′犼２，犪^′犼３）通
过尺度因子的构造方式如下：

犪^′犼１＝
（１＋２狊犃犼）犪′犼１＋（１－狊犃犼）犪′犼２＋（１－狊犃犼）犪′犼３

３ ，

犪^′犼２＝
（１－狊犃犼）犪′犼１＋（１＋２狊犃犼）犪′犼２＋（１－狊犃犼）犪′犼３

３ ，

犪^′犼３＝
（１－狊犃犼）犪′犼１＋（１－狊犃犼）犪′犼２＋（１＋２狊犃犼）犪′犼３

３ （３５）
（２）对尺度变换后的模糊集进行位移变换：

犃^′犼→犃犼，从而构造位移因子
位移因子犿犃犼可由第一步中获得的尺度变换后

的模糊集犃^′犼得出．如前所述，位移变换是通过移动
犃^′犼的位置，使其与犃犼相同，同时还需保证代表值不
变．因此，位移因子可构造如下：

犿犃犼＝

３（犪犼１－犪^′犼１）
犪^′犼２－犪^′犼１

，犪犼１犪^′犼１

３（犪犼１－犪^′犼１）
犪^′犼３－犪^′犼２

，
烅

烄

烆
其他

（３６）

如图５阶段三中阴影部分着重描述的，这一阶
段计算并保留所有规则前件的尺度和位移变换因
子，以便在后续和最终过程中使用以获得结论值．

第四阶段：尺度和位移变换
在计算了需要的尺度和位移因子（即狊犃犼和犿犃犼，

犼＝１，…，犿）之后，第四阶段将完成ＴＦＲＩ过程，得
到所需的结果值犅．这一阶段遵循了类比近似推理
的机制，即相似观测导致相似结果．为此，后件属性
的变换因子将聚合前件属性上的变换因子，这是通
过计算代数平均来实现的：

狊狕＝１犿∑
犿

犼＝１
狊犃犼，犿狕＝１犿∑

犿

犼＝１
犿犃犼 （３７）

　　这使得所求的插值结论模糊集犅＝（犫１，犫２，
犫３）可通过类比第三阶段对中间规则的前件进行的
尺度和位移变换获得，即有如下两步变换：

（１）尺度变换．犅′→犅^′．类比式（３５）获得尺度化
的后件模糊集犅^′＝（犫^′１，犫^′２，犫^′３）．

（２）位移变换．犅^′→犅．
在位移变换中，利用位移因子获得最终所需的

插值结果犅＝（犫１，犫２，犫３）：
犫１＝犫^′１＋犿狕γ，

犫２＝犫^′２－２犿狕γ，γ＝
犫^′２－犫^′１
３，犿狕０

犫^′３－犫^′２
３，

烅

烄

烆 其他
，

犫３＝犫^′３＋犿狕γ （３８）
为突出尺度变换和位移变换的重要性，基于

插值的结论模糊集可以用以下方式表示：犅＝
犜（犅′，狊狕，犿狕）．最后阶段四的工作如图５最下面一
行所总结的．尽管上述对ＴＦＲＩ算法基本原理的概
述仅采用了三角形模糊集，该算法还可以处理具有
复杂多边形、高斯和钟形模糊隶属函数的多个前件
规则的内插和外插．
４３　犜犉犚犐方法的衍生算法代表

由于ＴＦＲＩ方法在实现模糊规则插值推理时表
现出优良的特性，近些年已经涌现大量文献，从许多
不同的角度来进一步改进它，如表４中汇总的ＴＦＲＩ
算法族．本节概述其中具有代表性的方法．
４．３．１　自适应的ＴＦＲＩ（２０１１［９１］，２０１７［１８］）

自适应的ＴＦＲＩ算法的提出是由于观察到在
一系列ＴＦＲＩ插值运算之后，插值结果可能存在不
一致性．造成不一致的原因可能包括插值的规则和
不精确的插值变换．自适应模糊插值增强了原始
ＴＦＲＩ算法的插值变换对缺陷规则的识别和修正能
力，有利于消除某些不一致性．该算法是通过两个子
系统来实现的：（１）诊断子系统．它是由通用诊断引
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擎（ＧｅｎｅｒａｌＤｉａｇｎｏｓｔｉｃＥｎｇｉｎｅ，ＧＤＥ）构造的，其中
不一致的插值结果记录在基于假设的信值修正系统
（ＡｓｓｕｍｐｔｉｏｎｂａｓｅｄＴｒｕｔｈＭａｉｎｔｅｎａｎｃｅＳｙｓｔｅｍ，
ＡＴＭＳ）［１０１］中；（２）修正子系统．它是对传统数值插
值理论进行模糊扩展，及其在近似计算中的应用．

自适应ＴＦＲＩ的工作流程如图６所示．尽管从
理论上讲，系统的不一致可能来自观测值、不正确的
规则等多方面因素，在自适应ＴＦＲＩ算法中，仅考
虑插值过程中的中间规则导致的不一致结论．因此
在该算法中，ＡＴＭＳ收集记录下某一插值结论与后
面模糊规则插值之间的依赖性，并将其输入到ＧＤＥ
中．ＧＤＥ是用于分离多个同步错误的系统，它通常
与ＡＴＭＳ一起工作．在这里，ＧＤＥ将所有可能的不
一致结论从这些冲突依赖关系中分离出来．最终由
一个基于依赖指导的修正子系统通过将模糊推理中
的错误从线性插值细化到分段线性插值，从而对不
一致的模糊推理结论进行修正并返回输入到插值器
中，完成自适应ＴＦＲＩ的闭环工作．然而，这项工作
主要集中在自适应ＴＦＲＩ的实现上，它只涉及两条
多前件属性的规则．此外，还需要进一步研究它是否
能够处理外插的情况（因为原始ＴＦＲＩ能够以与内
插相同的方式处理外插）．

图６　自适应ＴＦＲＩ工作流程
４．３．２　反向的ＴＦＲＩ（２０１９［９３］，２０２０［８７］）

传统的模糊规则插值（包括ＴＦＲＩ）通常以
“前向”的方式执行，即在给定规则库和观测的所有
前件属性的情况下，需要对结果进行插值推理．然
而，可能会出现某种情况，当给定的观测值中缺少某
些关键的前件属性时，同时该属性也可能参与到随
后的插值过程中，因此该前件属性的缺失将会导致
最终插值结论的推导失败．这一重要问题是通过对
ＴＦＲＩ的一个改进来解决的，称为反向的ＴＦＲＩ，它
提供了一系列的解决方案来处理单个前件值的缺失
和多个前件属性缺失的问题．

对于单个前件值缺失的问题，反向ＴＦＲＩ通过仿
照实现原始ＴＦＲＩ的四步计算过程（见第４．２节），
从而反向计算对应于未知前件属性值的相关参数．不
失一般性，将ＴＦＲＩ对某一观测值相关的结论的插
值推理用下式表示：

　　犅＝犳ＴＦＲＩ（（犚＝｛狉１，狉２，…，狉犖｝），
（狅＝｛犃１，…，犃犾，…，犃犿｝））（３９）

即插值结论犅通过ＴＦＲＩ的规则插值过程，利用
规则库犚和具有全部前件属性的观测值狅获得．具
有单个前件值缺失（比如犃犾缺失）的反向ＴＦＲＩ因
此类比上式可以有如下的形式：
犃犾＝
犳ＢＴＦＲＩ（犚，犅，（狅ｍｉｓｓｉｎｇ＝｛犃１，…，犃犾－１，犃犾＋１，…，犃犿｝））

（４０）
其中在求未知前件属性犃犾时，除了需要规则库犚和
具有剩余前件属性的观测值狅ｍｉｓｓｉｎｇ以外，该观测值对
应的已知结论也需要加入到计算过程中．此时犅

作为已知变量，而犃犾为未知变量．但由于缺失属性
只有一个，因此可以通过第４．２节ＴＦＲＩ的四步插
值过程的逆向计算，获得规则前件属性的模糊集值．

对于更一般的具有多个前件属性缺失的问题，
反向ＴＦＲＩ提出了两种方案来求缺失值．第一种方
案是参数化方法，它是上述方法的直接推广．假设有
犃１，犃２，…，犃犔共犔个前件属性未知，该方法首先将
犃犻，犻∈［１，２，…，犔］对应的用于插值过程的参数（比
如式（２９）中的狑犻犼，以及式（３１）中的δ犃犼）离散化，然
后便能获得某一组参数值，将这组参数代入ＴＦＲＩ
算法中得到一个插值结论，与已知的犅进行比较，
误差最小的组合即为最佳参数组合，最后利用最优
参数构造缺失的规则前件属性．第二种方案被命名
为反馈方法．该方法与参数化方法不同的是，首先离
散化的不是缺失属性对应的参数，而是属性的模糊
集值本身，从而获得缺失属性的一组估计，然后将其
代入ＴＦＲＩ算法中，计算获得插值结论并与已知的
犅进行比较，最终寻求误差最小的一组离散估计值
即为所求的犃１，犃２，…，犃犔．这两种方法均采用了参
数估计与结果验证的思想．由于参数化方法中需要
估计的参数组合比反馈方法更多，因此算法的计算
复杂度更高．

反向的ＴＦＲＩ算法保留了原始ＴＦＲＩ所具有
的许多重要性质，如处理多条具有多前件属性的规
则插值的能力，以及保证了插值结果的凸性和正规
性，从而有助于解决前件项缺失的问题，但它并不能
完全消除这个问题，特别是当缺少的值的比例很
大时．
４．３．３　动态ＴＦＲＩ（２０１７［１９］）

现有的大多数基于变换的模糊规则插值机制
都是针对静态稀疏规则库的．然而，由于模糊系统
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的需求可能会随着时间的变化而变化，缺乏并存
或动态生成的规则，使得静态规则库的使用可能
会影响模糊插值推理的有效性．在执行规则插值
时，基于变换的模糊规则插值方法通常生成大量
模糊中间规则．总体而言，它们可以逐渐覆盖无法
由原始稀疏规则库覆盖的区域，从而为更新静态
稀疏规则库提供有价值的信息．受此启发，Ｎａｉｋ等
人（２０１７ｂ）［１９］提出了一个动态的ＴＦＲＩ机制．它通
过改进和提取中间规则来丰富规则库，进而通过进
行更直接的规则匹配来获得结论，从而提高模糊推
理过程的效率．

动态ＴＦＲＩ算法的具体工作流程如下：
（１）正常利用ＴＦＲＩ规则插值算法对输入观测

值进行插值推理，同时保留插值过程中构造生成的
大量中间规则，集中保存在中间规则库犚′中；

（２）将犚′中的所有前件属性在多维（由于前件
属性不止一个）立方空间中进行划分，得到超立方体
犎，其中包含许多子立方体，每一个对应由多维前件
属性的某一取值构成的组合；

（３）将处于非空子立方体犎（犎犎）中的规
则输入到基于遗传算法的聚类算法中，找出“最佳”
聚类结果，其中包括强子立方体（犎１）和弱子立方体
（犎０）．这里的强弱子立方体根据包含的中间规则
数目的多少确定；

（４）将弱子立方体（犎０）合并转化为强子立方
体（犎１）；

（５）最后选择仅包含足够中间规则的聚类结
果，将其合并至原始的稀疏规则库犚中，完成规则
库的更新．

通过上述过程，动态ＴＦＲＩ能够在后续的推理
过程中，直接利用简单高效的ＣＲＩ为之前出现过的
相似观测值进行推理，从而减少进行没有必要规则
插值．该方法还是一种灵活和通用的算法，在动态扩
充原始稀疏规则库的过程中，并不限制使用任何特
定的规则插值算法、适应度函数和规则合并方案，只
是在提出的方法中采用了ＴＦＲＩ和遗传算法．动态
ＴＦＲＩ算法对更新规则库和提高推理效率的现实意
义是显而易见的．然而，通过使用更有效和高效的聚
类和优化方法来替换当前实现中的相关过程，仍然
有可能进一步提高算法的效能．
４．３．４　高阶ＴＦＲＩ（２０１６［８５］，２０１７［８６］）

大多数模糊规则插值方法的一个共同点是，通
常利用常规的Ｉ型模糊集定义规则和观测值中的

模糊隶属函数，用于解释和处理模糊系统中存在的
不确定性．现有的方法中很少能够联合处理规则或
观测中的一种以上形式的不确定性，尤其在某些情
况下，对更复杂的模糊集进行合理的表示对模糊系
统十分必要［１０２］．针对这一问题，高阶的模糊规则插
值方法应运而生，它允许在ＴＦＲＩ框架内表示和处
理不同类型的不确定性．这类算法首先用高阶形式
对不确定性知识进行描述，然后对这种模型进行高
阶插值得到最终结论．

高阶的模糊规则插值利用了两种常见的不确定
性表示方法来实现：（１）基于粗糙模糊集的规则插
值方法［８５］．该方法用粗糙模糊近似表示不确定模糊
隶属函数；（２）基于区间值ＩＩ型模糊集的方法［８６］．
其工作方式与基于粗糙模糊集的ＴＦＲＩ相同．在这
两种方法中，模糊集的代表值的概念起着与原始的
基于Ｉ型模糊集的ＴＦＲＩ一样不可或缺的作用．从
本质上讲，这两种方法均为ＴＦＲＩ规则插值算
法［１５１６］的拓展，它们分别用粗糙模糊集和区间值
ＩＩ型模糊集代替传统的Ｉ型模糊集，即式（１）中规则
的前件（犃＝｛犪犼｜犼＝１，２，…，犿｝）和结论（犅）属性以
及观测值的属性（狅＝｛犪犼｜犼＝１，２，…，犿｝）由这两类
高阶模糊集来描述．然后基于这种改进的模糊规则
进行第４．２节中ＴＦＲＩ的规则插值过程．由于插值
过程中元素所采用的取值不同，插值算法也需要进
行相应的改进．比如，区间值ＩＩ型模糊隶属函数中
存在额外的不确定性分别用上模糊隶属函数和下模
糊隶属函数表述，因此在第３、４步的变换过程中，除
了对模糊集进行尺度和平移变换，还需要对下模糊
隶属函数的高度进行进一步的变换．另一种基于区
间值ＩＩ型模糊集的模糊规则插值方法可以参考文
献Ｃｈｅｎ和Ｌｅｅ（２０１１）［４１］．这种方法需要对每个特
定的不确定性表示进行相应的修改，这不可避免地
增加了计算复杂度．对基于ＴＦＲＩ改进的高阶算
法，如果所涉及的所有不确定性都能被Ｉ型模糊集
充分捕获，则高阶ＴＦＲＩ机制将会退化成为原始的
方法．
４．３．５　其他ＴＦＲＩ相似算法

除了上述算法是对ＴＦＲＩ的直接研究和改进
外，还有一些类似于ＴＦＲＩ的方法，如文献Ｌｉ等人
［９７］．又如，在文献［１４］中，任意多边形模糊集的排
序值（ｒａｎｋｉｎｇｖａｌｕｅｓ）被用来表示隶属函数的特征
点，而这些特征点又被用来在基于变换的模糊规则
插值过程中扮演与ＴＦＲＩ中代表值相似的角色．此
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外，该算法将ＴＦＲＩ中涉及的尺度因子和位移因子
分别替换为距离比（ｄｉｓｔａｎｃｅｒａｔｉｏ）和偏移率（ｍｏｖｅ
ｒａｔｅ），对所构造的中间规则进行变换，以获得最终
的插值结果．

Ｃｈｅｎ和Ｋｏ（２００８）［９８］提出ＴＦＲＩ的另一个变
形，称之为ＣＫ方法．该算法用特征值（ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ
ｖａｌｕｅｓ）代替代表值，不仅简化了对模糊集的表示，
而且用于定义模糊集之间的距离．对于任意多边形
模糊集，ＣＫ方法通过计算从一系列α截集中获得
的每个特征点来导出所寻求的插值模糊集．算法
首先确定隶属度为１的点，用以帮助随后计算剩
余点．然后执行两个变换，即增量变换和比率变换
（ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｎｄｒａｔｉｏｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ），将中间规则
的结果转化为最终插值结果．转换这二者之间的相
似度与中间规则的前件和观测值的相似度类似．最
近，作者改进了他们的工作，引入了两个增强的转
换，即加权的增量变换和加权的比率变换（ｗｅｉｇｈｔｅｄ
ｉｎｃｒｅｍｅｎｔｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄｗｅｉｇｈｔｅｄｒａｔｉｏｔｒａｎｓ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎ），来实现相应的加权模糊规则插值［９９］．在
这个加权算法中，每个规则前件变量的权重是通过
机器学习算法自动获得的．该方法是一个迭代过程，
它被嵌套在加权插值过程中，同时需要利用插值的
结果来构造适应度函数以更新当前权重，进而对
ＣＫ方法中的增量变换和比率变换进行加权．该方
法的优点在于它可以处理多种类型的模糊隶属函数
表示的模糊集，比如多边形、高斯和钟形隶属函数．
然而，在该方法中，虽然权重可以通过算法自动获得
最优值，但它是针对特定问题定制的，每个规则前件
属性的适应性函数都是预先确定的，从而限制了该
技术的通用性．
４４　基于广义函数的模糊规则插值方法

与上述ＴＦＲＩ方法类似的是另一种方法，称
为基于广义函数的算法．作为基于变换的模糊规则
插值方法之一，它自成一个子类，其中的典型代表参
看文献［７４７５］、文献［７６］、文献［７７７９］、文献［８０］．
与基于α截集的插值算法不同，在给定未匹配的观
测值的情况下，该方法是基于模糊关系的插值而不
是使用α截集距离来推断结论．此类算法通常需要
两个主要步骤来实现．下面简要概述这两步的原理，
更多细节可参考上述文献．

给定由式（１）表示的两条模糊规则（例如，狉１，
狉２）和一个观测值（狅），基于广义函数的方法的核心
思想可以通过以下两个阶段来描述．

４．４．１　基于插值的推理规则的生成
第一个阶段的目的是创建一条中间规则狉′，使

狉′的前件尽可能“接近”观测的前件（犃）．这里的
“接近”一词表示在观测值和中间规则之间确保至少
存在部分重叠．本阶段的实现过程可用下面的函数
形式表示：

狉′＝犳Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ（狉１，狉２） （４１）
其中，犳Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ表示从一对规则到一组所有可能的
规则集的映射．有两类算法可用于实现该阶段的
过程：

（１）模糊关系插值（ｆｕｚｚｙｒｅｌａｔｉｏｎｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ），
包括任何类ｓｏｌｉｄｃｕｔｔｉｎｇ的方法：Ｂａｒａｎｙｉ等人（１９９５，
１９９６ａ）［７４７５］、Ｂａｒａｎｙｉ和Ｋóｃｚｙ（１９９６ａ）［７６］、Ｂａｒａｎｙｉ
等人（１９９６ｂ）［７８］、Ｂａｒａｎｙｉ和Ｋóｃｚｙ（１９９６ｂ）［８０］，以及
一些基于固定点（ｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｌａｗ）或者固定值（ｆｉｘｅｄ
ｖａｌｕｅｌａｗ）的方法：Ｄｉｎｇ等人（１９８９，１９９２）［１０３１０４］、
Ｍｕｋａｉｄｏｎｏ等人（１９９０）［１０５］、Ｓｈｅｎ等人（１９９３，
１９８８）［１０６１０７］．

（２）语义关系插值（ｓｅｍａｎｔｉｃｒｅｌａｔｉｏｎｉｎｔｅｒｐｏｌａ
ｔｉｏｎ），其中包括任何的语义修正（ｓｅｍａｎｔｉｃｒｅｖｉｓｉｏｎ）
的方法：Ｄｉｎｇ等人（１９８９，１９９２）［１０３１０４］、Ｍｕｋａｉｄｏｎｏ
等人（１９９０）［１０５］、Ｓｈｅｎ等人（１９９３，１９８８）［１０６１０７］．这些
算法利用语义修正原理，描述基于插值的中间规则
的前件与后件模糊集之间的关系．
４．４．２　基于单条规则的推理

第二个阶段即是利用在第一阶段生成的中间规
则进行推理．此阶段的过程通常可以表示为

犅＝犳Ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ（狉′，犃） （４２）
对于这一类方法中的不同模糊规则插值算法，

实现单条规则推理的具体机制可能有所不同．文献
［１０３１０４］、文献［１０５］、文献［１０６１０７］中的任何方法
都可以直接变换中间规则来计算所需的最终结果值．

此类方法的更多优势在于它可采用任意形状的
模糊隶属函数，并且避免生成非正规的模糊结论．以
上主要分析总结了具有单个规则前件属性情况下的
插值．与基于α截集和ＴＦＲＩ方法一样，基于广义
函数的机制也被扩展到使用多个规则前件属性和模
糊外插的规则插值应用中．更多细节可以在文献
［７７］和其他衍生算法中查看．这种方法的工作流程
见图７．从概念上讲，这与ＴＦＲＩ采取的基本方法非
常相似，因此它们共同的缺点是，在某些使用复杂模
糊集的应用中，其计算复杂度比基于α截集的方法
更高．
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图７　基于广义函数规则插值方法的流程图

４５　基于几何的线性模糊规则插值
由前文综述的模糊规则插值算法可以看出，尽

管国内外诸多学者提出各种各样不同的方法实现
模糊插值推理，但目前并没有一种形式对规则插值
过程的进行统一数学形式表示．Ｄａｓ等人（２０１９）提
出了一种初步的尝试方案：基于几何的线性模糊规
则插值［９２］．下面简要介绍其基本原理．

基于几何的线性模糊规则插值方法（Ｇｅｏｍｅｔｒｙ
ｂａｓｅｄＬｉｎｅａｒＦｕｚｚｙＲｕｌｅｂａｓｅＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，ＧＬＦＲＩ）
属于第二大类的基于中间规则的算法．该方法希望
利用几何可视化从而对规则插值算法进行数学形式
上的统一表示．ＧＬＦＲＩ首先构造一条中间规则，即
相邻规则的线性聚合，然后通过对中间规则进行几
何变换得到最终的结论．在第一步中，通过对规则前
件和结论部分进行特定的数学运算，将所有的模糊
规则转化为高维空间中的模糊集或模糊点．然后将
规则前件和结论所表示的模糊集或模糊点用模糊线
段相连接，从而将模糊规则之间的关系用模糊线段
几何表示．中间规则则通过线性聚合待插值的模糊
线段（即模糊规则）构造得到．第二步通过对比观测
值与中间规则的前件的差异计算相应的膨胀和收缩
参数，最终利用这些参数变换中间规则的后件从而
获得观测值对应的结论．

ＧＬＦＲＩ通过对模糊集的几何空间表示，不仅
将模糊插值方法与传统经典插值技术相结合，而且
能够提供插值过程的几何可视化表示．然而该方法
目前只考虑核集为单点的正规模糊集（比如三角形
隶属函数），对于非正规或者非凸模糊集有待进一步
研究．
４６　模糊规则插值的其他思路

从前文第３、４节中综述的模糊规则插值方法可
以看出，尽管实现模糊稀疏规则库下的插值推理算
法层出不穷，它们基本上都是从α截集（非变换）或

中间规则（变换）的角度出发，寻求更先进的理论方
法．然而随着模糊规则插值技术的发展，在实际问题
应用中遇到的一些问题可能同时出现在这两大类插
值方法中．比如表１和表４中列出的分别基于α截
集的和基于中间规则的自适应规则插值算法，尽管
如此，这些方法的出发点和解决思路仍存在很大
差异．

在模糊规则插值最新的研究中，Ｌｉ等人（本文
作者们）提出了一系列的属性加权插值推理算法，用
于解决规则前件属性具有不同权重的规则插值问
题，这些方法分别是属性加权ＴＦＲＩ规则插值
（２０１８，２０２０）［８８８９］，属性加权ＫＨ和ＣＣＬ规则插值
（２０２０）［１００］．这三种方法分别属于上述两类规则插
值方法，但它们实现的属性加权机制的核心思想相
似．下面总结其中的基本理论．

属性加权ＴＦＲＩ规则插值算法是ＴＦＲＩ算
法［１５１６］（见第４．２节）的拓展延伸．在原始算法中，
规则的前件属性被视为具有相同的重要性，因此未
给属性赋予权值．然而从现实决策中可以发现，不同
的条件变量在决策的制定中贡献是不同的．因此该
属性加权算法需要实现权重评估计算和加权规则插
值这两个步骤．

在属性加权ＴＦＲＩ方法中，单一规则前件属性
的权重仅由给定的稀疏规则库自动学习生成，不需
要任何输入的观测值或其他相关信息．该属性权值
学习方法利用文献［８９］所提出的被称为逆工程的算
法，从给定的稀疏规则库中生成一个人工训练决策
表．其基本思想是将规则库中所有的规则表示为一
种通用形式，使得规则中可能出现的属性缺失值被
该属性能够采取的任意一个模糊值代替．这些由统
一形式表示的“规则”，无论是人工构造的还是原始
规则库中的，都被用来评估单个属性的相对重要程
度．接着对各规则前件属性权重的评估计算是利用
特征评估算法实现的，这些算法是从特征选择技术
中提取和修改的．在文献［８９］中，一共采用五种特征
评估算法，分别是基于单一特征评估的方法（基于特
征选择的信息增益、ＲｅｌｉｅｆＦ、ＬａｐｌａｃｉａｎＳｃｏｒｅ和基
于局部学习聚类的特征选择方法）和基于特征子集
评估的方法（基于粗糙集的特征选择）．它们都可以
实现对规则前件属性的权重学习，但在加权ＴＦＲＩ
方法的具体实践中，仅需要五种加权方案中的任意
一种即可．每一个最终学习到的权值与唯一的规则
前件属性关联，无论它被包含在哪条规则中．
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在获得了规则前件属性的权值后，需要将其用
于指导规则插值算法．对于属性加权ＴＦＲＩ方法，
属性权值被用于原始非加权算法的每一个步骤．具
体而言，这些权重与第４．２节ＴＦＲＩ算法的四个阶
段相融合：最近邻规则的选择、中间规则的构造、尺
度和位移变换因子的计算以及结论的变换．原始
ＴＦＲＩ方法中涉及到不同属性聚合的所有计算算术
平均的步骤，都在属性加权ＴＦＲＩ算法中通过对相
应成分的加权聚合得以改进．

上述的属性权重学习方法是独立于任何模糊规
则插值技术的．因此，另外两种属性加权规则插值方
法（属性加权ＫＨ和ＣＣＬ规则插值）是分别对原始
非加权的ＫＨ线性规则插值和ＣＣＬ算法的加权扩
展．它们利用相同的方式学习生成规则前件属性的
权值，然后类似于加权ＴＦＲＩ，在插值过程的所有计
算步骤中与两种传统的方法结合构造属性加权方
法．这三类加权插值方法被用于经典的分类和回归
问题中，获得了精度上的提高．此外还得出一个重要
的结论是，对于属性加权的算法，仅使用最少数目的
规则（即两条）便能得到最优的效果，大大提升了算
法的使用效率．

属性加权ＴＦＲＩ、ＫＨ、ＣＣＬ规则插值算法均实
现了仅利用有限的稀疏规则库学习获得相应的规则
前件属性权值，并采用相似的理论方法进行规则插
值算法的加权拓展．这使得在改进模糊规则插值技
术的过程中冲破了受算法类型限制的阻碍，简化了
操作，为其发展提供了新的思路．

５　模糊规则插值方法的评估与应用
第３、４节分别综述了模糊插值推理的两大类算

法，为了系统的比较各种方法的优势与不足，本节首
先总结模糊规则插值算法常用的评价指标，并对前
文综述的代表性算法进行评估与比较．作为基于模
糊规则系统的推理机制，本节最后介绍规则插值方
法在现实问题中的应用价值．
５１　评估准则

无论是基于α截集还是基于中间规则的插值
推理方法，都是通过在给定规则库中插值模糊规
则来实现插值推理的目的，从而对未匹配的观测
值生成推理结果．从理论上讲，模糊规则插值本质
上是一个映射［２６，１０８］，它将输入的属性空间!和输
出的属性空间"联系起来，其中输入属性域!和输出

属性域"中的模糊子集（由#

（
!

）和#

（
"

）表示）分
别表示规则前件属性的值域和规则后件的值域．也
就是说，给定一个规则库犚，狉犻∈犚由式（１）表示，
其所有犿个前件属性的值满足｛犃犻１，犃犻２，…，犃犻犿｝∈
#

（
!

），且后件属性的值同样满足犅犻∈#

（
"

）．模糊
规则插值算法追寻某一相关性犐：#（!）→#

（
"

），
使得赋予输入空间某一观测值犃（＝｛犃１，犃２，…，
犃犿｝）∈#

（
!

）一个基于插值得出的结论犐（犃）＝
犅，其中犅∈#

（
"

）．因此模糊规则插值方法需要
满足映射函数的某些共同性质，这也形成了比较它
们的一般准则．

下面汇总了文献中１１个最常用的模糊规则插
值方法的评价指标［２６，１０８１０９］．
Ｉ１．结论的有效性．插值结论总是得到一个有效

的模糊集．
Ｉ２．维持结论的凸性与正规性．如果观测值是正

规凸的模糊集，则插值结论也应该是正规凸的模
糊集．
Ｉ３．与规则库的兼容性．对于规则库中所有的规

则狉犻∈犚，以及输入空间中的所有观测值犃∈#

（
!

）：
如果犃＝犃犻，则$

（
!

）＝犅＝犅犻．
Ｉ４．连续性条件：对于%＞０，存在δ＞０ｓ．ｔ．如果

犃，犃∈#

（
!

），以及犱（犃，犃）δ，那么犱（$（犃），
$

（犃））%

，其中犱（·，·）表示某个距离度量标准．
Ｉ５．维持分段线性（ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｌｉｎｅａｒｉｔｙ）．如果

用于插值的模糊集是分段线性的，则插值结论应该
是分段线性的．
Ｉ６．维持介值性（“ｉｎｂｅｔｗｅｅｎ”）．如果犃介于

犃犻和犃犼中间，那么插值结论$

（犃）应该介于$

（犃犻）
和$

（犃犼）之间．
Ｉ７．任意隶属函数的使用．映射$ 适用于任何

凸的和正规的隶属函数．
Ｉ８．形状不变性．如果规则前件属性中的所有模

糊集都是同一类型的隶属函数，则插值的结论$

（犃）
也应该是该隶属函数表示的模糊集．
Ｉ９．多规则的适用性．映射$ 可以处理任意数

量规则的模糊插值推理．
Ｉ１０．多维输入的适用性：映射$ 适用于任何有

限数量的输入变量．
Ｉ１１．外插扩展能力．内插映射$ 能够扩展处理

外插问题．
５２　算法比较

在模糊规则插值算法的发展历史上，一些在早
期阶段提出的方法，尤其是对基于α截集的方法，
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包括具有开创性意义的ＫＨ线性插值机制［９１０］及其
相关的改进衍生算法，已经在基于上述的基本准则
上被详细地分析，并与之前的工作进行了比较，详见

文献［１０８］、文献［１０９］．因此，为避免重复，本文将着
重分析比较近年来持续发展并流行的基于变换的方
法．表５给出了一些代表性算法的评估结果．

表５　模糊规则插值代表算法的评估
算法 Ｉ１ Ｉ２ Ｉ３ Ｉ４ Ｉ５ Ｉ６ Ｉ７ Ｉ８ Ｉ９ Ｉ１０ Ｉ１１

ＫＨ           
（当Ｉ１满足时）

ＣＣＬ   － － － －     －
ＴＦＲＩ           
自适应ＴＦＲＩ           

（一阶分段线性）
反向ＴＦＲＩ           
ＣＫ           －
动态ＴＦＲＩ           
基于广义函数的方法     （）  （） － －  
注：表示满足指定准则；表示不满足指定准则；－表示无法判断是否满足指定准则；
（）表示使用三角形模糊集；（）表示对该算法族内某些组合适用．

尽管通常在研究模糊规则插值方法时，不必满
足所有Ｉ１～Ｉ１１的评估准则，但是其中大部分关键
性的指标必须达到以获得合理正确的结论．在评价
模糊规则插值方法的性能的同时，这些指标也指出
了模糊插值推理技术的发展趋势，即修正现有方法
的缺陷并且追求满足更多的性能标准．由５．１节中
Ｉ１～Ｉ１１的定义可以发现，模糊规则插值算法可以从
数学理论和适用性拓展的角度分别进行比较．

（１）映射函数犐：#（!）→#

（
"

）满足的数学性
质：Ｉ１～Ｉ６，Ｉ８．

从前文可以看到，模糊规则插值算法从数学
的角度上讲是实现了从规则前件的属性空间到结
论属性空间的映射．这些准则便从理论的角度评
估规则插值方法的有效性与正确性．由表５可以看
出，最早提出的ＫＨ线性插值［９］不能总是保证导出
的模糊集是凸集（即准则Ｉ２），尽管它们可能是正规
的模糊集．这使得后期出现了大量ＫＨ方法的衍生
算法（参见第３．３节）对其进行改进．这些准则也是
模糊规则插值算法能够得出合理准确结论所需要
满足的最基本的条件．近些年提出的包括基于变
换的方法在内的大多数方法都成功地实现这些关
键标准（见表５）．

（２）方法的适用性和拓展性：Ｉ７，Ｉ９～Ｉ１１．
随着现实中的问题与数据越来越复杂，需要构

建更为复杂和精确的模糊系统，使其具有更强的插
值推理能力．因此模糊规则插值算法也需要有更好
的适用性和拓展性以满足不同应用领域的要求．比
如规则插值方法不能仅仅满足利用三角形或梯形等
简单多边形的模糊隶属函数实现插值推理，许多实

际应用常常也采用高斯型的平滑函数（Ｉ７）．大多数
基于变换的方法都能满足此标准．此外，系统的复杂
性也体现在高维的输入（Ｉ１０）和对多于２条规则的
插值处理（Ｉ９）等方面．从表５可以看出，ＴＦＲＩ算法
不仅能够很好地实现这些要求，同时能完成当输入
的观测落在待插值规则的外侧，即外插（Ｉ１１）情况时
的插值推理，因此获得了广泛深入地研究．然而从
图５可以看出，由于ＴＦＲＩ为实现更精确的插值推
理，具有更细致的工作步骤，其计算复杂性也较ＫＨ
线性插值等基于α截集的方法更高．

基于本文第３、４节对模糊规则插值相关方法的
理论介绍以及上述的评估讨论，表６汇总了当前算
法的优缺点及适用范围．
５３　实际应用

模糊规则插值方法能够有效地增强基于模糊规
则系统的近似推理能力，特别是针对不完备模糊规
则库的情况．自规则插值算法提出以来，尽管大多数
的方法都着重于理论研究，近些年文献中也出现了
将其应用到实际问题中的报道．重要的是，基于模糊
规则插值技术的模糊推理机制的有效性除了利用
５．１节中的基于数学模型的评价指标进行评估以
外，这些方法的实际应用价值也可以通过规则插值
算法在现实问题中的应用来揭示．

模糊规则插值算法广泛应用在系统控制、模式
识别、网络安全等多个领域，下面对文献中出现的成
功的案例进行汇总．

（１）系统控制
与经典模糊推理工具的许多实际应用一样，模

糊插值推理增强了系统控制的能力，成功的例子包
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表６　模糊规则插值算法的优缺点及适用范围
算法 优点 缺点 适用范围

ＫＨ［９１０］ 计算简单，效率高 可能导致结论是非正规或非凸模糊集 处理多前件变量，多规则的内插和外插

ＶＫＫ［６１］ 计算简单，保证结论模糊集的正
规凸性

无法解决规则属性为单点模糊集的
插值 处理多前件变量的内插

ＭＡＣＩ［８］ 计算高效，保证结论模糊集的正
规凸性 不保持线性特性 处理２条多前件变量规则的内插

基于多边形模糊集斜率
的算法［４８５０］ 算法简单，易于实现 推广性较差（不同算法仅针对特定形

状的模糊集） 处理多前件变量的规则内插

ＣＣＬ［３７］ 灵活性高，保证结论模糊集的正
规凸性

复杂多边形模糊集规则插值的计算
复杂度较高

适用于不同类型的隶属函数，处理多
前件变量，多规则的内插

ＴＦＲＩ［１５１６］ 保证结论模糊集的正规凸性，灵
活性高，推广性强，应用广泛 计算复杂度较高 适用于不同类型的隶属函数，处理多

前件变量，多规则的内插和外插
自适应ＴＦＲＩ［１８，９１］ 同ＴＦＲＩ，且消除插值过程中产

生是不一致性结论 同ＴＦＲＩ 处理２条多前件变量规则的内插

反向ＴＦＲＩ［８７，９３］ 同ＴＦＲＩ，且处理前件属性缺失
的问题 同ＴＦＲＩ 同ＴＦＲＩ

动态ＴＦＲＩ［１９］ 同ＴＦＲＩ，且通过动态更新规则
库来提高推理效率 同ＴＦＲＩ 同ＴＦＲＩ

ＣＫ［９８］及其加权算法［９９］ 保证结论模糊集的正规凸性，灵
活性高 计算复杂度较高，推广性较差 适用于不同类型的隶属函数，处理多

前件变量，多规则的内插
基于广义函数的算法［７７］保证结论模糊集的正规凸性，灵

活性高 计算复杂度较高 适用于不同类型的隶属函数，处理多
前件变量的规则内插和外插

属性加权ＫＨ［１００］，
ＣＣＬ［１００］，ＴＦＲＩ［８９］

同相应未加权的算法，且使用最少
数目的规则，具有更高的推理精度 同原始未加权的算法 同原始未加权的算法

括用于：模拟自动引导车辆［１１０］、移动机器人的监视
导航控制［１１１］以及基于一般行为的控制［１１２１１３］．

（２）网络安全分析
动态ＴＦＲＩ［１９］为方便选择、组合和推广信息丰

富的、常用的插值得出的规则提供了可能，以便在执
行插值推理操作的同时丰富现有的规则库．该算法
为网络安全问题提供了有效的解决方案，其中包括
网络安全分析、智能入侵检测［１９］和防火墙的增强
（特别是针对ＭｉｃｒｏｓｏｆｔＷｉｎｄｏｗｓ防火墙）［１１４］．

（３）模式识别
模糊规则插值在执行实际模式识别任务时也获

得了较好的结果，例如使用加权的插值推理技术处
理经典分类和回归问题［３８，８８８９］；计算机视觉与图像
超分辨率重建［３３］；以及一般疾病诊断，尤其在乳腺
肿块风险分析［１１５］和大肠息肉检测［１１６］的具体应用
中发挥潜在的作用．

（４）大数据处理及其他
近年来，对于大数据的处理及其应用成为热门

研究课题之一．作为大数据目前最流行的平台之一，
ＭａｐＲｅｄｕｃｅ是用于处理和生成大数据集的编程模
型和实现相关应用的有效工具．为了管理由于大
数据的多样性带来的不确定性，基于模糊规则的
分类机制被引入ＭａｐＲｅｄｕｃｅ中．然而由于模糊规则
集合本身可能存在的稀疏特性，Ｊｉｎ等人（２０１８）［１１７］

首次进行尝试，将ＭａｐＲｅｄｕｃｅ与模糊规则插值结
合起来，提出一种基于动态模糊推理及插值的
ＭａｐＲｅｄｕｃｅ分类系统，用于提高大数据模式下模糊
推理的精度．

此外，模糊插值技术在函数逼近［１１８１１９］和学生
学业成绩评价［１２０］中也有进一步的应用．

下面列举两个真实案例的实际应用结果．
（１）用于乳腺Ｘ射线影像中肿块分类的基于模

糊规则的计算机辅助诊断系统（ＣＡＤｘ）
在模糊ｉｆｔｈｅｎ规则中，由于前件和结论属性常

采用具有语义含义的模糊集进行描述，因此基于模
糊规则系统对结论的推理过程相比其他机器学习方
法（如神经网络）更加清晰透明，容易解释．具有可解
释性的ＣＡＤｘ系统也是近年来人工智能技术在医学
疾病检测与诊断领域迫切追求的．Ｌｉ等人（２０２０）［１１５］
利用属性加权的模糊规则插值方法构造了一个用于
乳腺Ｘ射线影像肿块分类的ＣＡＤｘ系统．这一应用
的贡献主要有两个方面：一是当未知的肿块观测无
法匹配规则库中的任何规则时，该系统能够为其推
导出一个基于插值推理的结论，同时结合那些直接
由规则匹配推理得出的结论，显著地提高了系统的
分类精度；二是系统的诊断结果是具有可解释性的，
这是因为用于推理的模糊规则是通过具有语义特性
的肿块形态学和密度特征刻画的．这两点在真实乳

４０７１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２２年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



腺Ｘ射线影像数据库上的仿真实验结果分别举例
如下．

在模糊规则插值诊断结果的可解释性方面，对
于图８所示的乳腺Ｘ射线影像和其中所包含肿块
的感兴趣区域（ＲＯＩ）图像，该系统利用下面２条模
糊规则，通过属性加权的ＴＦＲＩ算法进行插值
推理．

图８　由基于属性加权ＴＦＲＩ插值推理的恶性肿块

Ｒｕｌｅ１．Ｉｆ密实度（Ｆ１２）ｉｓ犔犪狉犵犲ａｎｄ凸性（Ｆ４）
ｉｓ犕犲犱犻狌犿狊犿犪犾犾ａｎｄ圆度（Ｆ３）ｉｓ犕犲犱犻狌犿狊犿犪犾犾
ａｎｄＮＲＬ熵（Ｆ９）ｉｓ犕犲犱犻狌犿犾犪狉犵犲ａｎｄＮＲＬｚｅｒｏ
ｃｒｏｓｓｉｎｇ计数（Ｆ１１）ｉｓ犔犪狉犵犲ａｎｄ肿块强度均值
（Ｆ１６）ｉｓ犕犲犱犻狌犿，ｔｈｅｎ肿块ｉｓ恶性．

Ｒｕｌｅ２．Ｉｆ密实度（Ｆ１２）ｉｓ犕犲犱犻狌犿犾犪狉犵犲ａｎｄ
凸性（Ｆ４）ｉｓ犕犲犱犻狌犿ａｎｄ圆度（Ｆ３）ｉｓ犕犲犱犻狌犿
ａｎｄＮＲＬ熵（Ｆ９）ｉｓ犕犲犱犻狌犿犾犪狉犵犲ａｎｄＮＲＬｚｅｒｏ
ｃｒｏｓｓｉｎｇ计数（Ｆ１１）ｉｓ犔犪狉犵犲ａｎｄ肿块强度均值
（Ｆ１６）ｉｓ犕犲犱犻狌犿，ｔｈｅｎ肿块ｉｓ恶性．

肿块特征密实度（Ｆ１２）、凸性（Ｆ４）、圆度（Ｆ３）、
ＮＲＬ熵（Ｆ９）、ＮＲＬｚｅｒｏｃｒｏｓｓｉｎｇ计数（Ｆ１１）、肿块
强度均值（Ｆ１６）分别是从图像中提取出用于描述肿
块形状、边缘以及密度的特征描述子，它们被用作规
则的前件属性．根据特征数值的大小，相应模糊化后
的隶属函数取值为“犛犿犪犾犾，…，犕犲犱犻狌犿，…，犔犪狉犵犲”
等语义值．

这２条规则的结论都是恶性．考虑到每个肿块
特征所表示的物理含义（比如圆度反应肿块形状与
圆形的相似度），利用这２条最近邻规则进行规则插
值，可以得到如下的中间规则：

Ｉｆ肿块ｉｓ不十分似圆形规则的ａｎｄ肿块轮廓
ｉｓ不规则的ａｎｄ肿块密度ｉｓ稍高，ｔｈｅｎ肿块ｉｓ
恶性．

最终的插值结果也表明观测的肿块为恶性肿
瘤．从这个示例可以看出，通过语义丰富的模糊规则
的插值推理，对乳腺肿块进行分类，可以清晰地解释
诊断推理的过程．

在推理精度方面，基于属性加权模糊规则插值
的ＴＦＲＩ方法在两个真实乳腺Ｘ射线影像数据集
上获得的犃犝犆（即ＲＯＣ曲线下的面积）分别为
０．９６１４和０．９０２３．这一性能可与目前文献中在相同
数据上得到的最优结果相比，它们的犃犝犆值分别
为０．９６５０和０．８９４０．然而这些分类系统及其获得
的结果并不容易被明确的解释．更重要的是，当遇到
更稀疏的规则库的情况时，属性加权的模糊规则插
值方法较非加权的算法在性能改进方面将变得更加
显著（详细实验结果可参考文献［１１５］）．

（２）图像超分辨率重建的应用
基于自适应网络的模糊推理系统（Ａｄａｐｔｉｖｅ

ＮｅｔｗｏｒｋｂａｓｅｄＦｕｚｚｙＩｎｆｅｒｅｎｃｅＳｙｓｔｅｍ，ＡＮＦＩＳ）是
基于模糊规则推理机制的一种网络结构．它能够高
效正确地完成推理任务的前提是有充足的训练数
据．然而某些实际应用无法始终满足这一假设．
Ｙａｎｇ等人（２０１９）［３３］提出了一种基于稀疏数据的
ＡＮＦＩＳ构造方法，实现ＡＮＦＩＳ间的插值．该方法首
先将待插值的ＡＮＦＩＳ分解为一组模糊规则，然后
以规则簇的形式进行规则插值，利用插值获得的中
间规则构造新的ＡＮＦＩＳ．这一方法成功地解决了在
数据匮乏时利用ＡＮＦＩＳ进行推理的问题，它被应
用在函数拟合以及一些经典的分类回归任务中．此
外，ＡＮＦＩＳ插值方法被用于实现图像超分辨率重
建．下面给出这一实际应用案例的结果．

图９展示了用于图像超分辨率重建的ＡＮＦＩＳ
插值方法及其对比算法的结果．可以看出，使用原始
ＡＮＦＩＳ得到的图像存在明显的噪声和不清晰的边
缘，使用插值后的ＡＮＦＩＳ可以得到明显的改善．定
量性能指标是图像超分辨率重建文献中常用的峰值
信噪比（ＰｅａｋＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）和结构
相似度（ＳｔｒｕｃｔｕｒｅＳｉｍｉｌａｒｉｔｙ，ＳＳＩＭ）．结果在各自图
像的底部给出，与图像所示的结论一致．

６　总结与展望
本文综述了基于模糊稀疏规则库的规则插值方
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图９　图像超分辨率重建结果

法．当输入的观测值未能与规则库中的任何规则匹
配时，传统的基于模糊规则的ＣＲＩ推理方法无法得
出合理有效的结论，在仅有这种稀疏规则库的条件
下，模糊规则插值方法能够进行插值近似推理．从理
论意义上讲，它弥补了因规则无法完全覆盖论域而
导致不能正确推理的缺陷．本文首先介绍了基于模
糊规则的推理系统中常用的相关概念及符号表示．
在此基础上，将文献中模糊规则插值算法分为基于
α截集的和基于中间规则的两大经典类别，分别介
绍了其中具有代表性的方法．汇总了对模糊规则插
值算法评价的常用指标，对前述代表算法进行了评
估与讨论，并且列举了模糊规则插值方法的实际应
用案例，从理论和应用角度分别评价了模糊插值推
理技术在基于模糊规则的推理系统中的价值．

为促进模糊规则插值方法进一步深入发展，可
能需要开展以下工作：

（１）多维的输入变量在解决实际问题时是一个
常见的问题，文献中有许多模糊规则插值方法能够
解决包含多个前件属性的模糊规则的插值推理．然
而，这些方法在执行时都假定规则中的前件属性对
于插值具有等同的重要性．然而不同的属性通常对
决策过程的贡献不同（直观的例子比如决策树），因
此可能导致不准确甚至不正确的插值结果出现．尽
管已经提出一些方法［１４，３８，８８８９，１００，１２１］对不同的前件
属性赋予不同的权重，并且将其用于对插值推理过
程进行加权处理，但这些方法仍然存在权重学习算
法复杂，对模糊规则插值方法加权不够合理等问题．
这将是多输入系统的一个重点研究方向．

（２）近年来出现有将模糊规则插值扩展到模糊
集合的衍生拓展集合上的算法研究，比如前文表１
中属于第一大类的基于区间值ＩＩ型模糊集的算
法［４１，５１５２］和基于粗糙模糊集的算法［４０，５４］，以及属于
第二大类的基于区间值ＩＩ型模糊集的算法［４１，８６］和
基于粗糙模糊集的算法［８５］．这两类模糊集都是对
不确定知识的高阶表示，用于更精确的解释和处理
模糊系统中存在的不确定性．尽管这些算法在表示
和运算上比基于传统模糊集的规则插值算法具有较
高的复杂度，但它们提供了实现更准确推理的一种
有效方案，因此在某些对精度要求较高的系统中值
得深入研究．

（３）目前大部分提出的模糊规则插值算法都是
基于Ｍａｍｄａｎｉ类型的模糊规则实现的．最近出现一
些算法将传统的基于中间规则的ＴＦＲＩ方法扩展
到建立ＴａｋａｇｉＳｕｇｅｎｏＫａｎｇ（ＴＳＫ）模糊模型的插
值推理机制［３３，９６］．ＴＳＫ模糊推理模型由于其规则后
件是由线性函数表示的，因此在对连续值的预测问
题中有很好的应用．对稀疏模糊ＴＳＫ规则插值方法
的研究将会进一步促进模糊插值推理的实际应用．

（４）模糊规则插值算法能够有效的获得正确
合理的插值推理结论的前提条件之一是，存在狀条
（狀２）与输入观测值相关的模糊规则作为算法输
入．这狀条规则一般是从规则库中选择出的与观测
值最邻近的．传统的方法是从整个规则库中与观测
值进行相似度计算和选择．然而模糊规则可能存在
分布不均匀的情况，例如选择出的狀条规则可能差
异很小，相互之间本身存在很高的相似性，这将很难
反映出规则库的整体情况．利用这样的狀条近邻规
则对观测值进行插值推理可能产生有偏估计．选择
出的近邻规则是实现模糊规则插值的重要前提和基
础，然而文献中鲜有对近邻规则选取的深入研究，这
也将是下一步探索的方向之一．

（５）“维数灾难”问题一直也是基于模糊规则的
推理系统需要解决的重要难题．系统输入的前件属
性增加，并且与每个前件变量相对应的模糊语义值
增多都会提高系统的精度，但规则库中的模糊规则
数量会同时呈指数增长，从而很大程度上增加了系
统的计算复杂性．模糊分层推理模型为解决该问题
提供了一种有效的途径，它由多层连接的低维模糊
系统组成，使得每个子系统的输入极大的减少．如何
将分层模型与模糊规则插值结合从而实现稀疏规则
库上的高效插值推理将十分值得期待．
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