
书书书

第４２卷　第１期
２０１９年１月

计　　算　　机　　学　　报
ＣＨＩＮＥＳＥＪＯＵＲＮＡＬＯＦＣＯＭＰＵＴＥＲＳ

Ｖｏｌ．４２Ｎｏ．１
Ｊａｎ．２０１９

　

收稿日期：２０１７０８０９；在线出版日期：２０１８０５１５．本课题得到国家自然科学基金（６１２３２００５）、国家“八六三”高技术研究发展计划项目
（２０１５ＡＡ０１６００９）资助．姜正申，男，１９９０年生，博士研究生，主要研究方向为机器学习、推荐系统．Ｅｍａｉｌ：ｊｉａｎｇｚｈｅｎｇｓｈｅｎ＠１６３．ｃｏｍ．
刘宏志（通信作者），男，１９８２年生，博士，副教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究方向为推荐系统、信息融合和集成学习．Ｅｍａｉｌ：
ｌｉｕｈｚ＠ｐｋｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．付　彬，男，１９９０年生，博士研究生，主要研究方向为推荐系统．吴中海，男，１９６８年生，博士，教授，中国计算机学会
（ＣＣＦ）高级会员，主要研究领域为情境感知服务、云安全与隐私保护、嵌入式智能、大数据与信息融合．

集成学习的泛化误差和犃犝犆分解理论及其
在权重优化中的应用

姜正申１）　刘宏志２），３）　付　彬２）　吴中海２），３）

１）（北京大学信息科学技术学院　北京　１００８７１）
２）（北京大学软件与微电子学院　北京　１０２６００）

３）（北京大学软件工程国家工程研究中心　北京　１００８７１）

摘　要　集成学习是机器学习领域的一个重要分支，其通过整合多个学习器以获得比单个学习器更好的学习效
果．多样性和间隔被认为是影响集成学习效果的两个关键因素．现有研究大多是对这两个因素的影响单独进行分
析．该文的研究集中于泛化误差、ＡＵＣ、多样性和间隔之间关系及其在基分类器的权重优化中的应用．该文首先在
泛化误差分解理论的基础上，给出了ＡＵＣ的分解定理．进一步地，该文讨论了泛化误差、ＡＵＣ、多样性与间隔之间
的关系，并指出常用的最大化间隔方法在降低经验误差的同时，也会降低基分类器之间的多样性，进而导致过拟合
问题．基于这些理论结果，该文提出了两种新的基分类器的权重优化算法，通过求解一个二次优化问题，实现在准
确性和多样性之间的最佳平衡．在３５个公开数据集上的实验结果表明，该文所提出的算法在绝大多数情况下都优
于现有常用的集成方法．

关键词　集成学习；泛化误差分解；ＡＵＣ；多样性；间隔；权重优化
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ｔｈｒｏｕｇｈｅｘｐｌｏｉｔｉｎｇｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｍ，ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎａｂｉｌｉｔｙｏｆｅｎｓｅｍｂｌｅｍｏｄｅｌｓ
ｃｏｕｌｄｂｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｉｍｐｒｏｖｅｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｅｎｓｅｍｂｌｅｌｅａｒｎｉｎｇ；ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ；ａｒｅａｕｎｄｅｒｔｈｅＲＯＣｃｕｒｖｅ；
ｄｉｖｅｒｓｉｔｙ；ｍａｒｇｉｎ；ｗｅｉｇｈｔｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

１　引　言
作为机器学习领域的一个重要分支，集成学习

通过将多个机器学习模型的结果综合起来，以提高
其学习效果［１２］．这种方法类似于人类社会中的委员
会．通常一个委员会在进行决策时，会综合考虑每个
成员的意见，以做出更优的决策．

组成一个集成模型的各个基本的学习器称为
“基学习器”．这些基学习器可以使用相同的学习算
法以不同的参数或数据进行训练，也可以使用不同
的学习算法进行训练，例如决策树、神经网络以及支
持向量机等．使用同一种学习算法生成所有的基学
习器，这样的集成方法称为“同质集成”或“同态集
成”．使用不同的学习算法来训练基学习器，这样的
集成方法则称为“异质集成”或“异态集成”［３］．

在集成学习领域中，常常通过引入“多样性”来
避免过拟合，从而提高集成模型的泛化能力．所谓多
样性，是指集成模型所使用的基学习器之间的差异．
一个被广为接受的观点是：为了得到一个较好的集
成模型，基学习器需要既准确又多样［２］．理想状态
下，希望这些基学习器之间相互独立且相互补充，即
单个基学习器都会犯错，但由于犯错的方面不同，集
成以后效果会好于任何一个基学习器．已有研究表
明，多样性在集成学习中可以起到正则化的作用［４］，
而正则化方法是机器学习方法中用来避免过拟合的
常用方法．

尽管多样性被认为是集成学习中的一个关键因
素，然而对于如何度量多样性，目前还没有统一的方
法．已有方法大多是基于经验启发式地定义，包括相
关系数、Ｑ统计、Ｋａｐｐａ统计、信息熵［５］等．

集成学习中的另一个重要概念是“间隔”．这一
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概念是为解释Ｂｏｏｓｔｉｎｇ算法［６］的良好性质时提出
的［７］．对于二分类问题，假定样本标记值狔∈｛－１，
＋１｝，那么分类器犺在样本（狓，狔）上的间隔定义为

ｍａｒｇｉｎ＝狔犺（狓） （１）
其中狓为样本特征向量，犺（狓）为模型的预测值．间
隔理论指出，样本间隔对集成模型的泛化误差具有
重要影响．１９９８年，Ｓｃｈａｐｉｒｅ等人［７］证明，在其它条
件不变的情况下，集成模型在所有样本上的最小间
隔越大，泛化误差越低．最近的研究［８］给出了第犽小
间隔与泛化误差界之间的关系，由此推论出间隔的
分布具有重要意义．

一个尚未被充分研究的问题是多样性与间隔之
间的关联．这方面的一个代表性研究是“好”与“坏”
多样性理论［９］．此理论分析了在二分类问题中，损失
函数为０１损失且基分类器使用多数投票进行集成
的情况下，多样性与间隔的关系．研究证明，对于集
成模型分类正确的样本，间隔为正数，且间隔越小则
多样性越大，同时，此时的多样性为“好”多样性，因
此间隔越小越好；而对于分类错误的样本，其间隔为
负数，其绝对值越大则多样性越大，但由于此时的多
样性为“坏”多样性，因此间隔绝对值越小越好．这一
研究的缺点是仅适用于０１损失和多数投票集成方
法，适用范围比较有限．

本文主要研究集成学习中的泛化误差和ＡＵＣ
的分解定理，并基于此得出了多个关于多样性和间
隔之间关联的结论．进一步，本文还基于这些理论结
果提出了两种新的基分类器权重优化算法，并在
３５个数据集上验证了本文所提算法的有效性．

本文的主要贡献在于：
（１）基于推广的分歧分解定理，提出了集成模

型的ＡＵＣ分解定理（定理３和定理４），并给出了一
些有用的推论，从而为多样性的理解和度量提供了
新的角度和方法；

（２）基于泛化误差的分歧分解定理和ＡＵＣ分
解定理，给出了泛化误差、ＡＵＣ、多样性与间隔之间
的关系，从而在多样性和间隔之间建立了联系，且这
些结论适用于众多常用损失函数，因此具有广泛的
适用性；

（３）基于本文理论结果提出了两种新的基分类
器的权重优化算法，分别用来优化分类误差和ＡＵＣ．
本文在３５个数据集上的实验表明：本文所提算法在
０．０５的显著性水平上优于绝大部分其它集成方法，
从而证明了本文算法的有效性．

２　相关工作
目前，集成学习泛化误差的分解理论主要包括

分歧分解［１０］和偏差方差协方差分解［１１］．本文主要
涉及其中的分歧分解，因此本节将集中于分歧分解
相关研究的介绍．

经典的分歧分解在１９９５年由Ｋｒｏｇｈ和Ｖｅｄｅｌｓｂｙ［１０］
提出，并在２００５年由Ｂｒｏｗｎ等人［１２］做了进一步阐
释．对单个样本，其形式为
（犳ｅｎｓ－狔）２＝∑αωα（犳α－狔）２－∑αωα（犳α－犳ｅｎｓ）２（２）或

犲＝犲－－犪－ （３）
第一个式子中，犳α为第α个学习器的输出值，狔为此
样本的真值，犳ｅｎｓ为所有学习器输出值的加权平均，
即犳ｅｎｓ＝∑αωα犳α，并且满足∑αωα＝１和ωα０．第二
个式子中，犲代表集成模型的误差，犲－代表各基学习
器的平均误差，而犪－就是基学习器之间的分歧．

对上式求期望即得到整个数据集上的泛化误差
分解，形式如下

犈＝珚犈－珡犃 （４）
这就是分歧分解理论的常见形式，其中，犈为集成模
型在数据集上的预测误差，珚犈为基学习器的平均误
差，珡犃则被称为分歧，这一项通常被认为与多样性相
关．需要注意的是，经典的分歧分解是在损失函数为
平方损失的假设下推导出来的，因此只适用于回归
问题．

文献［１３］基于泰勒定理将损失函数由平方损失
推广到了任意二阶可导的函数，由此将经典的分歧
分解理论由回归问题推广到分类问题中，扩展了这
一理论的适用范围．他们的理论结果表明：在分类问
题中，分歧分解遵从相同的形式，即犈＝珚犈－珡犃，区别
只是在分歧项珡犃中多出了一个需要估计的参数．

目前对集成模型泛化能力的分析还主要集中于
对分类或回归误差的分解，而ＡＵＣ作为一种重要
的衡量分类器分类性能的指标，还没有类似的结论．
本文基于前面所述的分歧分解理论，首次给出了
ＡＵＣ的分解定理，同时给出了一些有用的推论，并
讨论了间隔与ＡＵＣ分解中各项的关系．这些理论
结果对于集成模型的算法设计和分析都有较强的指
导意义．

本文还基于这些理论结果提出了两种新的基分
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类器权重优化算法．权重优化是集成模型中的一个
重要步骤．在训练了一组基分类器之后，需要对这些
基分类器的预测值进行集成．在所有的集成方法中，
最简单也最常用的方法是多数投票法，这种方法在
二分类问题中等价于等权平均法．理论上讲，使用加
权平均的方法进行集成可以取得比多数投票法更好
的结果．然而，在实践中，要获得一组较好的权重并
不容易，主要难点在于权重的优化过程十分容易发
生过拟合，导致集成模型的泛化能力较差．

目前，确定基分类器的权重的主要方法包括两
大类：最优化方法和贝叶斯方法．

最优化方法中，比较常见的做法是将基分类器
的预测值作为特征，再训练一个新的模型来预测样
本的类别，这种方法也称为Ｓｔａｃｋｉｎｇ方法［１４］，新训
练的学习器也称为元学习器．这种方法的缺点是容
易发生过拟合，并且模型对元学习器的参数比较敏
感，因此在实际应用中需要较多地依赖经验进行模
型和参数的调整．

最优化方法的另一个典型代表是文献［１５］和文
献［１６］的工作．在这两个方法中，作者将权重的计算
问题视为下面的最优化问题：

ｍｉｎ
ω犳ｌｏｓｓ（ω） （５）
ｓ．ｔ．犳ｓｐａｒｓｉｔｙ（ω）狋１，犳ｄｉｖｅｒｓｉｔｙ（ω）狋２，ωα０

其中，狋１和狋２是控制模型稀疏程度和多样性的两个
参数．采用不同损失函数、稀疏性约束、多样性度量
方法就可以得到不同的最优化问题，进而可以使用
对应的最优化方法求解．实践中，为了保证目标函数
满足凸性条件，损失函数和多样性度量方法往往不
能随意选取．而且，这种带约束的最优化问题往往难
以直接求解，需要转化为无约束优化问题，而转化后
的目标函数不仅会引入多个待定的参数，而且最终
的求解结果也常常不够理想．

贝叶斯方法又称为贝叶斯模型平均法［１７］．设所
有候选的基分类器构成集合犎，样本集合为犇，这
种方法的基本原理是，假定刻画数据真实分布的函
数犺→包含在所有候选的基学习器中，即犺→∈犎，对
于一个样本（狓，狔），其后验分布为

狆（狔狘狓，犇）＝∑犺∈犎狆（犺→＝犺狘犇）狆（狔狘狓，犺）（６）
因此，按照最优贝叶斯决策，最终的集成模型为

犎→（狓）＝ａｒｇｍｉｎ
狔∈狔∑狔′∈狔狆（狔′狘狓，犇）犾狅狊狊（狔′，狔）（７）

这样，狆（犺→＝犺｜犇）就相当于基学习器的权重，对这
一分布的估计就成为模型平均法的关键问题．

在贝叶斯模型平均中，狆（犺→＝犺｜犇）是通过设
定先验分布和统计推断得到的．相比最优化方法，贝
叶斯方法不容易发生过拟合，所得模型也更加稳定．
但是，这一方法也存在一些缺点．首先，先验概率的
设定对结果影响较大，找到合适的先验分布比较困
难．其次，有时同一个方法内会引入若干个互相矛盾
的先验分布，导致模型难以解释．

本文所提出的权重优化算法隶属于最优化方
法．本文所提方法不仅目标函数简单，容易求解，而
且在准确性和多样性之间有较好的平衡，从而有效
避免了过拟合问题，提高了集成模型的泛化能力．

３　符号说明
本文将集中于二分类问题的讨论，但本文的理

论结果也同样适用于回归问题．
本文遵从与概率近似正确ＰＡＣ（ＰｒｏｂａｂｌｙＡｐｐｒｏｘ

ｉｍａｔｅｌｙＣｏｒｒｅｃｔ）学习理论［１８］相同的假设．机器学习
任务犇定义为狓×狔空间上的一个概率分布，其中狓
为样本空间，狔为标记空间．从空间狓×狔中抽取出
来的样本表示为（狓，狔），其中狓∈!

ｍ为表示样本特
征的向量，狔∈狔表示样本的类别标记．

本文使用犺表示用来预测样本类别的分类器，
犳表示分类器犺在样本狓上的预测值，即犳＝犺（狓）．
３１　集成方法

集成学习通常会训练一组分类器，然后通过不
同方法进行集成．本文将这些分类器称为基分类器，
并假定基分类器以加权平均的方式进行集成．具体
地，集成模型表示为

犎（狓）＝∑αωα犺α（狓） （８）
或

犳ｅｎｓ＝珚犳＝∑αωα犳α （９）
其中，ωα为基分类器犺α的权重．
３２　损失函数和泛化误差

在机器学习任务中，通常使用损失函数来评价
分类器在一个样本上的预测效果．本文使用犾（犳，狔）
来表示损失函数．常用的损失函数包括平方损失
犾（犳，狔）＝（犳－狔）２、对数损失犾（犳，狔）＝ｌｏｇ（１＋ｅ－狔犳）
和指数损失犾（犳，狔）＝ｅ－狔犳等［１９］．

泛化误差通常定义为损失函数在整个样本空间
犇上的期望，即

犈犇｛犾（犳，狔）｝＝犈（狓，狔）～犇犾（犺（狓），狔） （１０）
３３　犃犝犆指标

在二分类问题中，另外一种重要且常用的衡量分
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类性能的方法是受试者工作特征（ＲｅｃｅｉｖｅｒＯｐｅｒａｔｉｎｇ
Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ，ＲＯＣ）曲线下的面积（ＡｒｅａＵｎｄｅｒｔｈｅ
ＲＯＣＣｕｒｖｅ，ＡＵＣ），这是一种基于样本对的度量方
法．假定样本集合中含有狀＋个正样本和狀－个负样
本，即
犇＝｛（狓＋１，＋１），（狓＋２，＋１），…，（狓＋狀＋，＋１），

（狓－１，－１），（狓－２，－１），…，（狓－狀－，－１）｝．
对于一个分类器犺，ＡＵＣ定义为［２０］

∑
狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１

"

［犺（狓＋犻）＞犺（狓－犼）］＋１２"

［犺（狓＋犻）＝犺（狓－犼）］
狀＋狀－

（１１）
其中，

"

［·］为指示函数，参数为真时其值为１，否则
为０．

由于ＡＵＣ为非凸函数，因此在实际应用时，常
常使用代理函数作为近似．具体地，可用下面函数作
为ＡＵＣ的近似：

－１
狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１
犾（Δ犳犻犼） （１２）

其中，
Δ犳犻犼＝犺（狓＋犻）－犺（狓－犼） （１３）

且犾（·）为代理函数．典型的代理函数包括二次代理
函数犾（犳）＝（犳－１）２（如ＯＰＡＵＣ［２０］）、对数代理函
数犾（犳）＝ｌｏｇ（１＋犲－犳）（如ＲａｎｋＮｅｔ［２１］）和指数代理
函数犾（犳）＝犲－犳（如ＲａｎｋＢｏｏｓｔ［２２］）等．本文将使用
损失函数来指代这些代理函数．

对于一个集成模型犎（狓）＝∑αωα犺α（狓），由于
Δ犳ｅｎｓ犻犼＝犎（狓＋犻）－犎（狓－犼） （１４）

因此有
Δ犳ｅｎｓ犻犼＝∑αωαΔ犳α犻犼 （１５）

相应的，集成模型的ＡＵＣ可写为

－１
狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１
犾Δ犳ｅｎｓ犻（ ）犼 （１６）

　　对于按式（１２）定义的ＡＵＣ近似函数，其值越
大，表示分类器的分类效果越好．为了叙述上的方
便，并与其它泛化误差的研究保持形式上的一致，学
界常常将其转化为类似误差的形式，即定义

!

α＝１
狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１
犾Δ犳α犻（ ）犼 （１７）

!

ｅｎｓ＝１
狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１
犾Δ犳ｅｎｓ犻（ ）犼 （１８）

来分别反映学习器犺α和集成模型犎的ＡＵＣ指标．
其值越低，表示学习器的ＡＵＣ指标越高．

在本文余下的讨论中，将采用
!

α和
!

ｅｎｓ的形式
来作为ＡＵＣ的近似函数．
３４　间隔

对于二分类问题，假定狔∈｛－１，＋１｝，那么基
分类器犺α在样本（狓，狔）上的间隔定义为

ｍａｒｇｉｎα＝狔犺α（狓）＝狔犳α （１９）
对于一个集成模型犎（狓）＝∑αωα犺α（狓），其预测值满
足犳ｅｎｓ＝珚犳＝∑αωα犳α，因此犎在样本（狓，狔）上的间
隔为

ｍａｒｇｉｎｅｎｓ＝狔珚犳＝∑αωαｍａｒｇｉｎα （２０）
　　以ＡＵＣ衡量分类性能时，由于ＡＵＣ是成对的评
价函数，因此间隔应定义在成对的样本上．具体的，对
一个正样本狓＋犻和一个负样本狓－

犼，分类器犺α（狓）的目
标为使预测两样本的类别标记之间的差值犺（狓＋犻）－
犺（狓－犼）尽可能大．考虑到间隔的含义，本文定义分类
器犺α在样本对（狓＋犻，狓－犼）上的间隔为

ｍａｒｇｉｎａｕｃα＝Δ犳α犻犼＝犺α（狓＋犻）－犺α（狓－犼）（２１）
类似地，集成模型犎在样本对（狓＋犻，狓－犼）上的间隔为

ｍａｒｇｉｎａｕｃｅｎｓ＝Δ犳ｅｎｓ犻犼＝∑αωαΔ犳α犻犼 （２２）

４　集成学习的泛化误差和犃犝犆分解
理论

　　本节将首先给出文献［１３］中提出的两种推广的
分歧分解理论，然后基于其理论结果，提出两种关于
ＡＵＣ的分解定理，并给出一些有用的结论．需要指
出的是，尽管下面的讨论都假定∑

犜

α＝１
ωα＝１，但下面的

结论可以轻易地推广到∑
犜

α＝１
ωα≠１的情形．此外，下

面的推导并不要求ωα０这一条件．
４１　推广的泛化误差分歧分解理论

文献［１３］提出了两种推广的分歧分解理论，将
传统的分歧分解由回归问题推广到了分类问题中．
具体地，文章提出了下面两个定理．

定理１（第一种推广的分歧分解）．对于一个二
分类问题或回归问题，假定已经训练好了一组学习
器｛犺１，犺２，…，犺犜｝，并且这些学习器使用加权平均的
方式进行集成，即犳ｅｎｓ＝∑

犜

α＝１
ωα犳α，其中犳α＝犺α（狓），

且∑
犜

α＝１
ωα＝１．那么，对于任意二阶可导的损失函数，
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集成模型的误差可以分解为
犈＝珚犈－珡犃 （２３）

其中
犈＝犈犇｛犾（犳ｅｎｓ，狔）｝ （２４）
珚犈＝∑

犜

α＝１
ωα犈犇｛犾（犳α，狔）｝ （２５）

珡犃＝１２∑
犜

α＝１
ωα犈犇｛犾″（犳σ，狔）犳２σ－犾″（犳ｅｎｓ，狔）犳２ｅｎｓ｝

（２６）
上式中，犈犇｛·｝表示在样本空间中求期望，犳α为介
于０和犳α之间的实数，犳ｅｎｓ为介于０和犳ｅｎｓ之间的实
数．类似于拉格朗日中值定理，犳α和犳

ｅｎｓ的具体数值
依赖于损失函数犾（犳，狔）的具体形式以及犳α和犳ｅｎｓ
的具体取值．

定理２（第二种推广的分歧分解）．在与定理１
相同的条件和假设下，对于任意二阶可导的损失函
数，集成模型的损失还可以做另外一种分解，其中犈
和珚犈与定理１具有相同的形式，而珡犃则为

珡犃＝１２∑
犜

α＝１
ωα犈犇｛犾″（犳α，狔）（犳α－犳ｅｎｓ）２｝（２７）

其中，犳α为介于犳α和犳ｅｎｓ之间的实数．
在上述两个定理中，珡犃即为“分歧项”，它常被认

为与集成学习中至关重要的“多样性”存在关联，因
此常被用来作为多样性的评价指标．
４２　犃犝犆分解理论

本文在推广的分歧分解理论的基础上，进一步
的提出了如下的两种关于ＡＵＣ的分解定理．

定理３（第一种形式的ＡＵＣ分解定理）．对于
一个二分类问题，假定已经训练好了一组学习器
｛犺１，犺２，…，犺犜｝，并且这些学习器使用加权平均的方
式进行集成，即犳ｅｎｓ＝∑

犜

α＝１
ωα犳α，其中犳α＝犺α（狓），且

∑
犜

α＝１
ωα＝１．并且，由Δ犳α犻犼和Δ犳ｅｎｓ犻犼的定义，有Δ犳ｅｎｓ犻犼＝

∑αωαΔ犳α犻犼．那么，对于任意二阶可导的损失函数犾（·），
按式（１２）所定义的集成模型的ＡＵＣ指标可以分解为

!＝!

—－"

— （２８）
其中

!＝!

ｅｎｓ （２９）
!

—＝∑αωα!α （３０）

"

—＝１
２狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１∑
犜

α＝１
ωα犾″（犳）（Δ犳α犻犼－Δ犳ｅｎｓ犻犼）２

（３１）

且犳为介于Δ犳α犻犼和Δ犳ｅｎｓ犻犼之间的实数．
证明．根据泰勒定理，函数犾（Δ犳α犻犼）可以在

Δ犳ｅｎｓ犻犼附近展开为
犾（Δ犳α犻犼）＝犾（Δ犳ｅｎｓ犻犼）＋犾′（Δ犳ｅｎｓ犻犼）（Δ犳α犻犼－Δ犳ｅｎｓ犻犼）＋

１
２犾″（犳

）（Δ犳α犻犼－Δ犳ｅｎｓ犻犼）２ （３２）
其中犳为介于Δ犳α犻犼和Δ犳ｅｎｓ犻犼之间的实数．

对上式进行加权平均，可得
∑αωα犾（Δ犳α犻犼）＝
犾（Δ犳ｅｎｓ犻犼）＋１２∑αωα犾″（犳）（Δ犳α犻犼－Δ犳ｅｎｓ犻犼）２　（３３）

对所有正负样本对求和，得
∑αωα!α－!

ｅｎｓ＝
１

２狀＋狀－∑
狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１∑
犜

α＝１
ωα犾″（犳）（Δ犳α犻犼－Δ犳ｅｎｓ犻犼）２　（３４）

即为定理所述形式． 证毕．
定理４（第二种形式的ＡＵＣ分解定理）．　在与

定理３相同的条件和假设下，集成模型的ＡＵＣ的
代理函数

!

可以做另外一种形式的分解，其中
!

和
!

—

与定理３具有相同的形式，而"

—则为

"

—＝１
２狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１∑
犜

α＝１
ωα［犾″（犳α）（Δ犳α犻犼）２－

犾″（犳ｅｎｓ）（Δ犳ｅｎｓ犻犼）２］ （３５）
其中，犳α为介于０和Δ犳α犻犼之间的实数，犳ｅｎｓ为介于０
和Δ犳ｅｎｓ犻犼之间的实数．

证明．根据泰勒定理，函数犾（Δ犳α犻犼）可以在０点
附近展开为
犾（Δ犳α犻犼）＝犾（０）＋犾′（０）（Δ犳α犻犼）＋１２犾″（犳

α）（Δ犳α犻犼）２
（３６）

其中，犳α为介于０和Δ犳α犻犼之间的实数．对式（３６）加
权平均，可得
∑αωα犾（Δ犳α犻犼）＝　　　　　　　　　　　　　　
犾（０）＋犾′（０）（Δ犳ｅｎｓ犻犼）＋１２∑αωα犾″（犳α）（Δ犳α犻犼）２（３７）
　　同理，函数犾（Δ犳ｅｎｓ犻犼）也可以在０点附近展开
犾（Δ犳ｅｎｓ犻犼）＝犾（０）＋犾′（０）Δ犳ｅｎｓ犻犼＋１２犾″（Δ犳

ｅｎｓ）（Δ犳ｅｎｓ犻犼）２
（３８）其中犳ｅｎｓ为介于０和Δ犳ｅｎｓ犻犼之间的实数．

以上两式相减，得
∑αωα犾（Δ犳α犻犼）－犾（Δ犳ｅｎｓ犻犼）＝
１
２∑αωα犾″（犳α）（Δ犳α犻犼）２－犾″（犳ｅｎｓ）（Δ犳ｅｎｓ犻犼）２（３９）
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对所有正负样本对求和，得

∑αωα!α－!

ｅｎｓ＝１
２狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１∑
犜

α＝１
ωα［犾″（犳α）（Δ犳α犻犼）２－

犾″（犳ｅｎｓ）（Δ犳ｅｎｓ犻犼）２］ （４０）
即为定理所述形式． 证毕．

类似于泛化误差的分歧分解，定理３和定理４
中的

"

—就相当于“分歧”，可以用来衡量基分类器之
间的多样性．
４３　一些有用的推论

根据上面四个定理，可以得出下面推论．
推论１（集成学习的有效性）．若损失函数犾（·）

为凸函数，则有
（１）集成模型的泛化误差一定低于各基分类器

的平均误差；
（２）以代理函数衡量的集成模型的ＡＵＣ一定

好于各基分类器的平均ＡＵＣ．
这是因为在定理２和定理３中，当损失函数犾（·）

为凸函数时，犾″０恒成立，因此有珡犃０与"

—０．
因此可知犈珚犈与!!

—恒成立，由此可得上述推
论．

上述推论证明了集成学习的有效性．在实际应
用中，损失函数通常都是凸的，例如平方损失、对数
损失和指数损失等．因此，上述推论具有十分广泛的
适用性．

推论２（ＡＵＣ分解的二阶近似）．　在与定理３
相同的条件和假设下，ＡＵＣ分解中的"

—项具有如
下的二阶近似形式

"

—＝犾″（０）２狀＋狀－∑
狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１∑
犜

α＝１
ωα（Δ犳α犻犼）２－（Δ犳ｅｎｓ犻犼）［ ］２

（４１）
且其误差不超过狅（（Δ犳）２），其中Δ犳＝ｍａｘα，犻，犼

｛Δ犳α犻犼｝．
这可以通过对损失函数进行带有皮亚诺（Ｐｅａｎｏ）

型余项的泰勒定理推导出来．此处省略了其详细的
推导过程．

由推论２，在｜Δ犳α犻犼｜１时，可以使用推论２中的
"

—作为分歧项的一个较好的近似．而｜Δ犳α犻犼｜１通常
比较容易满足，因为如果基分类器的输出犳＝犺（狓）
为概率值，那么就有０犺（狓）１，这样根据Δ犳α犻犼的
定义Δ犳α犻犼＝犺α（狓＋犻）－犺α（狓－犼），可知｜Δ犳α犻犼｜１会自
然满足．对于输出值不是概率值的模型，也可以使用
概率校准方法［２３］来将输出值转化为概率值．因此，
上述近似形式具有广泛的应用场景．
４４　讨论

泛化误差的分歧分解理论（定理１和定理２）与

ＡＵＣ的分解理论（定理３和定理４）存在密切的关
联．二者均基于泰勒定理推导得到，结论的形式也是
类似的．它们都可以用来对集成模型的泛化能力进
行分析，主要区别在于定理１和定理２是针对分类
误差进行的分解，而定理３和定理４是针对ＡＵＣ
进行的分解．分类误差是针对单个样本而言的，整个
数据集的分类误差是所有样本分类误差的平均值．
而ＡＵＣ是一种成对的衡量指标，计算时是针对每一
对样本进行的，对于整个数据集，它衡量的是正样本
比负样本取得更高的预测值的概率．正因如此，ＡＵＣ
分解定理比分类误差的分解具有更为复杂的形式．

分类误差和ＡＵＣ从两个不同的方面刻画了模
型的泛化能力．相比于分类误差，ＡＵＣ指标更加注
重样本之间的顺序关系．一般的分类问题通常使用
分类误差来反映模型的分类能力，而对于排序问题
（例如信息检索和推荐系统），则更加关心ＡＵＣ指
标．因此，定理１、２和定理３、４都具有很广泛的应用
场景．

泛化误差和ＡＵＣ的分解定理均涉及到了“间隔”
的概念．如前所述，间隔理论指出［８］，样本间隔的分
布对集成模型的泛化误差具有重要影响．本文中的
泛化误差和ＡＵＣ分解定理均提供了关于间隔的进
一步的理论结果．

下一节中，本文将基于泛化误差和ＡＵＣ的分
解定理对间隔做进一步的分析．

５　泛化误差、犃犝犆与间隔的关系
如前所述，机器学习的目标在于最小化泛化误

差．然而由于训练数据有限，通常只能通过学习器在
训练集上的经验误差来估计泛化误差．但是，直接最
小化经验误差常常会导致过拟合问题，即学习器在
训练数据上的效果很好，而在新样本数据上的效果
较差．

本文的理论结果为泛化误差和ＡＵＣ的分析和
优化提供了新的视角．从前面的泛化误差和ＡＵＣ
的分解理论上看，最小化误差犈（或!

）可以分解为
两个任务：最小化平均误差珚犈（或!

—），同时最大化分
歧珡犃（或"

—）．
为了进一步分析影响集成模型泛化能力的因

素，本节将对泛化误差、ＡＵＣ与间隔的关系做进一
步的分析和讨论．具体地，本节将证明：

集成模型的间隔越大，将使得：
（１）集成模型的误差犈（或!

）越低；
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（２）基分类器的平均误差珚犈（或!

—）越低；
（３）基分类器之间的分歧珡犃（或"

—）越低．
如前所述，集成模型需要同时最小化平均误差珚犈

（或
!

—）和最大化分歧珡犃（或"

—）．但本节的理论结果
表明，过小的间隔会导致经验误差犈（或!

）较高，从
而使得集成模型“欠拟合”；而过大的间隔会导致基分
类器之间多样性降低，从而降低集成模型的泛化能力．

因此，在集成学习中，过大或过小的间隔都会影
响集成模型的最终效果．基于此，本文将在第６节中
提出两种新的基分类器权重优化算法，使集成模型
在准确性和多样性之间取得平衡．

本节余下部分将以ＡＵＣ分解定理为例，在一
般情形下对上述三条结论进行定性的讨论．对于这
三条结论的详细证明可参见附录１．

第一条结论比较容易证明．因为代理函数
犾（Δ犳ｅｎｓ犻犼）通常为单调下降的，因此间隔越大，误差越低．

对于第二条结论，类似前面的证明，基分类器的
平均误差可以展开为

!

—∝∑αωα犾（Δ犳α犻犼）＝犾（０）＋犾′（０）Δ犳ｅｎｓ犻犼＋犚（４２）
其中犚＝∑αωα∑

＋∞

狀＝２

犾（狀）（０）
狀！ （Δ犳α犻犼）狀为泰勒展开的余项．

再考虑到损失函数的单调递减性质，可得犾′（０）＜０，
因此在其它条件不变时，间隔Δ犳ｅｎｓ犻犼越大，!

—越低．
对于第三条结论，考虑到集成模型误差可以展

开为
犾（Δ犳ｅｎｓ犻犼）＝犾（０）＋犾′（０）Δ犳ｅｎｓ犻犼＋犚′（４３）

其中犚′＝∑
＋∞

狀＝２

犾（狀）（０）
狀！（Δ犳ｅｎｓ

犻犼）狀为泰勒展开的余项．进
而可得

"

—∝∑αωα犾（Δ犳α犻犼）－犾（Δ犳ｅｎｓ犻犼）＝犚－犚′（４４）

注意到在Δ犳ｅｎｓ犻犼→０时，犚′是与犾″（０）２（Δ犳ｅｎｓ犻犼）２同阶
的，而由于损失函数通常是凸的，即犾″０，可知
Δ犳ｅｎｓ犻犼越大，犚′越大，进而在其它条件不变时，将导致
"

—越低．
综上所述，过小的间隔会导致集成模型误差较

高，而过大的间隔会导致集成模型多样性不足从而
泛化能力较差．因此，在优化基分类器的权重时，不
能简单地最大化间隔或最小化间隔，而应该在准确
性和多样性之间取得平衡．

６　两种新的集成学习权重优化算法
基于前文的理论结果，本节将提出两种新的集

成学习权重优化算法，两种算法分别以误差和ＡＵＣ
作为集成模型分类性能的评价标准和优化目标．
６１　以分类误差为评价指标

上文已经证明，集成模型的间隔狔珚犳越大，集成
模型的误差犈越低，同时基分类器之间的分歧珡犃
越低．

然而，直接最小化集成模型的误差犈会导致过
拟合问题，因此不能简单地最大化间隔狔珚犳．避免过
拟合问题的一种常用方法是引入“多样性”，即同时
最小化误差和最大化多样性，这就要求间隔狔珚犳不
能过大或过小，而是处于一个合理的范围之内．

本文采用如下目标函数来平衡误差和多样性，
其中狆为权衡参数，λ为正则化系数．需要注意的
是，基于第４节中的理论推导，本文所提出的最优化
目标不要求∑ωα＝１这一条件．

ａｒｇｍｉｎω
犈犇｛（狔珚犳－狆）２｝＋λ‖ω‖２ （４５）

ｓ．ｔ．ωα０
这一最优化问题还可以等价地写成下面的形式

ａｒｇｍｉｎω
犈犇｛（狔珚犳）２－２狆·狔珚犳｝＋λ‖ω‖２（４６）

ｓ．ｔ．ωα０
其中，二次项（狔珚犳）２代表了集成模型的多样性，因为
其值越小，珚犳越接近于０，基分类器之间的分歧也就
越大．而一次项２狆·狔珚犳为间隔的倍数，由第５节的
讨论可知，间隔越大，准确性越高，因此这一项代表
了准确性．因此，从整体上看，上述最优化问题使用
了参数狆来平衡准确性和多样性，狆越大，则越强调
准确性，狆越小，则越强调多样性．

尽管上面的最优化问题中包含两个参数：狆和
λ，但二者存在较强的关联．λ为正则化系数，对ωα的
取值范围进行约束，λ值越小，对ωα的取值范围的约
束就越松，则ωα的取值范围就越大．考虑到集成模
型的输出值珚犳定义为珚犳＝∑

犜

α＝１
ωα犳α，可知随着ωα取值

范围的扩大，珚犳的取值范围也会相应扩大，进一步可
知集成模型的间隔狔珚犳的取值范围也会扩大，这样，
为了取得准确性和多样性的平衡，狆值也需要相应
的提高．因此，在实际的应用中，可以将狆值固定为
一个常数，然后使用网格搜索的方法确定λ值．

对于参数狆的选取，本文建议将其取为基分类
器数目的一半．如果所有犜个基分类器取均等权重，
例如均为１，那么狔珚犳的取值范围为［－犜，犜］，狔珚犳＝０
时，多样性最大，狔珚犳＝犜时，准确性最高．因此，狆取
犜／２时，可以在多样性和准确性之间取得平衡．
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为了求解上面的最优化问题，本文采用随机梯
度下降的方法，每轮迭代的更新公式为

ωα←ωα－η·［２（狔珚犳－狆）狔犳α＋２λωα）］（４７）
其中η为学习速率．为了保证ωα０这一条件，在迭
代时如果出现ωα＜０，则将学习速率减半．
６２　以犃犝犆为评价指标

以ＡＵＣ作为评价指标时，本文通过求解下面
的最优化问题来确定集成权重

ａｒｇｍｉｎω
１
狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１
（Δ犳ｅｎｓ犻犼－狆）２＋λ‖ω‖２　（４８）

ｓ．ｔ．ωα０
对应的随机梯度下降的迭代更新公式为

ωα←ωα－η·［２（Δ犳ｅｎｓ犻犼－狆）Δ犳α犻犼＋２λωα］（４９）
其中，Δ犳ｅｎｓ犻犼＝犎（狓＋犻）－犎（狓－犼），Δ犳α犻犼＝犺α（狓＋犻）－
犺α（狓－犼），η为学习速率．

以上两种权重优化算法的伪码描述如算法１
所示．

算法１．　权重优化的ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔ算法．
输入：基分类器集合｛犺１，犺２，…，犺犜｝，学习速率η，参数

狆和λ
输出：基分类器的权重ω１，ω２，…，ω犜
１．初始化权重ωα←１．０
２．ＲＥＰＥＡＴ
３．随机抽取一个训练样本（以分类误差为目标）或

随机抽取一个正样本狓＋犻和一个负样本狓－犼（以
ＡＵＣ为目标）

４．ω′α←根据式（４７）（或式（４９））计算权重
５．ＷＨＩＬＥ存在ω′α＜０
６． η←η／２
７． ω′α←根据式（４７）（或式（４９））计算权重
８．ＥＮＤ
９．ωα←ω′α
１０．ＵＮＴＩＬ迭代收敛
１１．ＲＥＴＵＲＮω１，ω２，…，ω犜

７　实验验证
７１　实验设定

本文使用了ＵＣＩ机器学习仓库［２４］中的３５个数
据集对本文所提出的算法进行了验证．限于篇幅，本
文省略了这３５个数据集的信息．本文的实验集中于
二分类问题，对于包含多个类别的数据集，本文采用
了与文献［４］类似的方法对其进行了预处理，以将其
转换为二分类问题．

实验中，每个数据集被均等地划分为三部分：训

练集、验证集和测试集．训练集用来训练基分类器，
验证集用来确定各基分类器的权重，测试集用来评
估集成模型的分类效果．为了便于比较，与已有方
法［２５］类似，本文使用了Ｂａｇｇｉｎｇ的方法训练了１０１
棵ＣＡＲＴ决策树［２６］作为基分类器，然后使用下面
的集成方法确定这１０１棵决策树的权重，并进行加
权集成．

本文对比了如下集成方法：
（１）ＡｒｇＭｉｎ：此方法选择经验误差最低（或ＡＵＣ

最高）的基分类器作为集成模型，即将误差最低（或
ＡＵＣ最高）的分类器权重设为１，其它均设为０；

（２）Ｂａｇ［２７］：各分类器之间以均等权重进行集成；
（３）ＡｄａＢｏｏｓｔ［６］：以串行的方式训练一组基分类

器，并根据基分类器的误差确定每个分类器的权重；
（４）ＭｅｔａＳＶＭ：将各基分类器的预测值作为特

征，训练一个ＳＶＭ模型来预测最终的样本类别；
（５）ＭｅｔａＲｉｄｇｅ：类似于ＭｅｔａＳＶＭ，区别是在第

二层使用岭回归作为分类模型；
（６）ＳｏｆｔＭｉｎ：一种贝叶斯模型平均方法，具体公

式可参见文献［２８］；
（７）ＣｏｎｖｅｘＤＳ［１５］：在目标函数中综合考虑多样

性和稀疏性，并通过凸优化方法进行权重优化；
（８）Ａｇｎｏｓｔｉｃ：文献［２８］提出的一种基于不可知

贝叶斯理论的模型集成方法；
（９）ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔ：本文所提算法（如算法１所示）．
本文实验中将学习速率η设为０．５．如前所述，

由于参数狆和λ存在关联，因此本文将参数狆取为
基分类器数目的一半，即狆＝５０，并对λ进行网格搜
索．关于参数狆的不同取值对结果的影响，将在第
７．２．３节进行讨论．

为了确定λ的搜索范围，可以将式（４９）改写为
下面公式

ωα←（１－２λη）ωα－η·［２（Δ犳ｅｎｓ犻犼－狆）Δ犳α犻犼］（５０）
可以看出，在模型训练过程中，λ充当了ωα的衰减因
子，λ取值越大，ωα衰减越快．考虑到随机梯度下降算
法通常需要较多的迭代次数才会收敛，因此λ取值不
宜过大．因此，本文对λ在集合｛１０－５，１０－４，１０－３，
１０－２，１０－１｝内进行了网格搜索，这也是已有研究中
建议的正则化系数的范围［２９］．

上述所有算法中未提及的参数均使用网格搜索
的方法来确定．

本文分别使用了分类误差和ＡＵＣ作为各集成
方法的评价指标．在使用分类误差作为评价指标时，
本文所提出的ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔ算法使用式（４７）更新

９１期 姜正申等：集成学习的泛化误差和ＡＵＣ分解理论及其在权重优化中的应用
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权重，使用ＡＵＣ作为评价指标时，则使用式（４９）来
更新权重．

本文对每个算法都运行了３０次，然后将这３０次
所得结果进行平均，就得到每个算法的最终结果．

７２　实验结果和讨论
７．２．１　以分类误差为评价指标

各算法在３５个数据集上的分类误差结果见表１
和图１．

表１　各算法在３５个数据集上的分类误差（均值±标准差）汇总表
数据集 Ｂａｇ ＡｄａＢｏｏｓｔ ＭｅｔａＳＶＭ ＭｅｔａＲｉｄｇｅ ＳｏｆｔＭｉｎ ＣｏｎｖｅｘＤＳ Ａｇｎｏｓｔｉｃ ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔ
ａｂａｌｏｎｅ ．２２１±．０１３　．２３３±．０１４●．２２７±．０１１●．２２５±．０１２●．２２１±．０１３　．２２０±．０１３　．２４０±．０２４●．２２１±．０１３
ａｄ ．０３６±．００８●．０４５±．０１１●．０３６±．００８●．０３０±．００７●．０３２±．００８●．０３３±．００７●．０３７±．００９●．０２８±．００６

ａｕｓｔｒａｌｉａｎ ．１３４±．０２１　．１５８±．０２６●．２０２±．０３０●．１６８±．０２５●．１３６±．０２２　．１３２±．０２２　．１５８±．０２８●．１３４±．０２０
ｂｒｅａｓｔ ．０４０±．０１８　．０５２±．０１７●．０５８±．０１７●．０８２±．０２７●．０３７±．０１５　．０３８±．０１５　．０４７±．０１５●．０３７±．０１２

ｃｅｒｖｉｃａｌ＿ｂｉｏｐｓｙ．０９６±．０２３●．１０３±．０２１●．１２９±．０２４●．１２６±．０２８●．０９３±．０２１　．０９７±．０２４●．０９７±．０２１●．０９１±．０１９
ｃｅｒｖｉｃａｌ＿ｓｃｈｉｌｌｅｒ．０７０±．０１８●．０８２±．０１７●．０９６±．０１５●．１３３±．１４９●．０６７±．０１４　．０７０±．０１８●．０６８±．０１４　．０６７±．０１４
ｃｏｎｎｅｃｔ４ ．２１４±．０００●．１８９±．０００○．１８４±．０００○．２０２±．０００●．２０３±．０００●．２１４±．０００●．２９０±．０００●．１９２±．０００
ｄｉａｂｅｔｅｓ ．２５５±．０３２　．２５９±．０３５　．３１３±．０３１●．２９６±．０２７●．２５７±．０２８　．２５３±．０３１○．２６１±．０２７　．２６１±．０３０
ｅｃｏｌｉ ．０７８±．０２４●．０９３±．０２８●．０７７±．０２５●．１３１±．０３１●．０６８±．０２１●．０７４±．０２５●．０６９±．０２６●．０６２±．０２２
ｇｅｒｍａｎ ．２５５±．０１６　．２６９±．０２１●．２９６±．０２５●．２８３±．０２６●．２５８±．０２２　．２５３±．０１６　．２７６±．０３３●．２５４±．０２０
ｇｌａｓｓ ．２３３±．０７５●．２５７±．０９３●．１７３±．０７９●．２７４±．０９２●．１８９±．０７４●．２１０±．０７４●．１９８±．０７６●．１５０±．０７０

ｈａｂｅｒｍａｎ ．２９９±．０６４●．３０４±．０５５●．３３７±．０５１●．３８７±．０５１●．２８４±．０６１　．３０１±．０６３●．２８７±．０５６　．２８４±．０６１
ｈｅａｒｔ ．２１４±．０５４●．２４４±．０４７●．２６６±．０４６●．３０５±．０６２●．２０３±．０４４●．２０２±．０４５　．２０９±．０５２●．１９１±．０４３
ｈｅｐａｔｉｔｉｓ ．１６９±．０５２　．２０２±．０５８●．１９７±．０５８　．２１４±．０６６●．１７０±．０５５　．１７３±．０５７　．１８８±．０６２　．１７９±．０５４
ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ．０７７±．０２９　．１２９±．０３９●．０９６±．０３２●．１３８±．０３８●．０７６±．０２７　．０７４±．０２５　．０９６±．０２９●．０７４±．０２５
ｋｒｖｓｋｐ ．０３１±．００８●．０４９±．００９●．０２１±．００５　．０２０±．００６○．０３０±．００９●．０２９±．００８●．０４６±．０１０●．０２３±．００７
ｋｒｋｏｐｔ ．１７７±．０１７●．２１４±．０２１●．１７６±．０１９●．１６９±．０１８　．１７３±．０１７●．１７２±．０１９●．１９７±．０２７●．１６６±．０２０
ｌｅｔｔｅｒ ．００２±．００２●．００４±．００３●．０００±．００１　．００１±．００２　．００１±．００２●．００２±．００２●．００６±．００５●．００１±．００１
ｌｉｖｅｒ ．３４９±．０４３●．３５２±．０４７●．３８７±．０５３●．３９５±．０６２●．３３４±．０４０　．３３５±．０４５　．３４８±．０４７●．３２６±．０５４
ｍａｇｉｃ ．１６７±．０１８●．１９０±．０１７●．１６９±．０１８●．１６２±．０１７●．１６７±．０１６●．１６４±．０１６●．１９０±．０２３●．１５６±．０１６
ｍｎｉｓｔ ．０１４±．００６●．０１６±．００５●．０１３±．００５　．０１２±．００５　．０１５±．００６●．０１４±．００６●．０２５±．０１０●．０１２±．００５
ｏｐｔｄｉｇｉｔｓ ．０３２±．００４●．１３２±．００９●．０３４±．００４●．０２９±．００４　．０３１±．００４●．０３０±．００４●．１１１±．０２７●．０２９±．００４
ｐｅｎｄｉｇｉｔｓ ．００２±．００２　．００４±．００３●．００１±．００１○．００４±．００３●．００１±．００１　．００１±．００２　．００２±．００２　．００１±．００２
ｐｏｋｅｒ ．１５２±．０００●．１５９±．０００●．１６９±．０００●．１５９±．０００●．１５２±．０００●．１５４±．０００●．１６７±．０００●．１４４±．０００
ｓａｔｉｍａｇｅ ．０１９±．００３●．０２０±．００３●．０２２±．００３●．０１８±．００３　．０１９±．００２●．０１９±．００２●．０３０±．００８●．０１８±．００３
ｓｅｇｍｅｎｔ ．００６±．００６●．１０６±．２０１●．００３±．００５　．００６±．００６●．００６±．００７●．００６±．００６●．００９±．００７●．００３±．００５
ｓｏｎａｒ ．２４０±．０５６●．２５９±．０６３●．２４２±．０４６●．３７７±．０９４●．２３４±．０６４　．２４０±．０５１●．２６２±．０７４●．２２０±．０４８
ｓｐａｍｂａｓｅ ．０６３±．００７●．０７０±．００８●．０６４±．００７●．０６２±．００７●．０６４±．００７●．０６３±．００７●．０９４±．０２０●．０６０±．００７
ｔｉｃｔａｃｔｏｅ ．１０８±．０３２●．１３１±．０３１●．０６４±．０２３　．０５８±．０１４○．０９２±．０３０●．０９９±．０３１●．１６５±．０４４●．０６９±．０２５
ｖｅｈｉｃｌｅ ．０６６±．０２２●．０７４±．０３１●．０４１±．０１３　．０６４±．０２３●．０５６±．０２０●．０５４±．０１８●．０７５±．０３０●．０４１±．０２２
ｖｏｔｅ ．０５１±．０２６　．０６１±．０２６●．０５７±．０２０●．０９８±．０３７●．０４４±．０２０　．０４６±．０１９　．０４９±．０２０　．０４６±．０１９
ｖｏｗｅｌ ．１４９±．０６８●．２０２±．０６２●．０６７±．０４１○．２３８±．０８８●．１２３±．０５５●．１２６±．０５５●．１５１±．０４７●．０８３±．０４１
ｗａｖｅｆｏｒｍ ．０９０±．００８　．０９７±．００９●．１００±．００９●．０９４±．０１０●．０９３±．００９●．０９０±．００８　．１３１±．０２２●．０９０±．００９
ｗｉｎｅｒｅｄ ．２５５±．０１６●．２８０±．０１７●．２６４±．０１６●．２５６±．０１３●．２５１±．０１４●．２５３±．０１６●．２７３±．０２３●．２４７±．０１６
ｗｉｎｅｗｈｉｔｅ．２２１±．０１０●．２５０±．００９●．２２０±．００９●．２１９±．０１０●．２１９±．０１１●．２１９±．０１０●．２４９±．０２３●．２１６±．００８
Ａｖｅｒａｇｅ ０．１３１ ０．１５１ ０．１３７ ０．１５５ ０．１２６ ０．１２７ ０．１４６ ０１１９

图１　各算法分类误差的Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验结果

　　表１给出了各算法在各数据集上的分类误差，
表中，ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔ算法使用式（４７）进行权重的更
新，即以分类误差作为优化目标．由于空间所限，表
中省略了最差的ＡｒｇＭｉｎ算法的结果．其中，每一个
数据集上的最好结果被加粗显示．表１的最后一行
给出了各算法在所有数据集上的分类误差的平均值．

此外，我们还对实验结果进行了Ｔ检验，如果
某个算法在０．０５的显著性水平上差于本文提出的
ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔ算法，则在其结果后面标注了实心圆
圈（●），反之，如果某算法显著的优于本文所提算
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法，则其后面用空心圆圈（○）标注．后面没有标注的
结果则表示对应算法与本文所提算法在０．０５的显
著性水平上没有显著差异．

从表１可以看出，在绝大多数情况下，本文所提
算法都以０．０５的显著性水平优于其它算法．并且，在
全部３５个数据集中，本文所提算法在其中的２３个数
据集上取得了最优的结果．从最后一行的平均分类误
差上看，本文所提的算法也取得了最好的分类效果．

为了进一步显示各集成方法的分类效果，本文
还进行了０．０５显著性水平上的Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验．检
验结果如图１所示．图中，ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔＥｒｒｏｒ表
示按式（４７）更新权重，而ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔＡＵＣ则表
示用式（４９）更新权重．

图１中，横线上的圆点表示各算法的平均排名
（统计学上也称为平均秩），例如本文提出的Ｍａｒｇｉｎ
ＷｅｉｇｈｔＥｒｒｏｒ算法，在所有参与比较的１０个算法
中，在大多数数据集上的效果都排在前３名，对所
有３５个数据集上的效果的排名求平均，即得到
ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔＥｒｒｏｒ算法的平均排名为２．２．横线
表示０．０５的显著性水平上的Ｂｏｎｆｅｒｒｏｎｉ检验的置
信区间．如果两个算法的横线没有重合，则表示二者
的分类效果存在显著的差异．然而反过来则不一定
成立，即使两个横线存在重合的部分，二者也可能存
在显著的差异．

从图１可以看出，所有集成方法都优于ＡｒｇＭｉｎ
算法．需要注意的是，ＡｒｇＭｉｎ算法会将效果最好的
基分类器的权重设为１，其它基分类器的权重设为
０，因此，严格地说，这并不是一种集成方法，而是单
个的机器学习模型．因此，这一结果说明了集成方法
的有效性．

从图１中还可以看出，本文所提出的Ｍａｒｇｉｎ
Ｗｅｉｇｈｔ算法取得了最好的效果，且显著地优于参与
比较的其它大部分算法．同时，由于此实验中以分类
误差作为评价标准，而ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔＥｒｒｏｒ算法直
接以分类误差作为目标，因此取得了比Ｍａｒｇｉｎ
ＷｅｉｇｈｔＡＵＣ更好的结果．此外，还需要指出的是，
尽管ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔＡＵＣ没有以分类误差作为优
化目标，但仍取得了相当好的结果，这反映了分类误
差和ＡＵＣ在反映模型泛化能力上的一致性［３０］，同
时也说明，本文所提出的两种方法都可以有效地降
低集成模型的分类误差．
７．２．２　以ＡＵＣ为评价指标

各算法在３５个数据集上的ＡＵＣ结果见表２和
图２．表２中，ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔ算法使用式（４９）进行权
重的更新，即以ＡＵＣ作为优化目标．由于空间所限，
表中省略了最差的ＡｒｇＭｉｎ算法的结果．注意，表中
只保留了小数部分，其中．０００表示ＡＵＣ指标值为
１．０．表中的标注信息与表１类似，此处不再重复．

表２　各算法在３５个数据集上的犃犝犆结果（均值±标准差）汇总表
数据集 Ｂａｇ ＡｄａＢｏｏｓｔ ＭｅｔａＳＶＭ ＭｅｔａＲｉｄｇｅ ＳｏｆｔＭｉｎ ＣｏｎｖｅｘＤＳ Ａｇｎｏｓｔｉｃ ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔ
ａｂａｌｏｎｅ ．８５９±．０１０　．７６９±．０１４●．７７３±．０１１●．８５０±．００９●．８５９±．００９●．８６０±．０１０　．８４１±．０１２●．８６０±．０１０
ａｄ ．９７５±．０１１●．８７７±．０２８●．９３２±．０１４●．９７２±．０１３●．９７６±．０１１●．９７５±．０１１●．９７０±．０１１●．９７７±．０１０

ａｕｓｔｒａｌｉａｎ ．９２６±．０１７●．８３５±．０２７●．７９９±．０３５●．８９５±．０２４●．９２６±．０１９●．９２８±．０１７●．９１９±．０２０●．９３０±．０１７
ｂｒｅａｓｔ ．９９０±．００７　．９５１±．０１７●．９４１±．０１７●．９３２±．０３６●．９９１±．００６　．９９０±．００７　．９９０±．００７　．９９０±．００７

ｃｅｒｖｉｃａｌ＿ｂｉｏｐｓｙ．６１８±．０６８●．５２７±．０３０●．５２８±．０３９●．５７４±．０８３●．６２３±．０７１　．６１８±．０６６●．６１６±．０７１　．６２７±．０７０
ｃｅｒｖｉｃａｌ＿ｓｃｈｉｌｌｅｒ．６２７±．０８１　．５１６±．０２６●．５２５±．０４７●．５７１±．０９６●．６２９±．０７８　．６２６±．０８３　．６１６±．０７８●．６３１±．０８２
ｃｏｎｎｅｃｔ４ ．８１９±．０００●．６８３±．０００●．６９０±．０００●．８１８±．０００●．８３３±．０００○．８２７±．０００●．７８７±．０００●．８２９±．０００
ｄｉａｂｅｔｅｓ ．８０４±．０２９●．６９４±．０３５●．６６０±．０２９●．７４６±．０３８●．８０５±．０３０　．８０６±．０２９　．７９４±．０３０●．８０６±．０２９
ｅｃｏｌｉ ．９３８±．０３８●．８１６±．０８２●．８３９±．０５０●．７６８±．１０３●．９４３±．０３７●．９４１±．０３６●．９３８±．０３５●．９４６±．０３５
ｇｅｒｍａｎ ．７５４±．０２５　．６４８±．０２７●．６２４±．０３０●．７０９±．０２８●．７５０±．０２４●．７５７±．０２５　．７２３±．０２５●．７５７±．０２３
ｇｌａｓｓ ．８４０±．０６５●．７０５±．１０２●．８１６±．０７７●．７４７±．１０９●．８９１±．０４６○．８６９±．０５２●．８９８±．０４２○．８８５±．０４３

ｈａｂｅｒｍａｎ ．６４０±．０７２●．５８７±．０６５●．５６２±．０６０●．５７６±．０７０●．６６４±．０６６　．６４９±．０６８●．６５９±．０６９　．６６６±．０６２
ｈｅａｒｔ ．８８７±．０４０●．７７２±．０５６●．７２９±．０４６●．７４４±．０５９●．８９３±．０３４　．８９１±．０３６●．８８４±．０３３●．８９４±．０３４
ｈｅｐａｔｉｔｉｓ ．８５２±．０５１●．６５９±．０９９●．７０１±．０９４●．６７６±．１６０●．８６１±．０５４　．８６２±．０５５　．８５１±．０７３●．８６５±．０６１
ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ．９５９±．０２１●．８３１±．０５１●．８９１±．０３４●．９０２±．０３１●．９６６±．０１４　．９６３±．０１８●．９５９±．０１８●．９６５±．０１６
ｋｒｖｓｋｐ ．９９５±．００２●．９５０±．００８●．９７７±．００５●．９９７±．００２　．９９６±．００２●．９９６±．００１●．９８８±．００５●．９９７±．００１
ｋｒｋｏｐｔ ．９１７±．０００●．７７１±．０００●．８１９±．０００●．９１３±．０００●．９２０±．０００●．９１８±．０００●．９０４±．０００●．９２５±．０００
ｌｅｔｔｅｒ ．０００±．０００●．９９６±．００４●．０００±．００１●．０００±．０００　．０００±．０００●．０００±．０００　．０００±．０００●．０００±．０００
ｌｉｖｅｒ ．６６８±．０６３●．６２６±．０６８●．５８６±．０５８●．６３２±．０６０●．６８１±．０５９●．６７９±．０６１●．６７２±．０５３●．６８９±．０６１
ｍａｇｉｃ ．８７３±．０００●．７７６±．０００●．７８４±．０００●．８７２±．０００●．８７０±．０００●．８７７±．０００○．８２６±．０００●．８７４±．０００
ｍｎｉｓｔ ．０００±．０００●．９９０±．０００●．９９５±．０００●．０００±．０００　．０００±．０００●．０００±．０００●．９９９±．０００●．０００±．０００
ｏｐｔｄｉｇｉｔｓ ．９９５±．００１●．８７０±．０１１●．９６６±．００５●．９９６±．００１●．９９５±．００１●．９９６±．００１●．９７４±．００５●．９９６±．００１
ｐｅｎｄｉｇｉｔｓ ．０００±．０００　．９８０±．０９１　．９９８±．００２●．９９８±．００３●．０００±．０００●．０００±．０００●．９９９±．００１●．０００±．０００
ｐｏｋｅｒ ．７３９±．０００●．５０４±．０００●．５６６±．０００●．７１３±．０００●．７３５±．０００●．７５２±．０００○．６９０±．０００●．７４３±．０００

１１１期 姜正申等：集成学习的泛化误差和ＡＵＣ分解理论及其在权重优化中的应用
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（续　表）
数据集 Ｂａｇ ＡｄａＢｏｏｓｔ ＭｅｔａＳＶＭ ＭｅｔａＲｉｄｇｅ ＳｏｆｔＭｉｎ ＣｏｎｖｅｘＤＳ Ａｇｎｏｓｔｉｃ ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔ
ｓａｔｉｍａｇｅ ．９９８±．００１●．９６９±．００８●．９６９±．００６●．９９８±．００２●．９９８±．００１●．９９８±．００１●．９９７±．００１●．９９８±．００１
ｓｅｇｍｅｎｔ ．０００±．００１　．８２７±．２３５●．９９９±．００３●．９９９±．００３●．０００±．００１　．０００±．００１　．０００±．００２　．０００±．００１
ｓｏｎａｒ ．８４３±．０５２●．７３３±．０６３●．７２６±．０６１●．６５７±．０９４●．８４５±．０４７●．８５３±．０５２●．８１８±．０５２●．８５８±．０４９
ｓｐａｍｂａｓｅ ．９７５±．００４●．９２６±．００８●．９３１±．００８●．９７６±．００４●．９７６±．００４●．９７６±．００４●．９６６±．００５●．９７７±．００４
ｔｉｃｔａｃｔｏｅ ．９５８±．０２２●．８２２±．０３７●．９３０±．０２５●．９８４±．０１０　．９６９±．０１８●．９６９±．０１８●．９３５±．０２３●．９８２±．０１１
ｖｅｈｉｃｌｅ ．９８７±．０１１●．９４０±．０２５●．９６７±．０１８●．９８１±．０１５●．９９１±．００８●．９９０±．００９●．９８６±．００８●．９９３±．００７
ｖｏｔｅ ．９９０±．００７●．９２３±．０８５●．９４０±．０２３●．９１１±．０４１●．９９１±．００６　．９９１±．００６●．９８９±．００９●．９９２±．００６
ｖｏｗｅｌ ．９２３±．０４８●．８１２±．０７５●．９３８±．０３７●．７９９±．０９０●．９４３±．０３５●．９３９±．０４０●．９３３±．０３８●．９５９±．０３１
ｗａｖｅｆｏｒｍ ．９７７±．００４○．９０６±．０１２●．９００±．００９●．９７２±．００４●．９７７±．００４　．９７７±．００４○．９５５±．００８●．９７７±．００４
ｗｉｎｅｒｅｄ ．８２７±．０１６●．７２９±．０１９●．７３５±．０２２●．８０９±．０２０●．８２６±．０１７●．８３０±．０１６●．７９９±．０２１●．８３２±．０１６
ｗｉｎｅｗｈｉｔｅ．８３４±．０１０●．７０２±．０１７●．７３８±．０１５●．８２８±．０１１●．８３３±．０１０●．８３５±．０１０　．８０４±．０１３●．８３６±．０１０
Ａｖｅｒａｇｅ ０．８８５ ０．７８９ ０．８１３ ０．８４３ ０．８９０ ０．８９０ ０．８７７ ０８９３

　　从表２中可以看出，在绝大多数情况下，本文所
提算法都以０．０５的显著性水平优于其它算法．并
且，在全部３５个数据集中，本文所提算法在其中的
２８个数据集上取得了最优的结果．最后一行的平均
值也同样表明本文所提算法的结果是最优的．

本文同样对ＡＵＣ结果进行了０．０５显著性水
平上的Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验．检验结果如图２所示．

图２　各算法ＡＵＣ指标的Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验结果

图２的结论与图１类似，本文所提算法同样取
得了最好的效果．此实验以ＡＵＣ作为评价标准，而
ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔＡＵＣ直接以ＡＵＣ作为优化目标，
因此取得了比ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔＥｒｒｏｒ更好的效果．同
时，由于分类误差和ＡＵＣ在衡量模型泛化能力上
的一致性［３０］，ＭａｒｇｉｎＷｅｉｇｈｔＥｒｒｏｒ也取得了相当好
的结果．

综合以上图表可以说明，与现有集成方法相比，
本文所提出的权重优化算法具有更好的分类效果和
泛化能力．
７．２．３　参数狆的影响

在算法１中，参数狆充当了准确性和多样性之间
权衡的参数，根据其意义可知，其合理范围为狆＞０．
狆值越大，表示越重视准确性，狆值越小，则表示越
重视多样性．

如６．１节所述，参数狆和λ之间存在较强的关

联．在实际的应用中，可以将狆值固定为一个常数，
然后使用网格搜索的方法确定λ值．在上述实验中，
我们将狆固定为基分类器的一半，即狆＝５０，并对λ
在集合｛１０－５，１０－４，１０－３，１０－２，１０－１｝内进行了网格
搜索．

为了研究参数狆对算法１效果的影响，我们使
用不同的狆值在３５个数据集上进行了实验，对应的
λ值则通过网格搜索确定．

图３展示了取不同狆值时算法１在全部３５个
数据集上的平均分类误差和ＡＵＣ结果．从图中可
以看出，狆值对分类效果影响不大，尤其在狆４０之
后，分类效果几乎不再产生变化．这主要是由于λ是
通过网格搜索自动的适应不同的数据集和不同的狆
值的，因此狆值的变化没有对最终结果产生明显影响．

图３　分类误差和ＡＵＣ随参数狆的变化曲线
因此，本文所提算法对参数狆并不敏感，从而

具有较强的应用价值．

８　结　论
本文从泛化误差的分解理论出发，首先给出了

ＡＵＣ的分解定理，然后基于这两种分解理论，讨论
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了泛化误差、ＡＵＣ、多样性与间隔之间的关系．本文
的理论结果表明，最大化间隔在降低了集成模型的经
验误差的同时，也会降低集成模型的多样性，这使得
通过最大化间隔方法得到的集成模型往往会过拟合．

在理论结果的基础上，本文提出了两种新的基
分类器权重优化算法，来分别最优化集成模型的分
类误差和ＡＵＣ．算法通过求解一个二次优化问题，
来实现准确性和多样性之间的最佳平衡．本文所提
出的算法不仅简单高效，而且在３５个公开实验数据
集上的结果表明，在０．０５的显著性水平上，本文算
法在绝大多数情况下都优于其它常用的集成方法．
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附录１．
１　泛化误差分解中各项与间隔的关系

在分类问题中，最常用的损失函数包括对数损失和指数
损失．对于一个集成模型犎（狓），以这两种损失函数评价的
泛化误差的形式分别为犈犇｛ｌｏｇ（１＋犲－狔珚犳）｝和犈犇｛犲－狔珚犳｝．以
对数损失为例，可以得到下面结论

ｍｉｎ犈ｍｉｎ犈犇｛ｌｏｇ（１＋犲－狔珚犳）｝
容易看出，间隔狔珚犳越大，集成模型的误差犈越低．

参考文献［１３］已经证明，对于二分类问题，在基分类器
的输出犳α满足犳α∈｛－１，＋１｝时，犈、珚犈和珡犃三项均只与间隔
有关，并且

ｍｉｎ珚犈ｍａｘ犈犇｛狔珚犳｝
文章还证明，使用对数损失作为损失函数时，

ｍａｘ珡犃ｍｉｎ犈犇｛ｌｏｇ（犲
狔珚犳
２＋犲－

狔珚犳
２）｝

使用指数损失作为损失函数时，
ｍａｘ珡犃ｍｉｎ犈犇犲－犲

－１

２狔珚犳＋犲－狔珚｛ ｝犳
无论是哪种情况，在狔珚犳过大时，都会导致分歧项珡犃降低，从
而使得多样性变低．

由此可见，对于二分类问题，在犳α∈｛－１，＋１｝的情况
下，正文第５节所述的三个结论均成立．
２　犃犝犆分解中各项与间隔的关系

ＡＵＣ是一种成对损失，使用ＡＵＣ衡量集成模型性能
时，Δ犳ｅｎｓ犻犼＝犎（狓＋犻）－犎（狓－犼）为集成模型的间隔．

根据定理３和定理４中!

ｅｎｓ的定义，以对数损失为例，可
以得到

ｍｉｎ!

ｅｎｓｍｉｎ１
狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１
ｌｏｇ（１＋犲－Δ犳

ｅｎｓ
犻犼）

可以看出，间隔Δ犳ｅｎｓ犻犼越大，集成模型的误差!

ｅｎｓ越低．
为了说明间隔Δ犳ｅｎｓ犻犼越大，基分类器的平均损失!

—越低，
下面给出一个关于

!

—的定理．
定理５．　在定理３和定理４中，若损失函数犾（·）为单

调下降的凸函数（如对数损失和指数损失等），且基分类器的
输出犺（狓）满足犺（狓）∈｛０，１｝，那么平均间隔越大，则基分类
器的平均损失

!

—越低．
证明．　根据泰勒定理，函数犾（Δ犳α犻犼）可以在０点附近展

开为
犾（Δ犳α犻犼）＝犾（０）＋犾′（０）Δ犳α犻犼＋∑

＋∞

狀＝２

犾（狀）（０）
狀！ （Δ犳α犻犼）狀

在犺（狓）∈｛０，１｝的情况下，Δ犳α犻犼∈｛－１，０，１｝，因此有

（Δ犳α犻犼）狀＝
Δ犳α犻犼，狀＝１，３，５，…
狘Δ犳α犻犼狘，狀＝２，４，６｛ ，…

对犾（Δ犳α犻犼）加权平均，可得

∑αωα犾（Δ犳α犻犼）＝犾（０）＋∑狀＝２，４，６，…
犾（狀）（０）
狀！∑αωαΔ犳α犻［ ］犼 ＋

犾′（０）＋∑狀＝３，５，７，…
犾（狀）（０）
狀［ ］！ Δ犳ｅｎｓ犻犼

令
犃＝∑狀＝２，４，６，…

犾（狀）（０）
狀！ ，犅＝∑狀＝３，５，７，…

犾（狀）（０）
狀！

考虑到
犾（１）＝犾（０）＋犾′（０）＋犃＋犅
犾（－１）＝犾（０）－犾′（０）＋犃－犅

可知
犃＝犾（１）＋犾（－１）２ －犾（０）

犅＝犾（１）－犾（－１）２ －犾′（０）
因此

∑αωα犾（Δ犳α犻犼）＝犾（０）＋犾（１）＋犾（－１）
２ －犾（０［ ］）·

∑αωαΔ犳α犻犼＋犾
（１）－犾（－１）

２ Δ犳ｅｎｓ犻犼
由于犾（·）为单调下降的凸函数，因此

犾（１）＋犾（－１）
２ －犾（０）０，犾（１）－犾（－１）２ ＜０

再对所有正负样本对求和，即可得到

!

—＝∑αωα!α∝－１
狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１
Δ犳ｅｎｓ犻犼

注意到１
狀＋狀－∑

狀＋

犻＝１∑
狀－

犼＝１
Δ犳ｅｎｓ犻犼为集成模型的平均间隔，因此平均

间隔越大，集成模型的平均损失
!

—越低． 证毕．
下面将以对数损失为例说明，间隔越大，基分类器之间

的分歧
"

—越低．
使用对数损失函数时，

犾（Δ犳ｅｎｓ犻犼）＝ｌｏｇ（１＋犲－Δ犳
ｅｎｓ
犻犼）

根据定理５的证明，可知

∑αωα犾（Δ犳α犻犼）＝－１２Δ犳ｅｎｓ犻犼＋犉
其中犉＝犾（０）＋犾（１）＋犾（－１）

２ －犾（０［ ］）∑αωαΔ犳α犻犼．因此

"

—∝∑αωα犾（Δ犳α犻犼）－犾（Δ犳ｅｎｓ犻犼）＝
－ｌｏｇ（犲Δ犳

ｅｎｓ
犻犼／２＋犲－Δ犳ｅｎｓ犻犼／２）＋犉

可以看出，间隔Δ犳ｅｎｓ犻犼越大，基分类器之间的分歧"

—越低．
同理可以验证类似的结论对指数损失的情况也是成

立的．
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