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收稿日期：２０１６０５２９；在线出版日期：２０１７０８２９．本课题得到国家自然科学基金（６１４０２０７７，６１４３２００３，６１３２８２０６，１１１７１０５２，６１８７６０３０）、
教育部新世纪优秀人才支持计划（ＮＣＥＴ１１００４８）资助．贾　棋，女，１９８３年生，博士，副教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究方
向为数字图像处理、计算机视觉．Ｅｍａｉｌ：ｊｉａｑｉ＠ｄｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．于美玉，女，１９９２年生，硕士研究生，主要研究方向为计算机视觉．樊　鑫
（通信作者），男，１９７７年生，博士，教授，主要研究领域为计算机视觉、图像处理．Ｅｍａｉｌ：ｘｉｎ．ｆａｎ＠ｄｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．高新凯，男，１９９３年生，硕
士研究生，主要研究方向为计算机视觉．郭　禾，男，１９５５年生，博士，教授，主要研究领域为并行与分布式计算、计算机视觉．

基于曲率分级的形状编码及识别方法
贾　棋　于美玉　樊　鑫　高新凯　郭　禾

（大连理工大学国际信息与软件学院　辽宁大连　１１６６２１）

摘　要　形状识别是计算机识别领域中的基本问题，可以广泛地应用于对象识别、图像检索、图像配准、目标追踪
等各个领域．现在的形状识别方法主要利用形状轮廓上采样点的相关性形成特征描述子，在实际应用中由于缩放、
旋转、仿射、射影等变换，无法获取采样点之间的对应关系，形状匹配时间长，识别率低．为了克服基本的特征描述
子的局限性，该文提出了一种基于曲率分级的形状编码方法．首先，将射影不变量引入到形状的基本表示中，以保
证形状描述在各种变换下的稳定性；其次，以形状轮廓段为基本编码单位，对基本的描述子进行聚类编码；最后，
为了使编码结果更好地代表形状轮廓信息，作者采用一种对轮廓段曲率分级的方式，将不同曲率级别的编码用
ｍａｘ＿ｐｏｏｌｉｎｇ的方式提取特征作为形状的最终编码．在通用数据库上的实验表明，该方法可以有效地识别在射影变
换下的形状，识别率高达９８％，较基本的特征描述子提高了近１０％，与其它基于编码的方法相比也有一定的优势．

关键词　形状识别；射影变换；轮廓段；特征编码
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ａｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ．Ｇｉｖｅｎａｓｅｔｏｆｔｒａｉｎｉｎｇｓｈａｐｅｓａｎｄｃａｔｅｇｏｒｙｌａｂｅｌｏｆｅａｃｈｔｒａｉｎｉｎｇｓｈａｐｅ，
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ｓｈａｐｅｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓｏｆｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｈａｐｅｓ．Ｔｈｕｓｓｈａｐｅｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｉｓａｋｅｙｐｏｉｎｔｉｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ
ｔａｓｋ．Ｆｏｒｔｈｅｓｅａｐｐｒｏａｃｈｅｓ，ｔｈｅｙｈａｖｅｓｉｍｉｌａｒｐｒｏｃｅｓｓｅｓｔｏｅｘｔｒａｃｔｓｈａｐｅｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓ，Ｆｉｒｓｔ，ｔｈｅ
ｃｒｉｔｉｃａｌｐｏｉｎｔｓｏｆｔｈｅｓｈａｐｅｓａｒｅｅｘｔｒａｃｔｅｄａｎｄｔｈｅｎｔｈｅｒｅｌｅｖａｎｃｅｏｆｃｏｎｔｏｕｒｐｏｉｎｔｓｉｓｃｏｍｐｕｔｅｄ，ｉｎ
ｇｅｎｅｒａｌ，ｔｈｅｒｅｌｅｖａｎｃｅｗｏｕｌｄｂｅｒｅｇａｒｄｅｄａｓｆｅａｔｕｒｅｓｏｆｔｈｅｓｅｐｏｉｎｔｓ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｓｈａｐｅｆｅａｔｕｒｅｓａｒｅ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄａｓｔｈｅｆｅａｔｕｒｅｓｏｆｅａｃｈｐｏｉｎｔ．Ａｆｔｅｒｇｅｔｔｉｎｇｔｈｅｓｈａｐｅｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓ，Ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅｓ
ｂｅｔｗｅｅｎｑｕｅｒｙｓｈａｐｅａｎｄｔｒａｉｎｉｎｇｓｈａｐｅｓａｒｅｃｒｕｃｉａｌｆｏｒｍａｔｃｈｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｍａｔｃｈｉｎｇｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ，
ｓｕｃｈａｓＨｕｎｇａｒｉａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｄｙｎａｍｉｃｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ａｒｅｗｉｄｅｌｙｕｓｅｄｉｎｆｅａｔｕｒｅｍａｔｃｈｉｎｇ．
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Ｔｒａｉｎｉｎｇｓｈａｐｅｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｍａｔｃｈｉｎｇｃｏｓｔｓａｒｅｃｌａｓｓｉｆｉｅｄ，ａｎｄｔｈｅｔｅｓｔｉｎｇｓｈａｐｅａｒｅｍａｔｃｈｅｄｂｙ
ｔｈｅｎｅａｒｅｓｔｎｅｉｇｈｂｏｒ（ＮＮ）ｃｌａｓｓｉｆｉｅｒ．Ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｓｏｆｒｅｃｏｇｎｉｚｉｎｇｓｈａｐｅｓｗｉｔｈｏｕｔｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ
ｓｕｃｈａｓｓｃａｌｉｎｇ，ｒｏｔａｔｉｏｎ，ａｆｆｉｎｅ，ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ｃａｎａｃｈｉｅｖｅｈｉｇｈｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｉｎ
ｏｕｒｄａｉｌｙｌｉｆｅ，ｔｈｅｒｅａｒｅｆｅｗｓｈａｐｅｓｗｉｔｈｏｕｔｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．Ｄｕｅｔｏｔｈｅｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄ
ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｍｅｎｔｉｏｎｅｄｅａｒｌｉｅｒｃａｎｎｏｔｗｏｒｋａｓｂｅｔｔｅｒａｓｗｅｅｘｐｅｃｔｅｄ．Ｗｈｅｎｔｗｏｓｈａｐｅｓａｒｅ
ｄｅｆｏｒｍｅｄ，ｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌｐｏｉｎｔｓｏｆｔｗｏｓｈａｐｅｓａｒｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｏｍｅａｃｈｏｔｈｅｒ，ｔｈｕｓｉｔｉｓｄｉｆｆｉｃｕｌｔｔｏ
ｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅｓｏｆｔｈｅｓａｍｐｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓ．Ａｎｏｔｈｅｒｉｍｐｏｒｔａｎｔｒｅａｓｏｎｉｓｔｈａｔｔｈｅｌｏｗｌｅｖｅｌ
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ｉｎｔｒｏｄｕｃｅａｎｅｗｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｉｎｖａｒｉａｎｔａｎｄｕｓｅｉｔｔｏｄｅｓｃｒｉｂｅｔｈｅｆｅａｔｕｒｅｓｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓ．Ｔｈｅ
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ｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓａｒｅｃｌｕｓｔｅｒｅｄａｎｄｃｏｄｅｄｂａｓｅｄｏｎｃｏｎｔｏｕｒｆｒａｇｍｅｎｔｓ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｃｏｎｔｏｕｒｆｒａｇｍｅｎｔｓａｒｅ
ｇｒａｄｅｄｂｙｃｕｒｖａｔｕｒｅａｎｄｔｈｅｆｉｎａｌｃｏｄｅｓａｒｅｅｘｔｒａｃｔｅｄｂｙｍａｘｐｏｏｌｉｎｇｓｔｒａｔｅｇｙ．Ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄ
ｍｅｔｈｏｄａｒｅｔｅｓｔｅｄｏｎｓｅｖｅｒａｌｐｕｂｌｉｃｓｈａｐｅｓｅｔｓ，ａｎｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｏｕｒｍｅｔｈｏｄｃａｎｒｅｃｏｇｎｉｚｅ
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１　引　言
形状是描述对象、理解对象的重要线索，不仅可

以描述目标物的拓扑结构，对颜色、纹理和光照的变
化也具有一定稳定性．因此，形状在很多领域中得到
了应用，比如目标识别、图像检索、目标追踪等．随着
轮廓提取技术的发展，基于形状的识别问题变得越
来越有实用价值，同时受到了业内外更多的关注．通
常来说，形状识别可以被视作一种分类问题．给定一
组带有类别的形状集合，然后通过分类算法对测试
的形状进行分类．传统的形状识别算法通常基于两
个不同形状的形状特征的匹配程度，这些传统形状
识别算法有着相似的过程：提取形状特征，使用形状
匹配算法如动态规划算法计算形状特征之间的匹配
程度，然后对各个形状的匹配程度进行排序，最后根
据排序的结果，使用最近邻算法完成形状识别分类．
从形状识别的过程可以看出，形状特征是完成形状
识别工作的基础，而后面的识别工作都需要依赖形
状特征，所以形状特征的提取是目标识别中的关键
步骤，优秀的描述子应该具有很强的区分性，因为一
些形状具有局部相似性，差异度很小．而且在实际应
用中，目标形状可能发生一系列几何变换，如平移、

旋转、射影变换等．因此如何提取形状在几何变换前
后的不变特征也成为了形状识别领域的重要问题．

现有的形状描述子．多以轮廓采样点的位置
或角度关系作为特征，其中最经典的是形状上下文
（ＳｈａｐｅＣｏｎｔｅｘｔ，ＣＳ）［１］，通过统计采样点的分布
信息作为描述子．后续一系列的方法在其基础上进
行改进，如内部距离上下文（ＩｎｎｅｒＤｉｓｔａｎｃｅＳｈａｐｅ
Ｃｏｎｔｅｘｔ，ＩＤＳＣ）［２］，近年来比较有代表性的是Ｈｅｉｇｈｔ
Ｆｕｎｃｔｉｏｎ［３］，利用采样点之间的距离作为描述子，计
算简单，识别率也有一定程度的提高．这类方法可
以解决基本形状的识别问题，但是无法使形状描述
在实际应用中的仿射、射影等变换下保持稳定．针对
这一问题，文献［４］将交比引入到形状的识别中，文
献［５］利用二次曲线之间的系数关系作为射影不变
特征描述子．我们在之前的工作中也通过引入新的
仿射及射影不变量特征比［６］和基于特征数的层次化
上下文［７］对形状进行描述，提高了形状在各种变换
下识别的正确率．然而这类方法依然需要通过对采
样点的对齐来实现特征之间的比较和匹配，在实际
应用中采样点之间严格的对应关系是无法获取的．
因此，如何突破基本特征描述子的局限是形状识别
中亟待解决的问题．

人类在观察２Ｄ形状时，很容易通过简单的线
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条了解形状各部分之间的结构关系所代表的含义．
然而，目前计算机视觉领域对形状特征的表示处于
用相应的特征值来表示基本元素位置关系的水平，
不利于形状的描述及识别．认知学的研究结果表明
高层次的特征更接近图像、目标物在人类大脑中的
印象，更利于识别和理解［８］．在纹理信息的高层次特
征表示方面，最具代表性的就是“词袋”模型［９］．受该
思想的启发，文献［１０］和文献［１１］也分别通过对角
度信息和轮廓段进行编码实现对形状的高层次的理
解和表示．然而如何将视觉不变特征与高层表示进
行融合，以及如何选取更好的编码对形状进行表示
仍然是形状表示的重点和难点．

本文以特征数为基础，通过对特征编码与曲率分

级的结合形成形状描述子，实现了形状射影不变特征
的提取及形状的识别．图１是本文方法的流程图，
我们首先用离散轮廓进化算法（ＤｉｓｃｒｅｔｅＣｏｎｔｏｕｒ
Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＣＥ）［１２］将形状分解成轮廓段．然后使用
层次化的方法获取轮廓段的射影不变的特征表示，并
进一步对每个轮廓段采用基于局部约束的线性编码
（ＬｏｃａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔＬｉｎｅａｒＣｏｄｉｎｇ，ＬＬＣ）［１３］方式进行
编码．考虑到具有不同曲率程度的轮廓段往往具有不
同的信息，所以在计算轮廓段特征的同时，还要计算
轮廓段的曲率，并且排序．本文选择曲率位于所有轮
廓段曲率前６０％的轮廓段，划分曲率级别，在每个曲
率级别内使用ｍａｘ＿ｐｏｏｌｉｎｇ获得形状的特征描述．在
形状识别阶段，采用线性支撑向量机达到识别的目的．

图１　算法流程图

本文的方法主要有以下贡献：
（１）将射影不变特征描述子引入形状的高层次

特征表示中．
（２）对基本描述子进行特征编码，突破采样点

的对应关系，形成形状的更高层次描述．
（３）利用曲率分级使提取到的特征区分性更强．
本文第２节中介绍本领域的相关工作；第３节

以基本的特征描述子为基础进行编码及曲率分级，
形成对形状的最终表示；第４节是实验结果及分析；
最后总结全文．

２　相关工作
对形状特征的研究由来已久，从其构造的方法

上来分基本可以分为基于度量信息的特征描述子、
基于仿射、射影不变量的特征描述子及基于编码的

特征描述子．
２．１　基于度量信息的特征描述子

基于度量信息的特征描述子主要利用距离、角
度等度量信息．

形状上下文［１］是这类描述子中最经典的描述子
之一．该方法需要对轮廓均匀采样，统计其他点在以
该点为中心的极坐标系统中的分布情况，获得该点
的统计直方图，用直方图之间的差值表示两个形状
的相似度．这种描述子具有旋转、伸缩、平移不变性．
但是无法解决类内部形变问题而且对噪声鲁棒性
差．为了解决这些问题，文献［２］中使用内部距离代
替欧氏距离，形成了内部距离形状上下文描述子，这
种方法对形状绞合关节的变性有很好的保持作用．
文献［１４］使用多项式拟合提取特征点的方法增强了
形状上下文描述子对于平移，旋转和尺度变换的鲁
棒性．文献［１５］提出了一种基于多弦长函数的傅里
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叶描述子，这种方法首先在轮廓上取点，然后将轮廓
分为等弧长的段，轮廓函数由轮廓中提取的点到弧
各个端点的距离表示．这种方法计算简单而且可以
描述形状的总体和细节信息这种方法具有旋转、伸
缩、平移不变性．文献［３］中介绍了高度函数描述子，
一个点的特征由其他点到该点的距离表示，这种方
法计算速度快，识别率也有一定的提升．文献［１６］利
用方向直方图提出方向上下文直方图（Ｈｉｓｔｏｇｒａｍ
ＯｆＯｒｉｅｎｔａｔｉｏｎＳｈａｐｅＣｏｎｔｅｘｔ，ＨＯＯＳＣ），这种描述
子可以在图像反转的情况下保持不变．文献［１７］在
形状上下文的基础上添加了符号串的表示方法，并
且为了提高形状匹配的精度，作者将该工作的重心
放在形状元素的对齐即对应关系的确定方面上．该
方法首先通过动态规划对采样点进行预匹配，去除
无法匹配的异常点，然后使用Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ分析方法
进行精确的匹配，确定形状之间的对应关系．最后通
过符号串对轮廓点的编码与编辑距离结合的方式得
到形状之间的匹配程度．这种方法不仅获得了两个
形状元素之间的匹配关系也显著地提高了形状匹配
的效果．文献［１８］提出名为距离集的描述子，这种描
述子利用形状轮廓点之间的距离描述形状信息．这
种方法采用局部描述的方式，即使用某一样本点犘
与犛个邻居样本点之间的距离作为样本点犘的局
部描述子．这种方法可以更好地描述形状局部的细
节信息，但是无法在形状发生整体变形时保持不变．
文献［１９］提出的信息特征结合了形状局部特征和全
局特征，并且使用角度信息作为度量信息，全局特征
也将角度信息作为衡量的方法，考察目标轮廓点和
其他轮廓点的夹角关系，也就是将距离约束转换为
角度约束．
２２　基于仿射、射影不变量的特征描述子

在实际应用中，由于不同拍摄角度的影响，形状
均存在不同程度的仿射及射影变换，如何使形状特
征描述子在各种情况下保持稳定，成为了亟待解决
的问题，所以人们又提出了一些具有仿射、射影不变
性的描述子．交比是一种基本的射影不变量，它具有
构造简单，计算速度快等优点，它的透视不变性已经
广泛的应用在经过各种透视变换后图像的识别工作
中．二进小波［２０］、余弦转换［２１］是比较典型的仿射不
变描述子．文献［２２］给等仿射不变量增加了相似度
不变性并且提出了仿射不变半度量．早在１９９８年，
具有射影不变性的交比就被用于构造平面形状的描
述子［２３］，文献［４］用共线４点的交比作为描述子，一
些其他射影不变量如共面圆锥曲线对［２４２５］也被用

于构造形状描述子．我们在之前的工作中以特征
比［６］作为描述子，实现了对内部有复杂结构形状的
识别；文献［７］中，我们构造基于特征数的层次上下
文描述子，继承了特征数射影不变性的优点，同时避
免了特征数无法描述形状的情况．
２３　基于特征编码的形状描述子

基于特征编码的形状描述子是一种新兴的描述
子，它使用基本的描述子进行特征描述，然后进行特
征的聚类和编码，最后用编码后的特征进行形状匹
配．文献［１１］等提出了基于轮廓段的编码方法，首先
将形状分为多个轮廓，然后使用形状上下文描述子
描述轮廓段，再使用空间金字塔和ｍａｘ＿ｐｏｏｌｉｎｇ对
特征进行选择，形成形状的描述子．最后使用分类器
进行分类．文献［１０］介绍了另一种编码方式：特征角
编码．首先提取轮廓点，然后计算每个点与其相邻点
连线间的夹角，为了解决尺度问题，又计算该点与两
侧等间距点连线的夹角，然后给每个尺度的夹角一
个权重，再进行编码表示．这类方法的优势是不需要
采样点之间的对应关系，匹配速度快．但是如何选
择合适的编码表示形状仍然是需要进一步研究的
内容．

３　基于曲率分级的形状编码方法
为了用更高层次的信息表示形状，本文采用聚

类编码的方式对底层的特征表示进行进一步处理，
从而避免因采样点对齐而带来的精度损失和匹配时
间消耗．总体来说本文方法分为以下５个部分：轮廓
段提取、轮廓段特征描述、特征编码、曲率分级及编
码表示，基于ＳＶＭ的形状分类．接下来对每个部分
进行详细介绍．
３１　轮廓段提取

轮廓段的提取有多种方法，比如在文献［２６］中
使用的密集采样和基于曲率的采样，但是两种方式
往往无法提取形状轮廓上有意义的轮廓段．因此采
用离散轮廓进化（ＤｉｓｃｒｅｔｅＣｏｎｔｏｕｒＥｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＣＥ）
的方法［１２］，它可以将形状的完整轮廓分解成多个有
意义的轮廓段．ＤＣＥ方法首先以形状轮廓为基础构
造一个多边形，这个多边形是对原轮廓的近似．多边
形的顶点集合为

狊＝｛狊１，狊２，…，狊狏｝ （１）
狏为顶点的数目．顶点的数目是由输入参数τ决定．
对于一个轮廓犛，它的轮廓段集合为犆（犛），轮廓段
犮犻犼为顶点狊犻和狊犼之间的轮廓．所以有
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犆（犛）＝｛犮犻犼｝ （２）
狊犻和狊犼为顶点中的任意两点．注意轮廓犮犼犻和犮犻犼是两
个不同的轮廓段．图２给出每个形状的不同轮廓段
表示，形状分段之后每一段可以基本代表形状的局
部信息．

图２　轮廓段举例

３２　轮廓段特征描述
为了描述轮廓段的射影不变特征，我们使用一种

新的特征描述子———基于特征数的层次上下文描述
子（ＨｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌＣｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃＮｕｍｂｅｒＣｏｎｔｅｘｔｓ，
ＨＣＮＣ）［７］．特征数是一种可以反映给定点固有几何
关系的射影不变量［２７］．

对于每一个轮廓段犮犻犼，我们在轮廓段上均匀选
取由１２个采样点组成的集合犘＝｛犘１，犘２，…，犘１２｝，
针对轮廓段上的任意一个样本点犘犻，我们可以从剩
余样本点中任选４个点，按照如图３所示的方法使
用５个样本点构造并计算特征数；为描述点犘犻与轮
廓段犮犻犼整体的关系，我们使用文献［７］中的方法，在
轮廓段上由粗到精地选取一系列５点的组合，得到
以点犘犻为基础的层次化特征向量即犎犆犖犆犻，最后每
个轮廓的特征向量狓犻犼可由１２个样本点的特征向量
连接成的一个向量表示：

狓犻犼＝［犎犆犖犆１，犎犆犖犆２，…，犎犆犖犆１２］ （３）
狓犻犼∈!

犱×１，犱是特征向量的维度．
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图３　５点特征数三角形构造法

３３　特征编码
考虑到不同形状中可能存在部分点的位置关系

一致，仅仅以点的位置关系作为特征表示并没有体
现形状之间的区别和联系，因此我们需要对形状做
中高层次的表示，这里我们通过编码来实现．获得每
个轮廓段的特征之后，首先进行码书的学习，码书的
学习方法有很多种，其中包括有监督方法［２８２９］和无
监督方法［３０］．其中犽ｍｅａｎｓ［３１］方法既简单又稳定，
所以本文中选取犽ｍｅａｎｓ作为码书的学习方法．我
们随机地选取每幅图像一定数量的特征，然后用
犽ｍｅａｎｓ对选取的特征进行聚类．获得聚类中心的
集合即为码书．

犅＝［犫１，犫２，…，犫犕］∈!

犱×犕 （４）
码书中的每一列代表一个聚类中心，犕为聚类中心
的数目．

根据学习得来的码书对轮廓段特征向量狓犻犼进
行编码；编码之后，每个轮廓段特征由狑犻犼表示．

x

ij

图４　用ＬＬＣ选取离狓犻犼最近的５个码字

传统的编码方法ＶＱ［３２］只使用码书中与特征
狓犻犼距离最近的码字来表示特征狓犻犼，这种方法速度
快但是可能会造成严重的量化错误，特别是当特征
狓犻犼位于一些码字边缘时．为了避免这种错误，我们
使用局部限制线性编码（ＬｏｃａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔＬｉｎｅａｒ
Ｃｏｄｉｎｇ，ＬＬＣ）［１３］，这种方法不仅速度快，而且十分
有效．为了表示特征狓犻犼，首先找到码书中与狓犻犼距离
最近的犽个码字，这犽个码字形成了局部坐标系统，
由犅π犻犼∈!

犱×犽表示，其中π犻犼＝｛π１犻犼，…，π犽犻犼｝为码书犅
中对应特征向量的下标集合．图４空心原点代表特
征，实心圆点代表码字，ＬＬＣ方法为每个特征选择
离它最近的５个码字，形成局部坐标系统．所以犅π犻犼
是一个由码书犅中第π１犻犼，…，π犽犻犼的列构成的矩阵．
特征向量狓犻犼可以由犅π犻犼重构．求解重构系数的过程
即对式（５）求解，并且所求解需要满足式（６）．狑π犻犼描
述了狓犻犼与犅π犻犼之间的局部几何关系即犅π犻犼中各个向
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量对狓犻犼重构的贡献度．狓犻犼编码后的表示为狑犻犼∈
!

犱×１，其中π１犻犼，…，π犽犻犼对应位置的值为狑π犻犼中的值，
其他位置的值设置为０．

ｍｉｎ
狑π犻犼
狓犻犼－犅π犻犼狑π犻犼２ （５）

１Ｔ狑π犻犼＝１ （６）
３４　曲率分级及编码表示

在一个形状中，轮廓段存在很多相似性，如果都
用来表示形状就会造成数据的冗余，同时一些明显
的形状轮廓段也无法在编码过程中很好的代表该形
状的特征．因此，本文通过对轮廓段进行曲率分级，
将不同曲率层次的轮廓段集中在一起，并用统一的
编码方式来代表．同时考虑到不同形状曲率分布的
不同，我们采用了多种分级的方式，目的是能够从多
尺度多侧面地反映可能代表每个形状的不同曲率的
段的编码表示．

曲率衡量了物体的弯曲程度，是形状包含的基
本描述量．Ｃａｒｔａｎ等人［３３］证明了对于平面可微曲
线，曲线的曲率和曲率的一阶微分可以完全决定曲
线．而且曲率具有旋转和缩放、平移不变性．由于曲
率的重要作用，本文使用曲率作为形状最后特征提
取的基本准则．

+

+

+

-

图５　计算轮廓段的曲率

下面给出获取形状最终表示的方法．在获取每
个形状的轮廓段集合犆（犛）后，计算每个轮廓段的曲
率，计算轮廓段曲率的方法如图５所示，图中的黑点
表示轮廓段上的样本点，轮廓段的曲率是图中所有
角度值的和．然后将所有轮廓段曲率从大到小进行
排序．选取曲率位于所有曲率前６０％的轮廓段，再
使用不同的曲率间隔划分轮廓段．本文方法中曲率
间隔选取１０％，１２％，１５％，２０％，３０％，６０％．根据
不同的曲率间隔，可以将选取的轮廓段划分为６，５，
４，３，２，１个子集合，一共２１个子集合．然后在每个
子集合犛犛狉（１狉２１，且为整数）中使用ｐｏｏｌｉｎｇ获
得每个子集合的特征．轮廓段特征向量狑犻犼中每个数
字大小表示对应码字的响应，ｍａｘｐｏｏｌｉｎｇ可以获得
每个码字上最大的响应，这样获取的特征更具有代
表性［３０３６］．ｍａｘｐｏｏｌｉｎｇ后子集合特征的向量的大

小与狑犻犼相同．每个子集合最后的特征表示为
犳（犛，狉）＝ｍａｘ（狑狕狕∈犛犛狉） （７）

每个子集合特征向量连接成一个向量后即为一个形
状的最终特征向量：

犳（犛）＝犳（犛，１）Ｔ，…，犳（犛，２１）［ ］ＴＴ （８）
不同曲率的轮廓段可以描述不同的形状特征，

有的轮廓段曲率大，但是对于识别形状的作用很小，
而有的轮廓段曲率小，但是对于识别一个形状很重
要．本文方法选取曲率前６０％的轮廓段考虑了具有
不同曲率的轮廓段．这对于描述一个形状很有帮助．
而且在每个曲率间隔内使用ｍａｘｐｏｏｌｉｎｇ技术，更
加准确的提取了各个曲率间隔内形状的特征信息．
３５　基于犛犞犕的形状识别方法

在获得每个形状的最终表示向量后，本文使用
支撑向量机对各个形状进行分类．因为形状有很多
种，所以需要使用多类别支撑向量机［３７］．给定用于
训练的形状集合｛犳犻｝，集合中的每个形状都有自己的
类别狔犻∈［１，…，犖］．犖是形状类别数目．文献［３７］
中的多类别支撑向量机可以用于解决如下优化问题：

ｍｉｎ
ω１，…，ω犖∑

犖

狀＝１
ω狀２＋λ∑犻ｍａｘ（０，１＋ωＴ狉犻犳犻－ωＴ狔犻犳犻）（９）

这个优化问题的左侧是正规项，右侧是损失函数参
数λ控制正规项之间的相对权重．文献［３８］中提
出的ｏｆｆｓｈｅｌｆ向量机解决器ＬｉｂＬｉｎｅａｒ可以解决上
面的优化问题．在测试阶段，测试形状的类别使用
式（１０）进行预测．

狔^＝ａｒｇｍａｘ
狀∈［１，…，犖］

ωＴ狀犳 （１０）

４　实验及分析
为了验证本文提出的形状表示方法的射影不变

性及区分性，我们在多个标准数据集上进行了测试．
根据实验结果，我们又进行了对应的性能分析．

在本节中我们首先对实验的参数选择方法提供
一定的验证，其次通过和现有方法的比较验证本文
方法的有效性，然后通过在射影变换数据库上的实
验证明本文方法在该方面的优势，并进一步通过噪
声实验证明本文方法通过编码后可以有效地抑制噪
声的影响，最后分析对比方法及本文方法形状提取
部分的时间复杂度．
４１　实验参数设置

本小节对影响分类准确率的参数进行了实验分
析，其中涉及到的参数有：（１）构造特征数样本点数；
（２）轮廓段曲率百分比；（３）计算轮廓段特征样本点
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数；（４）计算轮廓段曲率的间隔点数；（５）码书大小．
为了选出可以平衡分类准确率及效率的各个参

数值．我们在通用数据集ＭＣＤ［３９］上使用两种测试
方法：一半训练一半测试和只留一个测试［１１，２６，４０］．这
两种测试方法被用于测试各个参数取不同值时，本
文方法的分类准确率，然后根据实验结果选取合适
的参数值．ＭＣＤ数据集包含从ＭＰＥＧ７［４１］数据集
选择的４０个形状目录．每个目录包含的１４个样本
由同一个基本形状经过变换得来，其中７个样本是
使用数码相机从７个不同的视角拍摄得来，另外
７个样本为前７个样本的镜面反射．所以ＭＣＤ一共
有５６０（４０×１４）个形状．图６是ＭＣＤ数据集一个目
录的示例形状．一半训练一半测试，即在每个目录下
随机选取形状数目的一半用于训练，另一半用于测
试，这类测试执行十次，然后取十次的平均值；只留
一个测试，采取经典的“留一法”，即每类形状中只留
一个测试，其他的形状用于训练．

图６　ＭＣＤ数据集示例形状

４．１．１　构造特征数样本点数

H

C

D

B

F

J

A

I

E

图７　６点特征数

由附录１可知，构造射影不变量至少需要共面
５点，但是并没有具体样本点数，所以我们在ＭＣＤ
数据集上测试构造特征数样本点数对形状识别性能
的影响，然后选取合适的样本点数构造特征数．文献
［４２］使用６点特征数作为射影不变量，如图７所示，
点犃，犐，犆，犎，犅，犑被用于构造６点特征数，具体的
构造方法见文献［４２］．所以我们使用５点和６点分
别构造特征数，然后计算层次上下文，最后在数据集
ＭＣＤ上测试它们的性能．如图８所示，５点特征数
和６点特征数之间的性能差很小，几乎可以忽略．但
是当使用６点特征数构造层次上下文时，形状描述
子的平均计算时间为２．１ｓ；使用５点特征数时，时
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图８　５点特征数构造层次上下文和６点特征数构造层次
上下文在ＭＣＤ数据集上准确率召回率曲线

间为１．６３ｓ．与５点特征数相比，６点特征数可以提
取更多的几何信息，但是层次上下文的构造方法即
可充分的描述形状轮廓信息．所以本文选取５个样
本点构造特征数．
４．１．２　轮廓段曲率百分比
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图９　轮廓段曲率百分比对分类准确率的影响

不同曲率百分比的轮廓段所包含特征的区分性
不同．因此我们测试了不同曲率百分比的轮廓段对
分类准确率的影响，然后选出了最佳的曲率百分比．
如图９所示，轮廓段曲率百分比分别取２０％，４０％，
６０％，８０％，１００％．从图中可以看出，当曲率百分比
从２０％增加到６０％时，两类测试的分类准确率都显
著提高，一半训练一半测试提高了近３％，只留一个
测试提高了２％．曲率百分比从６０％增加到１００％
时，两类测试分类准确率都没有显著提高；而且在
８０％时，一半训练一半测试实验中还出现了准确率
下降的情况．由于本文方法根据曲率对所有轮廓段
进行排序，曲率大的轮廓段包含的特征更具区分性，
随着曲率的降低，轮廓段所包含特征的区分性也随
之下降．所以当轮廓段百分比从２０％增加到６０％
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时，分类准确率有显著提高，但是从６０％增加到
１００％时，分类准确率没有显著提升．所以我们选取
曲率前６０％的轮廓段计算形状特征．
４．１．３　计算轮廓段特征样本点数

计算轮廓段特征样本点数越多，所描述的轮廓
段信息越丰富，但是所需的计算时间也随之增加，
为了平衡二者，我们测试了在不同样本点数的情况
下，分类准确率的变化，然后根据实验结果选出合适
的样本点数．样本点数分别取５、７、１０、１２、１５、１８．如
图１０所示，当样本点数为１２时，本文方法在两类测
试中都可以获得较高的分类准确率．当样本点数少
于１２点时，分类准确率均低于１２点的分类准确率；
样本点数为１８点时，在一半训练一半测试实验中，
分类准确率为９７．７８％，稍高于１２点的９７．６８％，但
是在只留一个测试实验中，１８点的分类准确率为
９８．３９％，低于１２点的９８．９３％．增加样本点数将会
增加计算量而且不能显著提高分类准确率．因此在
计算轮廓段特征时，选取１２个样本点．
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图１０　计算轮廓段特征样本点数对分类准确率影响

４．１．４　计算轮廓段曲率的间隔点数
由３．４节可知，我们需要根据轮廓段的曲率对

轮廓段进行分级，而计算轮廓段曲率的间隔点数影
响着轮廓段的曲率，所以我们需要选择合适的间隔
点数．本小节测试了不同间隔点数对本文方法分类
准确率的影响，然后根据实验结果，选择合适的间隔
点数．如图１１所示，分别选取３、５、７、９、１１点作为计
算轮廓段曲率的间隔点数．当取５点时，本文方法在
两类测试中均可以获得较高的分类准确率，一半训
练一半测试实验中的分类准确率为９７．６８％，只留一
个测试实验中的分类准确率为９８．９３％．取７点时，只
留一个测试的分类准确率为９９．１％，稍高于高于５点
的９８．９３％，但是一半训练一半测试实验中，７点的

分类准确率为９７．２８％，低于５点的分类准确率．所
以在计算轮廓段曲率时，我们选取５点作为间隔．
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图１１　计算轮廓段曲率的间隔点数对分类准确率的影响

４．１．５　码书大小
最后，我们在ＭＣＤ数据集上测试了码书大小

对分类准确率的影响．如图１２所示，码书大小为
１８００时左右时，本文方法在两类测试中均有很高的
准确率，所以本文将码书的大小设置为１８００．
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图１２　码书大小对分类准确率的影响

４２　犕犘犈犌７数据集
ＭＰＥＧ７数据集在形状分析领域有着广泛的

应用．它有７０个目录，每个目录包含一类形状，每类
形状有２０个不同的形状，所以ＭＰＥＧ７一共包含
１４００（７０×２０）个形状．图１３是ＭＰＥＧ７数据集中
的一些形状．

图１３　ＭＰＥＧ７数据集示例形状
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由表１可以看出，本文的识别率与其他方法相
当，略高于Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ［４０］和Ｓｋｅｌｅｔｏｎｐａｔｈｓ［４０］．
其中ＢＣＦ［１１］的识别率最高达９６．９１％，本文方法识
别率略低的主要原因是本文采用几何不变关系对点
的位置进行表示，这种约束性较强，ＭＰＥＧ７数据库
中每一类有很多变化比较大的形状，它们之间的变化
不满足射影不变性，因此可能会对识别率略有影响．

表１　犕犘犈犌７数据集上的分类准确率对比
方法 分类准确率／％

一半训练一半测试只留一个测试
Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ［２６］ ９０．９０ ９７．９３
Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ［４０］ ９１．１０ —
Ｓｋｅｌｅｔｏｎｐａｔｈｓ［４０］ ８６．７０ —
ＩＣＳ［４０］ ９６．６０ —
Ｐｏｌｙｇｏｎａｌｍｕｌｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ［４３］ — ９７．５７
Ｓｔｒｉｎｇｏｆｓｙｍｂｏｌｓ［４４］ — ９７．３６
ＢＣＦ［１１］ ９６．９１ ９８．２８
本文方法 ９２．７７ ９６．２９

为了验证本文方法在各种变换下的稳定性，我
们进一步测试本方法在其他的数据集上的稳定性，
如ＭＣＤ、ＰＬＤ［４５］．这两类数据集中由受到不同变换
的形状组成，所以常被用于测试方法在多种变换中
的稳定性．
４３　犕犆犇数据集

由表２的结果可以看出，在一半训练一半测试
实验中，我们的方法比Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ的准确率
高３０％，比Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ高３７％，比ＢＣＦ方法
的分类准确率高１９％，准确率高达９７％；在每类形
状只留一个测试的实验中，我们的方法比Ｃｌａｓｓ
ｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ高近２５％，比Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ高３０％，
比ＢＣＦ高１２％，准确率高达９８％．为了证明本文方
法对于各类射影变换形状的分类均具有较高的准确
性．我们测试了本文方法及其对比方法在ＭＣＤ数据
集各个类别的分类准确性．ＭＣＤ数据集共有４０个
类别，数目较多，所以本文中我们随机选取了１０个
类别作为对比．图１４为１０个类别的示例形状．如
表３的实验结果所示，本文方法在９个类别中均获
得了１００％的分类准确率，只有在类别１２中获得了
７８．５７％的分类准确率，但是仍然高于方法Ｃｌａｓｓ
ｓｅｇｍｅｎｔｓｓｅｔ，Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ和ＢＣＦ在类别１２
中的分类准确率；方法ＢＣＦ只在５个类别中获得了
１００％的准确率，在其他５个类别中均获得不超过
８６％的准确率，其中类别１２的准确率仅为５０％；方
法Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ仅在类别２２，３０，２５，２０中获
得了超过９０％的准确率，其他６个类别的准确率均
低于８０％，在类别３５的分类准确率仅为７．１４％；

ＣｏｎｔｏｕｒＳｅｇｍｅｎｔｓ在４个类别中的分类准确率高
于８５％，其余６个类别的分类准确率均不高于
７８．５７％．这说明我们的方法对于射影变换不变特征
的提取好于Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ，Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ，
ＢＣＦ．图１５分别给出了类别１２和类别３５中的４个
形状示例．我们方法对于这两个类别的识别准确率
明显高于其他方法．

表２　犕犆犇数据集上的分类准确率对比
方法 分类准曲率／％

一半训练一半测试 只留一个测试
Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ ６７．８２ ７５．３６
Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ ６０．８９ ６８．３９
ＢＣＦ ７８．５７ ８７．３２
本文方法 ９７．６８ ９８．９３

!"35!"6 !"1 !"20 !"23

!"22 !"30 !"12 !"24 !"25

图１４　ＭＣＤ数据集对比类别示例形状

表３　犕犆犇数据集中部分类别分类准确率对比

类别号
方法／％

Ｃｌａｓｓ
ｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ

Ｃｏｎｔｏｕｒ
ｓｅｇｍｅｎｔｓ ＢＣＦ Ｏｕｒ

ｍｅｔｈｏｄ
２２ １００．００ ３５．７１ １００．００ １００．００
３０ ９２．８６ ９２．８６ １００．００ １００．００
１２ ６４．２９ ７．１４ ５０．００ ７８．５７
２４ ７８．５７ ７８．５７ ７８．５７ １００．００
２５ １００．００ ８５．７１ １００．００ １００．００
６ ６４．２９ １００．００ １００．００ １００．００
１ ４２．８６ ５７．１４ １００．００ １００．００
２０ ９２．８６ ７１．４３ ８５．７１ １００．００
３５ ７．１４ ５０．００ ７８．５７ １００．００
２３ ７８．５７ ８５．７１ ８５．７１ １００．００

!"12

!"35

图１５　ＭＣＤ数据集类别１２和类别３５的形状示例
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４４　犘犔犇数据集
ＰＬＤ数据集［４５］从ＭＰＥＧ７中选取１０类形状，

然后在每类形状上随机的应用９种射影变换，最后
生成１００个形状（１０×１０）．虽然ＰＬＤ中的形状数目
比ＭＣＤ中的少许多，但是应用在每个形状上的射
影变换比应用在ＭＣＤ数据集上的射影变换更加剧
烈．图１６为ＰＬＤ数据集中类别１的所有形状．可以
看出有的形状受到十分剧烈的射影变换，如第２行
的第２和第４个形状．

图１６　ＰＬＤ数据集类别１全体形状

由表４可以看出，本文的方法在两类测试中均
比ＢＣＦ高１２％左右．在一半训练一半测试实验中，
本文方法的分类准确率比Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ高
３３％，在只留一个测试实验中，本文方法的分类准确
率比Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ高２５％；而在两类测试中，
Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ的分类准确率只有１９％和２１％．
同样的，我们测试了本文方法及其对比方法在ＰＬＤ
数据集各个类别中的分类准确率．图１７为各个类别
的示例形状．实验结果如表５所示，本文方法对于各
个类别形状的分类准确率均不低于９０％；方法ＢＣＦ
只在类别６～８中获得了不低于９０％的分类准确率，
在其它类别中的分类准确率均不高于８０％；方法
Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ只在类别６获得了９０％的分类准
确率，其他类别的分类准确率均不高于８０％；而方

表４　犘犔犇数据集上的分类准确率对比
方法 分类准确率

一半训练一半测试 只留一个测试
Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ ６１．８ ７０
Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ １９．０ ２１

ＢＣＦ ８０．０ ８１
Ｏｕｒｍｅｔｈｏｄ ９４．４ ９５

图１７　ＰＬＤ数据集所有类别示例形状

法Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ在各个类别的分类准确率均
不高于４０％．图１８给出了ＰＬＤ数据集中类别２和
类别９的形状示例，对于这两类形状的识别，我们方
法的准确率明显高于其他对比方法．

表５　犘犔犇数据集中各类别分类准确率对比

类别号
方法

Ｃｌａｓｓ
ｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ

Ｃｏｎｔｏｕｒ
ｓｅｇｍｅｎｔｓ ＢＣＦ Ｏｕｒ

ｍｅｔｈｏｄ
１ ８０ ２０ ８０ １００
２ ７０ ０ ８０ １００
３ ５０ ２０ ８０ ９０
４ ８０ ２０ ６０ ９０
５ ６０ ３０ ７０ ９０
６ ９０ ３０ １００ ９０
７ ６０ ４０ ９０ ９０
８ ８０ ２０ １００ １００
９ ５０ ０ ７０ １００
１０ ８０ ３０ ７０ １００

!"9
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图１８　ＰＬＤ数据集类别２和类别９形状示例

与ＢＣＦ相比，本文的方法有两个优势．首先，因
为使用ＨＣＮＣ，所以本文方法在受到射影变换图像
的分类中有更好的表现．另外，ＢＣＦ中使用了空间
金字塔，这种方法旋转不变性较差．而本文的方法使
用的是曲率，曲率具有旋转不变性．这两个优势的结
合使得本文方法在ＭＣＤ数据集及ＰＬＤ数据上的
分类准确率比ＢＣＦ的分类准确率高．
Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ和Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ均是基

于轮廓段的方法．两种方法首先将所有的轮廓段归
一化，然后使用所有点的坐标描述轮廓段．这种特征
表示方法虽然具有旋转、平移、尺度不变性，但是无
法描述射影不变特征．所以当形状发生射影变换时，
这两种方法的分类准确率低于本文方法．
４５　对噪声的鲁棒性实验

之前的实验中，数据集中的所有形状都是平滑
的．为了评估本文方法在有噪声情况下的性能，我们
给形状添加噪声，测试数据集为ＭＣＤ，然后再次测
试本文方法的分类准确率．噪声被添加在每个形状
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的样本点上，每个样本点的狓坐标和狔坐标都使用
高斯随机变量进行变化，高斯随机变量的均值是０
方差为σ，随着σ的增加，轮廓上的噪声也在增加，
图１９为一个形状添加噪声后的形状．

图１９　添加噪声后的形状（从左到右，从上到下
噪声率σ从０变化到１，间隔为０．２）

图２０、图２１表示在不同的噪声下，本文方法与
ＢＣＦ分类准确率的变化．由图２０和图２１可以看出，
当σ从０变化到１，本文方法的分类准确率在一半训
练一半测试实验中下降了８％，只留一个测试实验中
下降了５％；ＢＣＦ的分类准确率均下降了５％，从对
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图２０　ＭＣＤ数据集上添加噪声后各个方法在
一半训练一半测试实验中的分类准确率
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图２１　ＭＣＤ数据集上添加噪声后各个方法在
只留一个测试实验中的分类准确率

比结果可以看出，本文方法对噪声具有鲁棒性．这
是因为我们使用的轮廓提取方法ＤＣＥ和描述子
ＨＣＮＣ对噪声具有鲁棒性．
４６　时间复杂度

根据表２～表５的实验结果，我们可以看出本
文方法在射影变换形状的分类问题中，分类准确率
高于其他方法．为了更进一步证明本文方法的高效
性，我们分析了本文方法及其对比方法形状特征提
取部分的时间复杂度．假设在每个轮廓段上取犖个
样本点．ＢＣＦ方法中形状上下文的时间复杂度为
Ο（犖２），Ｃｌａｓｓｓｅｇｍｅｎｔｓｅｔ方法中形状特征提取的
时间复杂度为Ο（犖３）；Ｃｏｎｔｏｕｒｓｅｇｍｅｎｔｓ方法中形
状特征提取的时间复杂度为Ο（犖）；本文方法中层
次上下文的时间复杂度为Ο（犖犔）（犔为计算层次上
下文的尺度）．因此本文方法时间复杂度较低．

５　结　论
本文提出了一种基于曲率分级的形状编码方

法，这种方法将新近发现的射影不变量———特征数
引入基本特征描述子的构造过程中，并进一步利用
聚类和编码的方式获取形状的更高层次的表示，有
效地避免了基本特征描述子需要采样点匹配这一
弊端最后利用曲率分级方法使获得的形状特征区
分性更强．实验表明本文方法在射影变换数据库
下的识别率提升明显，比目前最好的方法高出１０％
以上．

将低层次的几何属性度量分析转向中、高
层次的特征关联与结构分析一直是我们的重要研
究方向．未来的研究中我们将继续探索二者之间的
关系．
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附录１．　少于５点不能构造射影不变量．
定理１．　假设犫（犻）（犻＝１，２，３，４）为共面４点，其中任意

３点不共线；另取４个共面点犫～（犻）（犻＝１，２，３，４）满足任意３点
不共线，那么有且仅有一个射影变换矩阵犜满足犫～（犻）＝犜犫（犻）．

证明．　首先证明存在性，再证明唯一性．
存在性证明：４点犫（犻）（犻＝１，２，３，４）可以确定一个射影坐

标系σ＝［犫（１），犫（２），犫（３）；犫（４）］；同理，犫～（犻）（犻＝１，２，３，４）可以确
定另一个射影坐标系σ′＝［犫～（１），犫～（２），犫～（３）；犫～（４）］．在射影平面
的齐次坐标中，令犫（１）＋犫（２）＋犫（３）＝犫（４）及犫～（１）＋犫～（２）＋犫～（３）＝
犫～（４）．令σ＝［犗（１），犗（２），犗（３），犲］为辅助坐标系，那么从犗（犻）（犻＝
１，２，３）到犫（犻）（犻＝１，２，３，４）的射影变换可以表示为

犜１：λ
狓１
狓２
狓

烄

烆

烌

烎３
＝
犫（１）１ 犫（２）１ 犫（３）１
犫（１）２ 犫（２）２ 犫（３）２
犫（１）３ 犫（２）３ 犫（３）

烄

烆

烌

烎３

狓１
狓２
狓

烄

烆

烌

烎３
（１）

其中ｄｅｔ（犫犻犼）≠０．同理，可以将从犗（犻）（犻＝１，２，３）到犫～（犻）（犻＝
１，２，３，４）的射影变换表示为

犜２：μ
狓′１
狓′２
狓′

烄

烆

烌

烎３
＝
犫～（１）１ 犫～（２）１ 犫～（３）１
犫～（１）２ 犫～（２）２ 犫～（３）２
犫～（１）３ 犫～（２）３ 犫～（３）

烄

烆

烌

烎３

狓１
狓２
狓

烄

烆

烌

烎３
（２）

其中ｄｅｔ（犫～犻犼）≠０．假设犜＝犜２·犜－１
１，此时有

犜：ρ
狓′１
狓′２
狓′

烄

烆

烌

烎３
＝
犫～（１）１ 犫～（２）１ 犫～（３）１
犫～（１）２ 犫～（２）２ 犫～（３）２
犫～（１）３ 犫～（２）３ 犫～（３）

烄

烆

烌

烎３

犫（１）１ 犫（２）１ 犫（３）１
犫（１）２ 犫（２）２ 犫（３）２
犫（１）３ 犫（２）３ 犫（３）

烄

烆

烌

烎３

－１狓１
狓２
狓

烄

烆

烌

烎３
（３）

因此，存在射影变换矩阵犜使得犫～（犻）＝犜犫（犻）．
唯一性证明：假设存在另一个射影变换矩阵犜′满足等

式犫～（犻）＝犜′犫（犻）（犻＝１，２，３，４），因此犜′满足如下等式：
犜′·犜１［犗（１），犗（２），犗（３）；犲］＝犜′［犫（１），犫（２），犫（３）；犫（４）］

＝［犫～（１），犫～（２），犫～（３）；犫～（４）］（４）
因为已经有

犜２［犗（１），犗（２），犗（３）；犲］＝［犫～（１），犫～（２），犫～（３）；犫～（４）］ （５）
而且犜２具有唯一性，所以犜和犜′之间的关系可以表示为

犜′·犜１＝犜２（犜′·犜１）·犜－１
１＝犜２·犜－１

１

犜′＝犜２·犜－１
１＝犜 （６）

等式（６）可以证明射影变换矩阵犜具有唯一性．
由定理１我们可以得出结论：任意３点不共线的共面

４点可以唯一确定一个射影变换矩阵．换句话说，这４点在
射影变换下没有任何区分性，不能定义用于形状识别的射影
不变量．因此我们至少需要５点才能构造射影不变量，并且
可以将构造的不变量用于形状识别．

５６４２１１期 贾　棋等：基于曲率分级的形状编码及识别方法
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