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基于区间线性模版约束的程序分析

姜加红　尹帮虎　陈立前
（国防科技大学计算机学院　长沙　４１００７３）

摘　要　抽象解释是一种对程序语义进行可靠近似的通用理论，该理论在保证可靠性的前提下，可为程序变量的

值范围分析提供一个通用的框架．抽象域是抽象解释框架的核心，在该框架下面向数值性质分析的数值抽象域得

到了广泛的关注．其中，模板多面体抽象域的表达能力覆盖了程序分析中常用的弱关系型抽象域，如区间抽象域、

八边形抽象域等．该文对经典的基于线性模版约束的模版多面体抽象域进行扩展，以支持区间线性模版约束，从而

得到一个新的数值抽象域———区间线性模版约束抽象域，可以用来推导变量间形如“∑
犽

［犪犽，犫犽］狓犽犮”的区间线性

不等式关系（其中区间系数［犪犽，犫犽］为分析前预先确定的常量）．该抽象域采用“弱解”作为区间线性约束的解语义，

可以表达某类非凸（甚至非联通）性质，因而比经典的模版多面体抽象域表达能力更强．区间线性模板约束抽象域

的域元素可以看作是一系列模版多面体的析取，几何上，其域元素与每个象限的交均是一个凸的模板多面体（可以

为空）．该文给出了区间线性模版约束抽象域的域表示和域操作，基于该抽象域的静态分析算法主要基于区间线性

规划来实现．进一步，该文讨论了基于区间线性模版约束抽象域中区间线性模版的生成方法．最后，该文在开源数

值抽象库ＡＰＲＯＮ中实现了区间线性模版约束抽象域，并开展了程序分析实验．初步的实验结果表明区间线性模

版约束抽象域可以有效地分析程序中的析取行为．
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１　引　言

基于抽象解释的程序分析的精度很大程度上取

决于所选取的抽象域［１］．多面体抽象域是目前表达

能力最强、应用最为广泛的数值抽象域之一［２］．但

是由于其高复杂度，在许多实际应用中多面体抽象

域在可扩展性方面存在限制．为了降低多面体抽象

域的复杂度，同时又能推导出实际的线性不变式，

Ｓａｎｋａｒａｎａｒａｙａｎａｎ等人提出了模版多面体抽象域

（ＴｅｍｐｌａｔｅＣｏｎｓｔｒａｉｎｔＭａｔｒｉｘｄｏｍａｉｎ，简称ＴＣＭ）
［３４］，

采用形如“犃·狓犫”的一组线性不等式，其中系数

矩阵犃在分析前预先确定，狓为环境中变量构成的

向量，右值的约束常数向量犫由分析时自动推导得

到［４］．但是，模版多面体抽象域的域操作通过线性规

划来实现，其具有多项式时间复杂度，并且模版多面

体抽象域的表达能力涵盖了目前实际静态分析中常

用的弱关系型线性抽象域（如八边形抽象［５］、八面体

抽象域［６］等）．所以由于模版多面体表达能力的代表

性及其多项式的时间复杂度，模版多面体抽象域自

提出以来一直受到了学术界的广泛关注．

当前大多数数值抽象域（如区间抽象域、八边形

抽象域、模版多面体抽象域等）均是基于一系列线性

表达式的合取，对应的几何图形区域都是凸的，因此

只能表达凸性质．而实际分析中，程序的行为在具体

语义或收集语义下一般都是非凸的．比如，程序中经

常使用“ｉｆｔｈｅｎｅｌｓｅ”语句来进行分情况讨论．另外，

用户关心程序的非凸数值性质，如检查程序中没有

“除零错”需要验证形如“狓≠０”这一非凸性质．如基

于凸模版多面体抽象域对图１中的程序进行分析

时，由于第１～５行的程序对应的行为是析取行为，

１．　犻犳（犫狉犪狀犱狅犿（））｛

２． 　狔＝２狓＋１；

３． ｝犲犾狊犲｛

４． 　狔＝３狓＋２；

５． ｝

６．犻犳（狔＞３）｛

７． 　狕＝１／狓；

８． ｝

图１　程序示例ｐｒｏｇｒａｍ１
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基于凸抽象域分析会得到ｔｏｐ（即为全集），导致第７

行的分析不精确，从而会导致“除零错”误报．

针对线性模版约束抽象域的凸性局限性，本文

利用区间线性代数中区间线性约束的非凸性，来对

线性模版约束抽象域进行扩展以支持区间线性约束

不变式的自动推导．以图１中示例程序为例，假定变

量构成的向量为［狓，狔］
Ｔ，系数矩阵设定为［［２，３］，

［－１，－１］］，则在第６行行头（即ｉｆｔｈｅｎｅｌｓｅ语句

结束处）可以得到程序的不变式为 ［２，３］狓＋

［－１，－１］狔－１∧［２，３］狓＋［－１，－１］狔－２，因

此在分析第７行的赋值语句之前，我们可以得到

［２，３］狓＞１，得到狓＞０，从而消除第７行的“除零错”

误报．

本文将基于区间线性代数提出一个新的抽象

域，区间线性模版约束抽象域 （ＩｎｔｅｒｖａｌＬｉｎｅａｒ

ＴｅｍｐｌａｔｅＣｏｎｓｔｒａｉｎｔＭａｔｒｉｘＤｏｍａｉｎ，简称ｉｔｖＴＣＭ）．

区间线性模版约束抽象域可以看作经典模版多面体

抽象域的区间线性扩展版本．区间线性模版约束抽

象域可以表达变量之间形如“∑
犽

［犪犽，犫犽］狓犽犮”的区

间线性不等式关系．与模版多面体中类似，区间线性

模版约束中变量的区间系数是固定的．基于区间线

性不等式系统的弱解语义［７］，区间线性模版约束抽

象域能够天然地表达某类非凸性质．本质上，区间线

性模版约束抽象域的域元素可以看作多个模版多面

体的析取．因此，与经典模版多面体抽象域相比，区

间线性模版约束抽象域可以天然地刻画非凸信息．

进一步，本文将讨论区间线性模版的生成策略，以及

如何基于区间线性模版约束抽象域对程序进行静态

分析．

最后，本文在抽象解释框架下设计并实现了一

个分析工具原型，并进行实验，结果表明区间线性模

版约束抽象域可以有效地分析程序的非凸性质．

本文第２节介绍本文需要的预备知识；第３节

给出抽象域的域表示和域操作；第４节阐述区间线

性模版的生成策略；第５节描述本文的工具原型的

实现并给出初步的实验结果；第６节介绍本文的相

关工作；第７节对本文做总结并对下一步工作给予

展望．

２　预备知识

本节简单介绍抽象解释的基本理论、经典区间

抽象域、模版多面体抽象域、区间线性代数以及区间

线性规划的相关内容．

２１　抽象解释理论

２．１．１　Ｇａｌｏｉｓ连接

在基于区间抽象域的静态分析是用一个区间来

刻画变量值范围的最大和最小值．抽象解释理论是

通过一个Ｇａｌｏｉｓ连接来表示具体域和抽象域之间

的映射关系．

设〈犇，!〉和〈犇＃，
!

＃〉是两个给定的偏序集，其

中〈犇，!〉为定义在具体域上的偏序集合，〈犇＃，
!

＃〉

为定义在抽象域上的偏序集合，函数α：犇→犇＃及

γ：犇→犇＃构成的函数对（α，γ）称为犇与犇＃之间的

Ｇａｌｏｉｓ连接，ｉｆｆ．狓∈犇，狓＃∈犇＃，α（狓）!＃狓＃狓!

γ（狓＃），其中函数α为抽象化算子，称γ为具体化算

子．抽象域与具体域之间的关系如图２所示．

图２　Ｇａｌｏｉｓ连接示意图

由定义中性质α（狓）!＃狓＃（亦即狓!γ（狓＃））可

知，狓＃是狓的可靠抽象，且α（狓）是狓在犇＃中最精

确的可靠近似．在基于抽象解释框架的程序分析中，

将程序的集合语义作为具体偏序集合，抽象语义作

为抽象偏序集合，通过在抽象域上的迭代计算来对

待分析程序的实际行为进行上近似．

对于给定的 Ｇａｌｏｉｓ连接〈犇，!〉和〈犇＃，
!

＃〉，

抽象域犇＃上的函数犳
＃，具体域犇 上的函数犳，当

狓
＃，（α犳γ）（狓＃）!＃

犳
＃（狓＃），我们称犳＃是犳的

可靠抽象．若犳
＃＝α犳γ，则称犳＃为犳的最佳抽

象；若γ犳＃＝犳γ，则称犳＃为犳的精确抽象．在给

定Ｇａｌｏｉｓ连接的前提下，犳的最佳抽象总是存在的，

但其精确抽象不一定存在．

２．１．２　不动点理论

设〈犇，!，"，#，⊥，!〉，〈犇＃，
!

＃，
"

＃，
#

＃，⊥＃，

!

＃〉为两个完备格，函数对（α，γ）为两者之间的

Ｇａｌｏｉｓ连接，犳和犳＃分别为两个完备格上的单调

函数，若犳＃ 为犳 的可靠抽象，则α（犔犉犘（犳））!＃

犔犉犘（犳＃），亦即犔犉犘（犳）!γ（犔犉犘（犳＃））．

假设完备格〈犇＃，
!

＃，
"

＃，
#

＃，⊥＃，
!

＃〉上没

有无穷递增链，若犳＃ 为犇＃ 上的单调函数，狓＃０ 是

犳
＃的前向不动点，则迭代过程狓＃犻＋１＝犳

＃（狓＃犻）将在
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有穷步终止．这种迭代序列被称为 Ｋｌｅｅｎｅ迭代序

列．Ｋｌｅｅｎｅ迭代是抽象解释框架下求解程序不动点

的一个常用方法．抽象解释框架确保了在抽象语义

下求得的程序的不动点是实际语义不动点的上近

似，即迭代过程的可靠性．

２．１．３　加宽算子

当完备格上没有无穷递增链时，Ｋｌｅｅｎｅ迭代确

保了迭代过程的终止性．但完备格上的递增链长度

很大甚至无穷，当前的迭代过程可能时间消耗过大

甚至不能终止．接下来，本文介绍如何确保含无穷递

增链的完备格上Ｋｌｅｅｎｅ迭代过程的终止性，以及如

何加快Ｋｌｅｅｎｅ迭代过程的收敛速度．

设〈犇＃，
!

＃〉是一个偏序集，二元操作符是加

宽算子（Ｗｉｄｅｎｉｎｇｏｐｅｒａｔｏｒ）的充要条件为：

（１）犪１，犪２∈犇
＃，犪１"犪２!犪１犪２；

（２）对于所有递增序列｛犪狀｝，序列｛犪

狀 ｝最终收

敛，其中｛犪狀 ｝定义为：如果狀＝０，犪

狀 ＝犪狀，否则犪


狀 ＝

（犪狀－１）犪狀．

抽象解释的框架中，通过加宽算子对抽象语义

对上界逼近，从而确保抽象域上的迭代过程在有穷

步内收敛．加宽操作是对迭代趋势的一个可靠猜测，

能够确保有穷步内迭代的收敛，但可能会带来精度

损失．

２２　经典区间抽象域

基于区间抽象域的静态分析在所有程序点为每

一个变量维护一个区间，用以刻画变量在所有执行

中的最大值和最小值信息．基于抽象解释理论，实数

域（具体域）与区间域（抽象域）之间的映射关系可以

通过如下的Ｇａｌｏｉｓ连接来刻画，即

（
!

（
$

），）
γ
→
犻

α←犻
（犐狋狏犛犲狋，犻）．

其中实数域上的偏序关系直接使用小于等于关

系；犐狋狏犛犲狋是实数 $

上的区间集合｛［犪，犫］｜犪∈$∪

｛－∞｝，犫∈$∪｛－∞｝，犪犫｝∪｛⊥犻｝，其中⊥犻表示

空区间．犐狋狏犛犲狋上的偏序关系犻定义为：对于犐１＝

［犪，犫］，犐２＝［犪′，犫′］，犐１犻犐２当且仅当犪犪′∧犫犫′

或者犐１＝⊥犻．

具体化函数γ犻负责将一个区间（犐＝［犪，犫］）映射

成一个实数集合，其定义为：γ犻（犐）犐＝⊥犻？：

｛狓∈犚｜犪狓犫｝；抽象函数α犻负责将一个实数集合

（犛）映射成一个区间，其定义为α犻（犛）犛＝？⊥犻：

［ｍｉｎ（犛），ｍａｘ（犛）］．如图３所示，变量狓和狔 在实

际执行中对应的取值为图３中标注的点，则其在区

间抽象域上的域表示分别为［狓０，狓１］和［狔０，狔１］．

图３　区间抽象域示例图

一个抽象域的基本域操作主要有交操作、接合

操作、算术操作、加宽操作等．下面介绍区间抽象域

的一些基本域操作（犐１＝［犪，犫］，犐２＝［犪′，犫′］）：

（１）交操作（Ｍｅｅｔ）：

犐１∩犻犐２

［ｍａｘ（犪，犪′），ｍｉｎ（犫，犫′）］，若ｍａｘ（犪，犪′）ｍｉｎ（犫，犫′）

⊥犻，｛ 否则
．

（２）接合操作（Ｊｏｉｎ）：

犐１∪犻犐２

犐１， 若犐２＝⊥犻

犐２， 若犐１＝⊥犻

［ｍｉｎ（犪，犪′），ｍａｘ（犫，犫′）］，

烅

烄

烆 否则

．

（３）区间算术（Ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ）：

犐１＋犻犐２［犪＋犪′，犫＋犫′］；

犐１－犻犐２［犪－犫′，犫′－犪′］；

犐１×犻犐２［ｍｉｎ｛犪×犪′，犪×犫′，犫×犪′，犫×犫′｝，

ｍａｘ｛犪×犪′，犪×犫′，犫×犪′，犫×犫′｝］．

（４）加宽操作（Ｗｉｄｅｎｉｎｇ）：

犐１犻犐２

犐１， 若犐２＝⊥犻

犐２， 若犐１＝⊥犻

［犪犪′？犪：－∞，犫犫′？犫：＋∞］，

烅

烄

烆 否则

．

（５）迁移函数（ＴｒａｎｓｌａｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎ）：

对于赋值语句狏犪狉·
·＝犲狓狆狉，在抽象环境犡＃下，

其赋值迁移函数定义为 狏犪狉 ·
·＝犲狓狆狉

＃
犡＃


犡＃［狏犪狉! 犲狓狆狉
＃
犡＃］，其中，犲狓狆狉

＃
犡＃为表达

式犲狓狆狉当前环境犡
＃下，通过区间算术运算得到的

抽象语义值．

对于测试迁移语句，设犡＃（狓）＝［犪，犫］，则有

狓犮
＃
犡＃


⊥犻， 若犪＞犮

犡＃［狓!

［犪，ｍｉｎ｛犫，犮｝］］，
烅
烄

烆 否则

和
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狓犮
＃犡＃


⊥犻， 若犫＜犮

犡＃［狓!

［犪，ｍｉｎ｛犫，犮｝］］，
烅
烄

烆 否则
，

其中狓犮和狓犮是基本约束，任意形式的约束可

以抽象成一个或多个这样的基本约束．

２３　模版多面体抽象域

模版多面体抽象域由Ｓａｎｋａｒａｎａｒａｙａｎａｎ等人

首先提出，用以刻画变量在给定模版下的线性约束

关系［４］．模版抽象域是域表示形如“犃·狓犫”的凸

抽象域，其中犃是一个犿×狀的系数矩阵（分析前确

定），狓是一个狀×１列向量（由当前分析中的变量环

境确定），犫是抽象域表示的右值约束变量，在分析

中计算得到．如图４所示是一个模版多面体示例，对

应的系数矩阵为

１ ０

－１ ０

１ －１

熿

燀

燄

燅－１ １

．

图４　线性模版多面体示例图

系数矩阵的每一行对应一条线性模版约束，因

此模版多面体抽象域可以看作是多条线性模版约束

的合取．一条线性模版约束是指形如“狋·狓犫”的约

束（其中狋是一个常数行向量，即一个模版，犫为约束

值）．如图５所示，线性约束犾０，犾１，犾２（彼此平行）为给

定线性模版下的一组约束，图中打点处为程序变量

实际取值，则线性约束犾０，犾１为程序变量之间约束关

系的上近似，犾１为该模版下的最佳上近似．

图５　单模版线性约束示例图

经典的数值抽象域，如区间抽象域、八边形抽

象域等均可以看作是模版多面体抽象域在设置特

定模版下的一种特殊表示．若设定模版多面体的

系数矩阵为

１ ０

－１ ０

０ １

熿

燀

燄

燅０ －１

，则可求得变量狓在区间抽

象域中的域表示为“狓∈［狓０，狓１］，狔∈［狔０，狔１］”．类

似地，八边形抽象域对应模版多面体的系数矩阵为

１ １

１ －１

－１ １

－１ －１

１ ０

－１ ０

０ １

熿

燀

燄

燅０ －１

．

２４　区间线性不等式系统

设犐犃∈ %$

犿×狀为一个犿×狀的区间矩阵，矩阵

中每一个元素均是一个区间犻狋狏犻，犼（１犻犿，１犼

狀）；犃∈$

犿×狀为一个犿×狀的实数矩阵，矩阵中每一

个元素均是一个实数犪犻，犼（１犻犿，１犼狀）．若

犻，犼．１犻犿，１犼狀，有犪犻，犼∈犻狋狏犻，犼，我们称

犃∈犐犃．

令犫∈$

犿为一个犿 维的常数向量，则我们称

犐犃·狓犫为一个区间线性不等式系统．区间线性不

等式系统犐犃·狓犫表示所有线性不等式系统

犃·狓犫，其中犃∈犐犃．

在区间线性不等式系统中，若犃∈犐犃 使得

犃·狓犫，则我们称向量狓为区间线性不等式系统

犐犃·狓犫的一个弱解
［７］．并且，我们称集合｛狓∈

$

狀：犃∈犐犃．犃·狓犫｝为区间线性不等式系统

犐犃·狓犫的弱解集合．

总体来说，弱解集合可以是非凸的，甚至是非连

通的．一个象限是狀维欧几里德空间中２狀子集中的

一个，通过限制每个笛卡尔坐标轴为非负或者非正．

在一个给定的象限内，变量保持了确定的符号，因此

区间系数可以转化为一个常数系数（区间的上界或

者下界）．弱解集合与每个象限的交可以通过一个凸

多面体来表示，一个狀维区间不等式系统最差情况

下需要２狀个不同的凸多面体来表达．

２５　区间线性规划

设犐犃∈%$

犿×狀为一个犿×狀的区间矩阵，犫∈$

犿

为一个犿 维的约束向量，犐犆∈ %$

狀为一个狀维的区

间向量．则我们称如下一族线性规划问题犳（犐犃，犫，

犐犆）＝ｍａｘ｛犮Ｔ狓，ｓ．ｔ．犃·狓犫｝为一个区间线性规
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划问题，其中犃∈犐犃，犮∈犐犆
［８］．一种求解区间线性规

划问题的简单方法是将该问题分解为２狀个基本线

性规划问题，即对每个变量的正负值进行讨论，每个

象限对应一个线性规划问题，最后再将这２狀个线性

规划问题的结果进行综合，得到整个区间线性规划

问题的结果．

例１．　考虑如下区间线性规划问题，设变量

｛狓，狔｝满足区间线性约束［［－１，１］，［２，３］］［］狓狔 １，

求解ｍａｘ｛３狓＋５狔｝．

根据求解区间线性规划的思路，我们对变量的

正负值进行分类讨论，将区间多面体投影到每一个

象限中去．当狓＞０，狔＞０时，－狓＜狓，２狔＜３狔，故将

区间线性约束［［－１，１］，［２，３］］［］狓狔 １转化为

［－１，２］［］狓狔 １；当狓＞０，狔０时，－狓＜狓，２狔＞３狔，

故将区间线性约束［［－１，１］，［２，３］］［］狓狔 １转化为

［－１，３］［］狓狔 １；当狓０，狔＞０时，－狓＞狓，２狔＜

３狔，故将区间线性约束［［－１，１］，［２，３］］［］狓狔 １转

化为［１，２］［］狓狔 １；当狓０，狔０时，－狓＞狓，２狔＞

３狔，故将区间线性约束［［－１，１］，［２，３］］［］狓狔 １转

化为［１，３］［］狓狔 １．这样我们将一个区间线性规划问

题的求解转化为４个基本的线性规划问题的求解．

当然，这种思路存在很多的优化策略．实际中，

文献［８］根据语法将区间线性规划问题分成了几个

类型，然后根据不同的类型设计不同的求解算法．

３　区间线性模版约束抽象域

本节将介绍区间线性模版约束抽象域的域表示

和域操作．在此之前，首先回顾一下模版多面体抽象

域的设计．模版多面体抽象域的域表示可以由一个

线性不等式组来表示，记作Α·狓犫，其中，狓是一

个由程序变量构成的一个狀维向量（狀为环境中变

量的维数），Α为一个犿×狀的系数矩阵（矩阵的元

素为常量，在分析前预先给定），约束向量犫是一个

犿 维向量（向量犫的每一个元素决定每一行的约束

上界，将由分析自动推导出来）．$
狀内所有满足不等

式组Α·狓犫的点构成的集合称为对应的抽象状

态的具体化语义．模版确定了系数矩阵元素的取值．

当模版确定后，不同的约束向量犫的值决定了模版

多面体抽象域的不同抽象状态．

例２．　如图６中所示的一个线性模版约束示

例，系数矩阵为一个３×３的矩阵，狓为一个３维向

量，约束向量为一个３维向量．

１ １ １

１ ２ ３

－１ ２ ３

熿

燀

燄

燅

　

狓１　

狓２　

狓３

熿

燀

燄

燅　



犮１　

犮２　

犮３

熿

燀

燄

燅　

图６　线性模版约束示例

３１　区间线性模版约束抽象域的域表示

ｉｔｖＴＣＭ的域表示基于一个区间线性不等式组．

与ＴＣＭ的主要不同之处在于，ｉｔｖＴＣＭ 对应系数矩

阵的元素不是常数而是一个区间．ｉｔｖＴＣＭ 的域表示

可以通过一个区间线性不等式系统犐犃·狓犫来表

示，其中犐犃∈%$

犿×狀为一个犿×狀的系数矩阵（矩阵

的元素为区间），犫∈$

犿是一个常数向量，犿 是不等

式系统中约束的数目，狀是不等式系统中变量的个

数．其具体语义在代数上对应区间线性不等式系统

犐犃·狓犫的弱解集合．与ＴＣＭ 中类似，ｉｔｖＴＣＭ 对

应的区间系数矩阵是在分析前预先确定的．

例３．　如图７中所示的一个区间线性模版约

束示例，系数矩阵是一个３×３的矩阵，矩阵的每个

元素为一个区间，狓为一个３维向量，常数向量为一

个３维向量．

［－１，１］

［１，１］

［－１，１］

［１，１］

［２，２］

［２，２］

［１，１］　

［３，３］　

［３，３］

熿

燀

燄

燅　

狓１

狓２

狓３

熿

燀

燄

燅　



犮１

犮２

犮３

熿

燀

燄

燅　

图７　区间线性模版约束示例

本文将给定系数矩阵的区间线性不等式系统

犐犃·狓犫对应的弱解集合在几何上的图形区域称

为区间模版多面体．从域表示上来看，区间模版多面

体可以看作是经典模版多面体的区间拓展版本，因

为经典凸模版多面体仅支持标准的线性不等式（不

含区间系数）．不难看出，区间模版多面体具有如下

性质：

（１）非凸性．一个区间模版多面体可以是非凸

的，但它跟
$

狀上每个象限的交是凸的，甚至一个区

间模版多面体可以是非连通的；

（２）关于交闭合．两个区间模版多面体的交仍

然是一个区间模版多面体；

（３）关于并封闭．两个区间模版多面体的并仍

然是一个区间模版多面体．
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总体而言，一个区间模版多面体在几何上拥有

较为复杂的形态．令程序变量集合为｛狓，狔｝，给定的

区间系数矩阵为［［－１，１］，［０，０］］，则区间模版多面

体［［－１，１］，［０，０］］［］狓狔 １对应的集合图形如图８

中虚线箭头指示区域所示，可以看出此区间模版多

面体是非凸的，但其与每个象限的交均是一个凸的

多面体．

图８　区间线性模版多面体示例图

本文将区间模版多面体看作是经典模版多面体

的简单基数幂［９］：把每个象限映射到一个凸的模版

多面体．这主要基于如下事实：一个区间模版多面体

与一个象限的交必然是一个凸的多面体（包含空多

面体）．最坏情况下，一个狀维区间模版多面体可以

看作２狀个模版多面体的集合并．

３２　区间线性模版约束抽象域的域操作

令犻狋狏犜犆犕１犐犃′·狓犮′，犻狋狏犜犆犕２犐犃″·狓

犮″，为两个ｉｔｖＴＣＭ 域元素．由于其模版一致，故区

间系数矩阵相同．我们设区间系数矩阵犐犃的大小

为犿×狀．向量犮′，犮″分别为对应的犿 维约束向量，设

犮′［犮′１，…，犮′犿］
Ｔ，犮″［犮″１，…，犮″犿］

Ｔ．则区间线性不

等式∑
犽

［犃
－犻犽
，珡犃犻犽］狓犽犮（１犻犿，１犽狀）为

ｉｔｖＴＣＭ对应的第犻行约束．

３．２．１　约简操作

在分析过程中，区间线性不等式组中可能产生

冗余约束或部分不等式约束的上界不够精确．为了

得到抽象域域表示的规范型，使得域表示唯一，我们

设计了约简操作（Ｒｅｄｕｃｅ）．约简操作的大体思路

是：通过区间线性规划对冗余约束进行精化，使得区

间线性不等式的右值为最小值．约简操作的过程中

需要对区间不等式组的每一行进行精化，如调用犿

次形如“ｍａｘ∑
犽

［犃
－犻犽
，珡犃犻犽］狓（ ）犽 ，ｓ．ｔ．犐犃·狓犮”的

区间线性规划，为第犻行求得新的上界．

例４．　以图６中的区间线性约束模版为例，若

约束向量［犮１，犮２，犮３］
Ｔ＝［５，８，１０］Ｔ，则约简操作会为

每一行约束调用一次区间线性规划，并求得每一行

的新的上界．约简后的区间线性不等式约束为

　

［－１，１］ ［１，１］ ［１，１］

［１，１］ ［２，２］ ［３，３］

［－１，１］ ［２，２］ ［３，３］

熿

燀

燄

燅

　 　

狓１

狓２

狓３

熿

燀

燄

燅

　 　

５

８

８

熿

燀

燄

燅

　．

３．２．２　包含测试（!犻狋狏）

我们通过约束向量上的序关系来定义ｉｔｖＴＣＭ

上的包含关系，即犻狋狏犜犆犕１!犻狋狏犻狋狏犜犆犕２ｉｆｆ．犮′犮″．

例５． 设区间模版多面体犻狋狏犜犆犕１和犻狋狏犜犆犕２

的系数矩阵如图６中所示，若犮′＝［５，８，１０］Ｔ，犮″＝

［１５，８，２０］Ｔ，则根据包含测试的定义可知犮′犮″，

故犻狋狏犜犆犕１!犻狋狏犻狋狏犜犆犕２．若犮′＝［５，８，１０］
Ｔ，犮″＝

［４，８，２０］Ｔ，则犻狋狏犜犆犕１与犻狋狏犜犆犕２之间相互不存

在包含关系．

３．２．３　交操作（#犻狋狏）

令犮〈ｍｉｎ（犮′１，犮″１），…，ｍｉｎ（犮′犿，犮″犿）〉，我们

称向量犮为向量犮′和犮″的下界．则犻狋狏犜犆犕１ #犻狋狏

犻狋狏犜犆犕２犚犲犱狌犮犲（犐犃·狓犮）．

例６．　设区间模版多面体犻狋狏犜犆犕１和犻狋狏犜犆犕２

的系数矩阵如图６中所示，若犮′＝［５，１３，１７］Ｔ，犮″＝

［４，１２，２０］Ｔ，则在交操作中求得犮＝［４，１２，１７］
Ｔ，

约简后的区间模版多面体为

　

［－１，１］ ［１，１］ ［１，１］

［１，１］ ［２，２］ ［３，３］

［－１，１］ ［２，２］ ［３，３］

熿

燀

燄

燅

　 　

狓１

狓２

狓３

熿

燀

燄

燅

　  　

４

１２

１２

熿

燀

燄

燅

　 ．

３．２．４　结合操作（"犻狋狏）

令犮〈ｍａｘ（犮′１，犮″１），…，ｍａｘ（犮′犿，犮″犿）〉，我

们称向量犮为向量犮′，犮″的上界．则犻狋狏犜犆犕１"犻狋狏

犻狋狏犜犆犕２犚犲犱狌犮犲（犐犃·狓
→

犮）．

例７．　设区间模版多面体犻狋狏犜犆犕１和犻狋狏犜犆犕２

的系数矩阵如图６中所示，若犮′＝［５，１３，１７］Ｔ，犮″＝

［４，１２，２０］Ｔ，则在结合操作中求得犮＝［５，１３，２０］
Ｔ，

约简后的区间模版多面体为

　

［－１，１］ ［１，１］ ［１，１］

［１，１］ ［２，２］ ［３，３］

［－１，１］ ［２，２］ ［３，３］

熿

燀

燄

燅

　 　

狓１

狓２

狓３

熿

燀

燄

燅

　 　

５

１３
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熿

燀
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　．

３．２．５　加宽操作（犻狋狏）

设犻狋狏犜犆犕１!犻狋狏犻狋狏犜犆犕２，则犮′犮″．首先我们定

义两个向量的加宽操作：犮′犮″〈狑犻犱（犮′１，犮″１），…，

狑犻犱（犮′犿，犮″犿）〉，其中狑犻犱（犮′犻，犮″犻）
∞， 若犮″犻＞犮′犻

犮″犻，
烅
烄

烆 否则

（１犻犿，若狑犻犱（犮′犻，犮″犻）的值为“∞”意味着第犻维

约束为空约束）．则犻狋狏犜犆犕１犻狋狏犻狋狏犜犆犕２犚犲犱狌犮犲
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（犐犃·狓犮′犮″）．

例８．　设区间模版多面体犻狋狏犜犆犕１和犻狋狏犜犆犕２

的系数矩阵如图６中所示，若犮′＝［５，１０，７］Ｔ，犮″＝

［５，１０，８］Ｔ，则在加宽操作中求得犮＝［５，１０，＋∞］
Ｔ，

约简后的区间模版多面体为

　

［－１，１］ ［１，１］ ［１，１］

［１，１］ ［２，２］ ［３，３］

［－１，１］ ［２，２］ ［３，３］

熿

燀

燄

燅

　 　

狓１

狓２
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燀
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燅
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３．２．６　测试迁移操作

条件测试 ∑
犽

［犪犽，犫犽］狓犽犮
＃（犻狋狏犜犆犕）的结

果是在区间模版多面体犻狋狏犜犆犕 中添加区间线性约

束∑
犽

［犪犽，犫犽］狓犽犮，其中 · ＃（犻狋狏犜犆犕）表示一个

程序语义动作在区间模版多面体犻狋狏犜犆犕 上的应用

效果．程序可能出现更复杂的条件测试语句，如包含

析取、非线性或浮点表达式的语句，这些复杂语句都

可以抽象成形如“∑
犽

［犪犽，犫犽］狓犽犮”形式的区间线性

约束．

在具体实现中，我们将 ∑
犽

［犪犽，犫犽］狓犽犮
＃

（犻狋狏犜犆犕）转化为一系列区间线性规划问题，即在约

束空间中添加测试语句对应的约束，并与当前抽象

域状态对应的区间线性不等式组一起作为区间线性

规划的约束，依次以各个模版分别作为规划的目

标函数，求解新的右值常数向量．如我们通过区间线

性规划 ｍａｘ∑
犽

［犃
－犻犽
，珡犃犻犽］狓（ ）犽 ， （ｓ．ｔ．犐犃·狓犮∧

∑
犽

［犪犽，犫犽］狓犽 ）犮 ，求得第犻行的新上界．

例９．　设当前的区间模版多面体为

犻狋狏犜犆犕１＝ 　

［－１，１］［１，１］［１，１］

［１，１］ ［２，２］［３，３］

［－１，１］［２，２］［３，３］

熿

燀

燄

燅

　 　

狓１

狓２

狓３

熿

燀

燄

燅

　 　

５

１０

８

熿

燀

燄

燅

　，

条件测试语句为狓１＋狓２＋狓３＜－２，则犻狋狏犜犆犕１在

该条件测试语句作用后的结果为

　

［－１，１］ ［１，１］ ［１，１］

［１，１］ ［２，２］ ［３，３］

［－１，１］ ［２，２］ ［３，３］

熿

燀

燄

燅

　 　

狓１

狓２

狓３

熿

燀

燄

燅

　 　

－２

１０

８

熿

燀

燄

燅

　．

３．２．７　赋值迁移操作

赋值迁移操作 狓犼
·
·＝犲狓狆

＃（犻狋狏犜犆犕）的结果

为（狓′犼－犲狓狆＝０
＃（犻狋狏犜犆犕））［狓′犼／狓犼］，其中，引入

新鲜变量狓′犼是用于保存表达式犲狓狆 的值，这对不可

逆赋值语句如狔
·
·＝［－１，１］狔＋［－２，２］来说很有必

要．在具体实现中，与测试迁移操作中类似，我们也

是将 狓犼
·
·＝犲狓狆

＃（犻狋狏犜犆犕）转化为区间线性规划问

题，只是规划的目标函数需要用变量狓′犼替换掉狓犼．如

我们通过区间线性规划 （（ｍａｘ ∑
犽

［犃
－犻犽
，珡犃犻犽］狓 ）犽

［狓′犼／狓犼］，ｓ．ｔ．（犐犃·狓犮∧狓′犼－犲狓狆 ）＝０ 第犻行求得

新的上界．

例１０．　设当前的区间模版多面体为

犻狋狏犜犆犕１＝ 　

［－１，１］［１，１］［１，１］

［１，１］ ［２，２］［３，３］

［－１，１］［２，２］［３，３］

熿

燀

燄

燅

　 　

狓１

狓２

狓３

熿

燀

燄

燅

　 　

５

１０

８

熿

燀

燄

燅

　，

赋值迁移语句为狓１＝狓２＋１，则犻狋狏犜犆犕１在该赋值

语句作用后的结果为

　

［－１，１］ ［１，１］ ［１，１］

［１，１］ ［２，２］ ［３，３］

［－１，１］ ［２，２］ ［３，３］

熿

燀

燄

燅

　 　

狓１

狓２

狓３

熿

燀

燄

燅

　 　

３

１０

８

熿

燀

燄

燅

　．

４　区间线性模版约束抽象域的模版生

成策略

在分析前，我们通过预分析或者人工设定等方

法提供区间线性模版．本节我们将讨论模版中区间

系数的生成策略，区间线性模版约束抽象域的系数

矩阵可以在模版多面体抽象域的系数矩阵的基础上

生成．

系数矩阵的设定是基于模版多面体抽象域程序

分析的关键．在模版多面体的系数矩阵设定中有

３个重要的来源：（１）赋值语句；（２）条件判断语句；

（３）目标性质中包含的表达式．若将赋值语句作为

一条模版内的约束，基于该模版可以将该条语句的

迁移语义完全刻画出来．

如基于模版多面体分析图１中的程序ｐｒｏｇｒａｍ１

时，根据语句“狔＝２狓＋１”，我们将“２狓－狔”添加到

模版中；根据赋值语句“狔＝３狓＋２”，我们将

“３狓－狔”添加到模版中．因此我们选取的模版为

“２狓－狔”和“３狓－狔”，令变量构成的向量为［狓，狔］
Ｔ，

则模版多面体的系数矩阵为 　

２ －１

－２ １

３ －１

－３ １

熿

燀

燄

燅

　．根据该

系数矩阵，可分析出程序在第２行ｔｈｅｎ分支结束处

的抽象状态为“２狓－狔＝－１”；在第４行ｅｌｓｅ分支结

束处的抽象状态为“３狓－狔＝－２”；而在第５行分支

语句结合处的抽象状态为“ｔｏｐ”．

基于区间线性模版约束抽象域分析分析语句

时，我们可以将不同分支中的模版进行组合，生成相

２５５ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１８年
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应的区间模版．在实际分析时，由于赋值语句的数目

可能过多，我们考虑只将不同分支中出现的类似却

有区别的模版进行区间组合．这里本文先介绍区间

组合操作的定义．给定两条区间线性线性不等式：

φ′∑
犽

［犃
－
′犻犽，珡犃′犻犽］狓犽犮′犻和φ″∑

犽

［犃
－
″犻犽，珡犃″犻犽］狓犽犮″犻

（可看作区间线性模版的第犻行约束），则φ′与φ″

区间组合的结果为φ［犃－犻犽
，珡犃犻犽］狓犽犮犻，其中

犮犻＝ｍａｘ｛犮′犻，犮″犻｝，［犃－犻犽
，珡犃犻犽］＝ ［ｍｉｎ｛犃－′犻犽

，犃
－
″犻犽｝，

ｍａｘ｛珡犃′犻犽，珡犃″犻犽｝］．通过区间组合，我们可以对不同分

支上的区间模版多面体进行抽象，得到新的区间模

版多面体．以图１中程序ｐｒｏｇｒａｍ１为例，将ｔｈｅｎ分

支与ｅｌｓｅ分支对应的两个模版“［２，２］狓＋［－１，

－１］狔”和“［３，３］狓＋［－１，－１］狔”进行组合操作，

得到区间模版“［２，３］狓＋［－１，－１］狔”，即系数矩阵

为［［２，３］，［－１，－１］］．基于该区间系数矩阵，可分

析出程序在第２行ｔｈｅｎ分支结束处的抽象状态为

“［２，３］狓＋［－１，－１］狔－１”；在第４行ｅｌｓｅ分支

结束处的抽象状态为“［２，３］狓＋［－１，－１］狔

－２”；在第５行分支语句结合处的抽象状态为

“－２［２，３］狓＋［－１，－１］狔－１”．

区间线性模版约束抽象域与
$

狀（狀为变量的维

度）上的每一个象限的交都是一个凸多面体抽象域．

区间线性模版约束抽象域的域表示可以看作是各个

象限内的多面体抽象域域表示的析取，根据各个变

量狓犻（１犻狀）的正负值确立不同象限多面体的形

态．基于区间线性模版约束抽象域的这个特点，我们

在遇到形如“狓犻０”的条件判断语句时，考虑为狓犻引

入区间系数（若条件判断语句形如“犪狓犻犫”，我们可

以通过平移转换操作将其归一化到形如“狓犻０”）．

如图９所示的示例程序ｐｒｏｇｒａｍ２是从文献［１０］

中修改得到（将程序沿狓轴向左平移到关于狔轴对

称）．在基于模版多面体抽象域对ｐｒｏｇｒａｍ２进行

分析时，假定变量构成的向量为［狓，狔］
Ｔ，若经典模

版抽象域的矩阵设置为 　
１ －１

１ １
［ ］　，在第１２行行头

（即循环结束处）得到狓的值范围为［－４９，５１］，狔

的值范围为［－１，－１］，因此会在第１２行产生除

零错误报（狓的实际值范围为［５１，５１］）．若直接

将不同分支中的模版进行合并，将区间系数矩阵

设置为 　

［１，１］ ［－１，１］

［１，１］ ［－１，－１］

［１，１］ ［１，１］

熿

燀

燄

燅

　，则在第１１行循环结

束处得到狓的值范围为［－５０，＋∞］，并不能消除

第１２行处的除零错误报．我们注意到第４行判断

语句为“狓＜０”，因此考虑将变量狓的系数设为区

间，以刻画程序的析取行为．若将区间系数矩阵

　

［－１，１］ ［１，１］

［１，１］ ［－１，－１］

［１，１］ ［１，１］

熿

燀

燄

燅

　，在第１１行循环结束处，

我们得到狓的值范围为［５１，５１］，值范围更加精确，

从而消除掉第１２行处的除零错误报．

１．狓＝－５０；

２．狔＝０；

３．狑犺犻犾犲（狔＜＝０）｛

４． 　犻犳（狓＜０）｛

５． 　　狓＋＋；

６． 　　狔＋＋；

７． 　｝ｅｌｓｅ｛

８． 　　狓＋＋；

９． 　　狔－－；

１０．　｝

１１．｝

１２．狕＝１／狓；

图９　示例程序ｐｒｏｇｒａｍ２

区间线性规划是实现区间线性模版约束抽象域

的核心操作，直接影响着抽象域域操作的复杂度．如

第２节所述，区间线性规划中，调用线性规划的次数

与规划中变量含区间系数的数目相关．本文中通过

讨论变量的正负号来确定系数取区间的左值或右

值，调用线性规划的次数是跟含区间的变量的个数

成指数级关系的，即若变量系数含区间的个数为狀，

则调用线性规划的次数为２狀．因此若变量系数含区

间的个数过多，会使得分析效率很慢．为了提升分析

效率，在实际应用中，我们将考虑把部分变量的区间

系数设置为常数，以减少分类讨论的次数，从而从一

定程度上保证分析效率．但是，将部分变量的区间系

数设为常数，可能使得分析精度有所下降．本质上，

本文通过限定变量系数为常数或区间，在分析精度

和分析效率之间进行权衡．

５　实现和实验

本文基于抽象解释框架实现了一个面向Ｃ程

序的静态分析工具原型ＣＡＩ，在ＣＡＩ的框架下对模

版多面体和区间线性模版约束抽象域进行实现．工

具原型ＣＡＩ的结构如图１０所示，包括开源前端

ＣＩＬ
［１１］、开源数值抽象域库 Ａｐｒｏｎ

［１２］以及不动点求

解模块．本文首先通过ＣＩＬ对源文件进行解析，得

到其控制流图，再使用Ａｐｒｏｎ库提供的数据类型建

立程序相应的语义方程，最后基于不动点求解模版

３５５３期 姜加红等：基于区间线性模版约束的程序分析
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图１０　静态分析工具原型ＣＡＩ的框架图

对语义方程进行迭代得到源程序的数值不变式．

在Ａｐｒｏｎ框架下，本文实现了模版多面体和区

间线性模版约束抽象域，并进行一系列的对比实验．

本文按照文献［８］中的方法，基于ＧＮＵ线性规划工

具包ＧＬＰＫ（ＧＮＵＬｉｎｅａｒＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇＫｉｔ）①实现

了区间线性规划方法，并将其应用到区间线性模

版约束抽象域域操作的实现中．本文采用的实验

平台是：Ｕｂｕｎｔｕ１４．０４操作系统，４ＧＢ物理内存，

ＡＭＤＡｔｈｌｏｎ３．１ＧＨｚ四核ＣＰＵ处理器．实验所用的

测试用例分别来自于本文的例子，相关工作［１３］以及

ＳＶＣＯＭＰ２０１６②．其中ｐｒｏｇｒａｍ１和ｐｒｏｇｒａｍ２是本

文的中使用的两个示例程序；ｉｔｖ＿ｐｏｌ１、ｉｔｖ＿ｐｏｌ２和

ｉｔｖ＿ｐｏｌ３来自参考文献［１３］；ｇｒ２００６＿ｔｒｕｅｕｎｒｅａｃｈ、

ｇｊ２００７＿ｔｒｕｅｕｎｒｅａｃｈ、ｇｓｖ２００８＿ｔｒｕｅｕｎｒｅａｃｈ来自

ＳＶＣＯＭＰ２０１６的ｌｏｏｐｌｉｔ目录，ｔｅｓｔ＿ｌｏｃｋｓ＿５、ｔｅｓｔ＿

ｌｏｃｋｓ＿６、ｔｅｓｔ＿ｌｏｃｋｓ＿７来自ＳＶＣＯＭＰ２０１６的ｌｏｃｋｓ

目录．如表１所示，列“＃ＶＡＲ”给出了各个程序中

变量的个数，列“ＬＯＣ”给出了各个程序的代码行数，

其中最大的程序来自于ＳＶＣＯＭＰ２０１６的ｌｏｃｋｓ目

录．本文所选的测试用例均含有析取行为（包含分支

语句，循环语句，分支条件为析取表达式等）．

表１　犜犆犕与犻狋狏犜犆犕实验结果对比表

程序名 ＃ＶＡＲ ＬＯＣ
ＴＣＭ

时间／ｓ ＃ＬＰ 是否验证

ｉｔｖＴＣＭ

时间／ｓ ＃ＬＰ 是否验证

ｉｔｖＴＣＭ与ｉｔｖＰｏｌ
精度比较

ｐｒｏｇｒａｍ１ ２ 　８ ０．０９０ 　１５０ 否 ０．０９０ 　２０２ 是 ＝

ｐｒｏｇｒａｍ２ ２ １２ ０．１８７ ３０３０ 否 ０．２５１ ７４０４ 是 ＞

ｉｔｖＰｏｌ＿１ １ ８ ０．０８０ １３４ 否 ０．０８８ ２０８ 是 ＝

ｉｔｖＰｏｌ＿２ ３ １１ ０．１０５ ５９６ 否 ０．１１３ ８５８ 是 ＝

ｉｔｖＰｏｌ＿３ ２ １２ ０．２９７ １２７０ 否 ０．３３７ １９８３２ 是 ＞

ｇｒ２００６＿ｔｒｕｅｕｎｒｅａｃｈ ２ １６ ０．２２７ ４１３０ 否 ０．３０１ ９１２２ 是 ＞

ｇｊ２００７＿ｔｒｕｅｕｎｒｅａｃｈ ２ １４ ０．１５９ ２４８８ 否 ０．１８４ ４７２２ 是 ＞

ｇｓｖ２００８＿ｔｒｕｅｕｎｒｅａｃｈ ２ １１ ０．１１３ ６２４ 否 ０．１１６ １１３７ 是 ＞

ｔｅｓｔ＿ｌｏｃｋｓ＿５ １１ ９３ ０．７８５ ２４３７２ 否 ２．９０２ ５２４６６ 否 ＞

ｔｅｓｔ＿ｌｏｃｋｓ＿６ １３ １０７ ０．９４３ ２５７２４ 否 ３．２２６ ５７６２４ 否 ＞

ｔｅｓｔ＿ｌｏｃｋｓ＿７ １５ １２１ １．１１７ ２６８３６ 否 ３．８６１ ６０４４２ 否 ＞

表１给出了ＣＡＩ基于模版多面体抽象域与区

间模版多面体抽象域对测试用例的分析结果．其中，

“时间（ｓ）”列给出ＣＡＩ基于不同抽象域分析所花的

时间，“＃ＬＰ”列给出分析过程中对线性规划求解器

ＧＬＰＫ的调用总次数，“是否验证”列给出基于不同

抽象域能否验证给定性质，“ｉｔｖＴＣＭ 与ｉｔｖＰｏｌ精度

比较”列将本文的区间线性模版约束抽象域与文献

［１３］的抽象域的分析精度作对比．

经典模版多面体抽象域中使用的模版均是常数

系数（系数矩阵从赋值语句中提出，或者人工设定），

区间线性模版约束抽象域中使用的模版是将不同分

支下经典模版多面体体抽象域中的系数组合后生成

的区间（即基于第４节的区间组合操作生成区间系

数矩阵）．

经典模版多面体抽象域的系数矩阵与区间线性

模版约束抽象域相对应，如区间线性模版约束抽象

域设定的系数为“［［２，３］，［－１，－１］］”，则经典模版

多面体抽象域对应的系数为“２狓－狔”和“３狓－狔”．

从表１中的分析结果可以看出区间线性模版

约束抽象域相对于模版多面体抽象域往往可以更

好地刻画程序析取行为（实验中列出的程序均带

有析取行为），从而验证测试用例中的给定性质．但

由于区间线性模版约束抽象域的域操作是基于区间

线性规划实现的，需要调用更多次线性规划，因此分

析时间往往更长．此外，当选定适当的区间模板时，

ｉｔｖＴＣＭ的分析结果往往会较ｉｔｖＰｏｌ的分析结果更

为精确．

６　相关工作

在抽象解释框架下，大部分数值抽象域只能基

于一系列线性约束的合取来表达凸性质，比如区间

４５５ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１８年
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抽象域［２］、八边形抽象域［５］、凸多面体抽象域［２３］等．

Ｓａｎｋａｒａｎａｒａｙａｎａｎ等人提出了模版多面体抽象域，

基于线性规划设计了模版多面体抽象域的域表示和

域操作［３４］．经典的模版多面体抽象域是一个通用的

凸抽象域，通过设置不同的系数矩阵，模版多面体抽

象域可以表达很多常见的数值抽象域（如区间抽象

域、八边形抽象域、等式抽象域等）．但经典模版多面

体抽象域中变量系数为固定常数，不能表达非凸性

质，而本文提出的区间线性模版约束抽象域，基于区

间线性不等式系统的弱解能够表达某些非凸性质．

此外，许多学者也在非凸抽象域方面开展了一

系列工作［１４１５］．Ｓａｎｋａｒａｎａｒａｙａｎａｎ等人研究含析取

的抽象域的域表示和域操作，提出基本的抽象域的

幂集拓展，以及相应的不动点迭代策略，并指出幂集

拓展会带来指数爆炸问题［１４］．Ａｘｅｌ等人将ｂｏｏｌｅａｎ

ｆｌａｇ引入多面体抽象域，布尔变量的不同取值对应

于不同的多面体表示，使整个抽象域具有一定的表

达非凸性质的能力［１６］；Ｋｈａｌｉｌ等则使用集合的减法

运算来表达非凸性质，即两个集合之间余集来作为

程序的状态表示（一个集合是程序状态集合的上近

似，另一个集合是程序状态集合补集的下近似），从

而具有一定的非凸性质表达能力［１５］．Ｇｕｒｆｉｎｋｅｌ等

人对基于线性决策图对经典区间抽象域做拓展，提

出了一个ＢＯＸＥＳ抽象域，通过多个区间的析取来

表达非凸变量值范围，线性决策图与二叉决策图相

近，但中间结点均是线性表达式，作者还给出基于线

性决策树的抽象域域操作的高效算法［１７］．Ｘａｖｉｅｒ等

人提出了迹划分抽象域，该抽象域基于历史控制流

结构信息对程序抽象状态进行划分从而表达非凸性

质，作者还讨论了迹划分策略以及迹合并的时机等

问题［１８］．Ｃｈｅｎ等人提出了一个通用的基于二叉决

策树的抽象域算子，二叉决策树的中间节点由程序

的分支结点处的判断条件决定，二叉决策树的叶子

结点为经典的凸抽象域（如区间抽象域、八边形抽象

域等），该算子可以通过刻画程序的迹语义来表达非

凸性质［１９］．Ｕｒｂａｎ等人在基于抽象解释的终止性分

析中，将分支条件作为抽象状态划分的算子，提出了

基于决策树的程序有条件终止的求解算法［２０］．

线性模版抽象域的模版选择与设定这一开放性

问题也吸引了很多学者的关注．Ｓａｎｋａｒａｎａｒａｙａｎａｎ

等人讨论了基于源程序的模版生成策略，即从程序

的赋值语句、待验证性质中提取模版，此外他们还考

虑一些带实际应用背景的模版生成策略，如对数组

程序常常考虑基于区间抽象域和八边形抽象域生成

模版［３４］．Ｄｅｅｐａｋ等人使用量词消去技术求解程序

的循环不变式的形态，即确定程序对应的等式模

版［２１］．他们首先假定程序的模版为一个含参数的形

式，再基于量词消去技术，消减掉程序变量，求得不

变式中的变量系数．Ｋａｒｐｅｎｋｏｖ等人在基于策略迭

代的程序分析中，也研究了模版生成的策略［２２］，他

们提出的模版生成策略在区间和八边形抽象域的基

础上添加了形如“狓＋２狔”、“狓＋狔＋狕”等常见的表达

式形式作为模版候选．

本文的作者在抽象解释领域特别是抽象域的设

计上做了一系列的工作，本文的主要工作是设计一

个能刻画区间线性约束的抽象域，与所在团队先前

设计的抽象域既有联系也有区别．Ｃｈｅｎ等人将区间

线性代数应用到经典多面体抽象域中，提出了区间

多面体抽象域，区间多面体抽象域可以天然地表达

某些非凸性质，其区间系数是任意形式的，因而复杂

度是指数级的，可扩展性有局限性［１３］．而本文提出

的区间线性模版约束抽象域的域表示中变量的系数

均是固定的，因此域操作的复杂度由模版中区间系

数的数目决定，可以通过限定模版中区间个数降低

分析的复杂度．Ｃｈｅｎ等人提出了单变量区间线性不

等式抽象域，其主要思想是使用单变量区间线性不

等式约束作为域元素的约束表示方法，可以表达某

类非凸、非连通性质［２３］．单变量区间线性不等式抽

象域可以看作本文区间线性模版抽象域的一种特殊

形式．Ｃｈｅｎ等人将绝对值算子与经典八边形抽象域

相结合，可以刻画变量的值与其绝对值之间的八边

形关系，具有一定的析取表达能力［２４］．如果设置合

适的模版（如模版中将变量系数设置为［－１，１］、

［０，１］等），绝对值八边形抽象域可以看作区间线性

模版约束抽象域的一个特殊情形．Ｊｉａｎｇ等人提出了

区间幂集抽象域，使用有限个区间的析取来刻画变

量的取值范围，从而表达非凸性质［２５］．为了降低操

作的复杂度，作者限定了幂集集合中元素的个数．为

了将指针分析与数值分析相结合，Ｙｉｎ等人提出了

一种新的指针内存模型，然后基于该模型设计了一

个刻画指针指向关系和指针偏移量的抽象域，并实

现了一个面向Ｃ程序的静态分析工具原型，对带指

针算术的Ｃ程序进行分析，求解源程序中指针的指

向信息和偏移量信息的不变式［２６］．

７　总结与下一步工作

本文对抽象解释领域具有代表性的模版多面体

５５５３期 姜加红等：基于区间线性模版约束的程序分析
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抽象域进行扩展，提出了一个新的数值抽象域———

区间线性模版约束抽象域．该抽象域能够表达和处

理带区间线性表达式，可以用来分析程序中变量之

间的区间线性关系（形如∑
犽

［犪犽，犫犽］狓犽犮）．与经典

模版多面体抽象域类似，区间线性模版约束抽象域

的模版是固定的（可通过预分析或者人工设定等方

法获得）．区间线性模版约束抽象域基于区间线性约

束的弱解语义，能够天然地表达某类非凸性质．区间

线性模版约束抽象域与
$

狀（狀为变量的维度）上的

每一个象限的交都是一个凸模版多面体抽象域，其

域表示是每个象限内的模版多面体抽象域的析取．

区间线性模版约束抽象域的域操作可以通过区间线

性规划来构造．此外，我们还讨论了如何基于经典模

版多面体抽象域的模版构造区间模版多面体抽象域

所需要的模版．初步的实验结果表明，区间线性模版

约束抽象域可以较好地刻画程序的非凸性质，区间

线性模版多面体抽象域相比于区间多面体抽象域具

有更好的可扩展性．

模版的设置是基于区间线性模版约束抽象域分

析程序的关键，也是一个开放性的问题．下一步，我

们将研究更为通用有效的模版自动生成方法（比如

面向待分析性质的后向分析来生成模版等），以提升

分析方法的可用性．
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Ｇｅｒｍａｎｙ，２００２：２０９２６５

［１２］ ＪｅａｎｎｅｔＢ，ＭｉｎｅＡ，ｅｔａｌ．ＴｈｅＡＰＲＯＮｌｉｂｒａｒｙｆｏｒｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆｔｈｅ ２１ｓｔＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＡｉｄｅｄＶｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ．Ｇｒｅｎｏｂｌｅ，Ｆｒａｎｃｅ，

２００９：６６１６６７

［１３］ ＣｈｅｎＬ，ＭｉｎéＡ，ＷａｎｇＪ，ｅｔａｌ．Ｉｎｔｅｒｖａｌｐｏｌｙｈｅｄｒａ：Ａｎ

ａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎ ｔｏ ｉｎｆｅｒｉｎｔｅｒｖａｌｌｉｎｅａｒ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１６ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＳｔａｔｉｃ

Ａｎａｌｙｓｉｓ．Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２００９：３０９３２５

［１４］ ＳａｎｋａｒａｎａｒａｙａｎａｎＳ，Ｉｖａｎ̌ｃｉ＇ｃＦ，ＳｈｌｙａｋｈｔｅｒＩ，ｅｔａｌ．Ｓｔａｔｉｃ

ａｎａｌｙｓｉｓｉｎｄｉｓｊｕｎｃｔｉｖｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｏｍａｉｎｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ

ＳｔａｔｉｃＡｎａｌｙｓｉｓＳｙｍｐｏｓｉｕｍ．Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２００６：

３１７

［１５］ ＧｈｏｒｂａｌＫ，Ｉｖａｎ̌ｃｉ＇ｃＦ，ＢａｌａｋｒｉｓｈｎａｎＧ，ｅｔａｌ．Ｄｏｎｕｔｄｏｍａｉｎｓ：

Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｎｏｎｃｏｎｖｅｘｄｏｍａｉｎｓｆｏｒａｂｓｔｒａｃｔｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ／／

ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｆＶｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ＭｏｄｅｌＣｈｅｃｋｉｎｇ

ａｎｄＡｂｓｔｒａｃｔＩｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ．Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２０１２：

２３５２５０

［１６］ ＳｉｍｏｎＡ．Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｆｌｏｗ ｗｉｔｈＢｏｏｌｅａｎｆｌａｇｓ／／

ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＳｔａｔｉｃＡｎａｌｙｓｉｓＳｙｍｐｏｓｉｕｍ．Ｖａｌｅｎｃｉａ，

Ｓｐａｉｎ，２００８：３１５３３１

［１７］ ＧｕｒｆｉｎｋｅｌＡ，ＣｈａｋｉＳ．Ｂｏｘｅｓ：Ａｓｙｍｂｏｌｉｃａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎｏｆ

ｂｏｘｅｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆｔｈｅ Ｓｔａｔｉｃ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ．

Ｐｅｒｐｉｇｎａｎ，Ｆｒａｎｃｅ，２０１０：２８７３０３

［１８］ ＲｉｖａｌＸ，Ｍａｕｂｏｒｇｎｅ Ｌ．Ｔｈｅｔｒａｃｅｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇａｂｓｔｒａｃｔ

ｄｏｍａｉｎ．ＡＣＭＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇＬａｎｇｕａｇｅｓａｎｄ

Ｓｙｓｔｅｍｓ，２００７，２９（５）：２６

［１９］ ＣｈｅｎＪｕｎｊｉｅ，ＣｏｕｓｏｔＰ．Ａｂｉｎａｒｙｄｅｃｉｓｉｏｎｔｒｅｅａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎ

ｆｕｎｃｔｏｒ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ Ｓｔａｔｉｃ ＡｎａｌｙｓｉｓＳｙｍｐｏｓｉｕｍ．

Ｂｅｒｌｉｎ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２０１５：３６５３

［２０］ ＵｒｂａｎＣ，ＭｉｎéＡ．Ａｄｅｃｉｓｉｏｎｔｒｅｅａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎｆｏｒｐｒｏｖｉｎｇ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｔａｔｉｃ

ＡｎａｌｙｓｉｓＳｙｍｐｏｓｉｕｍ．Ｍｕｎｉｃｈ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２０１４：３０２３１８

［２１］ ＫａｐｕｒＤ．Ｐｒｏｇｒａｍａｎａｌｙｓｉｓｕｓｉｎｇｑｕａｎｔｉｆｉｅｒｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎｈｅｕｒｉｓｔｉｃｓ

／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＴｈｅｏｒｙａｎｄ

Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆ ＭＯＤＥＬＳｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．Ａｌｂｕｑｕｅｒｑｕｅ，

ＵＳＡ，２０１２：９４１０８
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［２２］ ＫａｒｐｅｎｋｏｖＥＧ，ＭｏｎｎｉａｕｘＤ，ＷｅｎｄｌｅｒＰ．Ｐｒｏｇｒａｍａｎａｌｙｓｉｓ

ｗｉｔｈｌｏｃａｌｐｏｌｉｃｙｉｔｅｒａｔｉｏｎ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｆ

Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ＭｏｄｅｌＣｈｅｃｋｉｎｇ，ａｎｄＡｂｓｔｒａｃｔＩｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ．

Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２０１５：１２７１４６

［２３］ ＣｈｅｎＬｉＱｉａｎ，ＷａｎｇＪｉ，ＨｏｕＳｕＮｉｎｇ．Ａｎａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎ

ｏｆｏｎｅｖａｒｉａｂｌｅｉｎｔｅｒｖａｌｌｉｎｅａｒｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆ

Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ，２０１０，３３（３）：４２７４３９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（陈立前，王戟，侯苏宁．单变量区间线性不等式抽象域．计

算机学报，２０１０，３３（３）：４２７４３９）

［２４］ ＣｈｅｎＬ，ＬｉｕＪ，ＭｉｎéＡ，ｅｔａｌ．Ａｎａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎｔｏｉｎｆｅｒ

ｏｃｔａｇｏｎａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｗｉｔｈａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ

ＳｔａｔｉｃＡｎａｌｙｓｉｓＳｙｍｐｏｓｉｕｍ．Ｍｕｎｉｃｈ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２０１４：１０１１１７

［２５］ ＪｉａｎｇＪｉａＨｏｎｇ，ＣｈｅｎＬｉＱｉａｎ，ＷａｎｇＪｉ．Ｆｌｏａｔｉｎｇｐｏｉｎｔｐｒｏｇｒａｍ

ａｎａｌｙｓｉｓｂａｓｅｄｏｎｆｌｏａｔｉｎｇｐｏｉｎｔｐｏｗｅｒｓｅｔｏｆｉｎｔｅｒｖａｌｓａｂｓｔｒａｃｔ

ｄｏｍａｉｎ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ Ｆｒｏｎｔｉｅｒｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ

Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１３，７（３）：２０９２１７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（姜加红，陈立前，王戟．基于浮点区间幂集抽象域的浮点程

序分析．计算机科学与探索，２０１３，７（３）：２０９２１７）

［２６］ ＹｉｎＢａｎｇＨｕ，ＣｈｅｎＬｉＱｉａｎ，ＷａｎｇＪｉ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｐｒｏｇｒａｍｓ

ｗｉｔｈｐｏｉｎｔｅｒａｒｉｔｈｍｅｔｉｃｂｙｃｏｍｂｉｎｉｎｇｐｏｉｎｔｓｔｏａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ａｂｓｔｒａｃｔｉｏｎｓ．ＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２０１５，４２（７）：３２３７（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）

（尹帮虎，陈立前，王戟．基于指向与数值抽象的带指针算术

程序的分析方法．计算机科学，２０１５，４２（７）：３２３７）

犑犐犃犖犌 犑犻犪犎狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９８９，

Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ

ｉｎｃｌｕｄｅ ａｂｓｔｒａｃｔ ｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ ａｎｄ

ＳＭＴ．

犢犐犖 犅犪狀犵犎狌，ｂｏｒｎｉｎ１９８９，Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓ

ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅａｂｓｔｒａｃｔｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎａｎｄｐｒｏｇｒａｍ

ａｎａｌｙｓｉｓ．

犆犎犈犖犔犻犙犻犪狀，ｂｏｒｎｉｎ１９８２，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｉｓｔａｎｔｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．

Ｈｉｓ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｉｎｔｅｒｅｓｔｓ ｉｎｃｌｕｄｅ ｐｒｏｇｒａｍ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ

ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ｆｏｒｍａｌｍｅｔｈｏｄｓ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱

Ｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙｉｎｆｅｒｒｉｎｇｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｖａｒｉａｎｔｓ

ｉｎａｐｒｏｇｒａｍｈａｓｒｅｃｅｉｖｅｄｗｉｄｅａｔｔｅｎｔｉｏｎｉｎｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓａｎｄ

ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｐｒｏｇｒａｍｓ．Ａｂｓｔｒａｃｔｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎｉｓａｇｅｎｅｒａｌ

ｔｈｅｏｒｙｔｏｓｏｕｎｄｌｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｐｒｏｇｒａｍ ｓｅｍａｎｔｉｃｓ．Ｔｈｉｓ

ｔｈｅｏｒｙｐｒｏｖｉｄｅｓａｇｅｎｅｒａｌｆｒａｍｅｗｏｒｋｔｏａｎａｌｙｚｅｖａｌｕｅｒａｎｇｅｓ

ｏｆｐｒｏｇｒａｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ，ｇｕａｒａｎｔｅｅｉｎｇｔｈｅｓｏｕｎｄｎｅｓｓｏｆｔｈｅ

ａｎａｌｙｓｉｓ．Ａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎｉｓｋｅｙｔｏｔｈｅｆｒａｍｅｗｏｒｋｏｆａｂｓｔｒａｃｔ

ｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ，ａｎｄ ｍａｎｙｎｕｍｅｒｉｃａｌａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎｓｈａｖｅ

ｂｅｅｎｐｒｏｐｏｓｅｄｕｎｄｅｒｔｈｉｓｆｒａｍｅｗｏｒｋ．Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｔｈｅ

ｅｘｐｒｅｓｓｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｔｅｍｐｌａｔｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｍａｔｒｉｘ ｄｏｍａｉｎ

（ＴＣＭ）ｓｕｂｓｕｍｅｓｍｏｓｔｗｅａｋｌｙｒｅｌａｔｉｏｎａｌａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎｓ

ｔｈａｔａｒｅｃｏｍｍｏｎｌｙｕｓｅｄｉｎｐｒａｃｔｉｃａｌｐｒｏｇｒａｍａｎａｌｙｓｉｓ，ｆｏｒ

ｅｘａｍｐｌｅ，ｉｎｔｅｒｖａｌａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎ，ｏｃｔａｇｏｎａｂｓｔｒａｃｔｄｏｍａｉｎ，

ｅｔｃ．Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｅｘｔｅｎｄｓｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｔｅｍｐｌａｔｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

ｍａｔｒｉｘｄｏｍａｉｎｗｈｉｃｈｉｓｂａｓｅｄｏｎｌｉｎｅａｒｔｅｍｐｌａｔｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ，

ｔｏｓｕｐｐｏｒｔｉｎｔｅｒｖａｌｌｉｎｅａｒｔｅｍｐｌａｔｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ，ａｎｄｐｒｏｐｏｓｅｓ

ａｎｅｗｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｏｍａｉｎ—ｉｎｔｅｒｖａｌｔｅｍｐｌａｔｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｍａｔｒｉｘ

ｄｏｍａｉｎ（ｉｔｖＴＣＭ），ｗｈｉｃｈｃｏｕｌｄｉｎｆｅｒｉｎｔｅｒｖａｌｌｉｎｅａｒｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

ｒｅｌａｔｉｏｎｓａｍｏｎｇｖａｒｉａｂｌｅｓｉｎａｐｒｏｇｒａｍ ｉｎｔｈｅｆｏｒｍ ｏｆ

“∑
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