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用平面六边形割角的细分曲面生成方法

韩 臻
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摘 要 平面六边形是一种更契合自然并具有独特优点的多边形,找到一种方便实用的平面六边形细分格式是细

分曲面研究领域中的基础工作之一.本文提出了一种平面六边形细分方法,对任意初始凸多面体网格,只用平面六

边形进行割角细分,可以使得细分曲面光滑、保凸、具有插值性质,且细分过程中新增的面片都是平面六边形.我们

将该方法简称为平面蜂窝细分.论文给出了平面蜂窝细分的拟线性四点格式几何规则及其细分矩阵,其几何意义

直观,相应的算法简单、可行且数值稳定.论文分析了细分曲面的收敛性和光滑性,给出了C1 光滑性条件及其证

明.为了提高细分曲面的光滑性,传统的方法是使边数不同的多边形面片按等比例收缩,该方法对于平面蜂窝细分

没有预期效果并且无法处理三角形特殊面;论文给出了一种新方法,获得的割角参数使得细分曲面更加光滑,且可

以统一处理三角形、四边形等特殊面,从而避免特殊点/面带来的局限性.论文还提出了平面蜂窝细分方法的一种

推广和一种自然边界处理方法,并讨论了平直边界和退化情形下尖锐特征生成的方式,可用于细分任意可定向初

始网格.文中给出了一些细分曲面的例子,并与经典的细分方法进行了比较,验证了新方法的有效性和具有的

优点.
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AMethodofGeneratingSubdivisionSurfaceswith
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Abstract Researchonsubdivisionsurfaceshasachievedsignificantresultsandhasbeenapplied
invariousfields,suchassmoothsurfacemodelinginanimationandarchitecturalgeometric
design.Amongthem,constructingvariousfeasiblesubdivisionschemesisafundamentalworkin
theresearchofsubdivisionsurfaces.Hexagonisapolygonthatismorecompatiblewithanature
andelegantappearance.Somescholarshaveproposedsubdivisionschemesbasedonhexagons.
But,thesehexagon-basedsubdivisionschemeseitherhavepoorsmoothnessandcomputational
complexity or produce non-coplanar verticesin thefacet.There are also problems of
discontinuity,self-intersection,orinabilitytosubdivideatextraordinarypoints/faces,especially
triangularfacets.However,theplanarityofthemeshfacesisasimportantassmoothnessinsome
applications,forexampleinarchitecture.Itisworthlookingforwardtoaconvenientplanar
hexagonalsubdivisionscheme.Ontheotherhand,theconstructionofsubdivisioncurvescanbe
perfectlysummarizedasasequenceofcornercuttingoperations,whichisgeometricallyintuitive,

flexible,convex-preserving,and computationally stable.The non-uniform cornercutting
subdivisioncurvemethodproposedbyGregoryandQu(referredtoastheG-Qalgorithm)isa
classicmethod.Withthismethod,foranyinitialpolylineontheplane,bysequentiallycuttingall
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thecornersformedbythepolyline(thecuttingparameterssatisfythecorrespondingsmoothness
conditions),aC1smoothlimitcurvecanbeobtained.Eachsegmentoftheinitialpolylinehasa
pointpreservedonthelimitcurve,andthetangentlineofthelimitcurveatthatpointisthe
initialpolylineatthatpoint.Thismethodcanbeextendedtodescribethegenerationofspatial
surfacesasfollows:foranyconvexpolyhedroninspace,bysequentiallycuttingallthecornersof
thepolyhedron,aC1smoothlimitsurfacecanbeobtained.Eachinitialfacehasapointpreserved
onthelimitsurface,andthetangentplaneofthelimitsurfaceatthatpointistheinitialfaceat
thatpoint.However,nomethodhasyetachievedthisgeneralization.Inthispaper,weproposea
planarhexagonalsubdivisionschemecalledPlanarHoneycombSubdivision(PHS)foranyconvex
polyhedral.Through onlycorner-cutting by planes,PHScan generateinterpolatoryand
convexitypreservingsmoothsurfaces,andeverynewfacetproducedinthesubdivisionprocedure
isaplanarhexagon.WepresentPHS’squasilinearfour-pointschemeanditssubdivisionmatrix
withanobviousgeometricsignificance.Thealgorithmissimple,viable,andstable.Weanalyze
PHS’sconvergenceandsmoothness,givetheconditionsforgeneratingC1surfacesanditsproof.
Weobservedthattheconventionalmethodusingaconstantshrinkingrateofthepolygonsis
ineffectivetogeneratesmoothersurfacesforPHSandputforwardanewideatodeterminethe
corner-cuttingparameterswiththeunifiedform.Thenewmethodiseffectiveevenfortriangles
andrefrainsfromthepeculiaritiesduetotheextraordinaryfaces/vertices.Wealsogivemethods
forgeneratinganaturalboundaryoraflatboundary,generalizePHStoarbitraryorientable
topologymeshes,anddiscussamethodforgeneratingsharpfeaturesindegeneratepolygons.In
thepaper,thereareseveralexamplescomparedwiththeclassicalsubdivisionsurfaces.The
resultsshowthatthenewmethodisvaluableandpossessessomeadvantages.

Keywords subdivisionsurface;hexagonalmeshing;planarhexagon;convexitypreserving;

corner-cutting;corner-cuttingparameters;extraordinaryvertices/faces

1 引 言

细分曲面的研究已经有很多成果,并应用到了

很多领域,例如:动画中的光滑曲面建模[1]、建筑中

的建筑几何设计[2]等.其中,构造各种可行的细分格

式是细分曲面研究的一项基础性工作.
一些经典的细分格式,例如,基于四边形网格的

Catmull-Clark细分[3]和Doo-Sabin细分[4],基于三

角形网格的Loop细分[5]、蝶形细分[6]和 3细分[7]

等,拓扑和几何规则清晰直观,除了在其相应的特殊

点或特殊面①附近需要特殊处理、形状不易控制之

外[8],方法简单易行.
六边形是一种更契合自然并具有独特优点的多

边形[9,10],已有学者提出了一些基于六边形的细分

格式[11,12,9].但这些六边形细分格式或者存在光滑

性较差、计算复杂,或者细分产生的六边形的顶点不

共面等缺陷.在特殊点/面,特别是三角形特殊面处,

存在不连续、自交叉或不能细分等问题.然而,网格

面片的平面性与曲面的光滑性在一些应用中都非常

重要.例如,在建筑几何设计中,拼接曲面的小面片

通常都需要是平面的.
另一方面,细分曲线的构造可以完美地归结为

逐次割角操作,几何上非常直观灵活、保凸且计算稳

定[13-19].Gregory和 Qu在文献[16]中提出的非一

致割角细分曲线方法是其中的经典方法(简称G-Q
算法),该方法对于平面上任意的初始折线段,仅通

过逐次割去折线形成的所有角(割角参数满足相应

的光滑性条件),就能获得C1 光滑的极限曲线,每一

段初始折线上存在一个点保留在极限曲线上,极限

曲线在该点的切线就是该点所在初始折线.该方法

推广到空间曲面生成的问题描述如下:对于空间中

的任意凸多面体,仅通过逐次割去凸多面体的所有
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① 特殊点/面(extraordinaryverticesandfaces)是相对于规则

点/面而言的,也叫做“奇异点/面”或“不规则点/面”.
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角而获得C1 光滑的极限曲面,每一个初始面片上存

在一点保留在极限曲面上,极限曲面在该点的切平

面就是该点所在初始面片.然而,尚没有一种方法实

现了这一推广.
本文给出了一种几何直观的平面六边形割角细

分曲 面 方 法,称 为 平 面 蜂 窝 细 分 方 法 (Planar
HoneycombSubdivision,PHS),实现了对 G-Q 算

法的上述推广.对于初始凸多面体网格,该方法逐次

细分产生的新面片都是六边形,并且其六个顶点共

面.新方法比已有的平面六边形细分方法光滑性好,
且计算量减少了一半以上.

我们给出了平面蜂窝细分方法的几何规则,详
细分析了规则的几何意义,并将规则用一种拟线性

的空间四点格式统一表示,给出了相应的细分矩阵.
分析并证明了平面蜂窝细分方法的收敛性和C1 光

滑性条件.
为了提高细分曲面的光滑性,传统的做法是使

不同边数的n边形面片的收缩比例σn 都取相同的

值(例如,对于基于六边形的细分方法,收缩比例一

般是σ6=1/3),使得细分时各面片的收缩速度保持

一致.这一方法对于平面蜂窝细分是无效的,特别是

对于三角形面片是绝对无效的(当要求σ3=1/3时,
细分曲面的连续性和C1 光滑性遭到破坏),这也是

基于六边形的细分方法在处理三角形特殊面片时一

直存在的问题.我们发现了一种有效的新方法:产生

n边形新顶点的割边比例参数u(n)取值保持一致,
可以提高细分曲面的光滑性.新方法对所有的n边

形,包括三角形,都可以确定出有效的参数,从而避

免了特殊点/面导致的局限性.
本文还给出了平面蜂窝细分方法的一种推广,

同时给出了一种基于边界面的自然边界处理方法,
并讨论了平直边界和退化情形下尖锐特征生成的方

式,可用于细分任意的可定向拓扑网格.
文中给出了平面蜂窝细分方法的一些细分例

子,分别与基于六边形、四边形和三角形的典型细分

方法进行了比较,验证了新方法的有效性和具有的

一些优点.

2 六边形细分曲面的相关工作

基于六边形的细分方法,其规则顶点的价①为

3,规则面为六边形.任意初始凸多面体网格顶点的

价一般各不相同(≥3),类似于文献[9]中的网格转

换方法,对所有价不为3的顶点可以作一次平面割

角(不割去边)预处理,就能得到顶点价全为3的凸

多面体,并可尽量保留期望的网格模型形状.割角

后,对应一个n价顶点产生一个平面n 边形新面;新
增n个价3顶点,去掉了原n价顶点;与其相邻的各

面边数增加1,其余不相邻的面不变.割角的具体大

小,会影响曲面的局部形状,但预处理只需开始时做

一次,不影响后面的逐次细分过程,相对自由的选择

可以使得交互设计时有更多的灵活性.
对于任意的可定向拓扑网格,如果不要求多边

形是平面多边形,也可以类似处理得到顶点价为3
的网格(有边界时,边界上的顶点价可以为2).

所以,我们假设初始网格顶点价都是3,但初始

面片的边数可以任意.基于六边形的细分方法,除了

初始多边形面片收缩而成的新面片边数不变之外,
其他新产生的面片都是六边形.

已有的六边形细分格式主要有两类.文献[20]
把这 两 类 方 法 分 别 称 为 保 凸 细 分 (convexity-
preservingsubdivision)和 蜂 窝 细 分 (honeycomb
subdivision),其细分的拓扑规则分别如图1(b)和
(c)所示,其中(b)(c)中的虚线表示初始网格.

图1 六边形细分的两种拓扑规则[20]

保凸细分方法以1分4的方式进行逐次细分,
如图1(b)所示,将1个初始六边形细分成4个小六

边形(图1(b)中的实线六边形),其中没有虚线穿过

的1个小六边形由原六边形收缩而成,可称为“面-
面”,另外3个由6个小的半边六边形(由虚线分割

成的四边形)与相邻的另外半边六边形拼合而成,或
者说,是以原六边形的每条边(图1(b)的虚线边)产
生一个小六边形,可称为“边-面”.蜂窝细分方法则

是以1分3的方式细分,除了中间收缩而成的小六

边形外,另外2个由6个小六边形的1/3部分拼合

而成,或者说,是以原六边形的每个顶点(图1(c)的
虚线网格顶点)产生一个小六边形,可称为“点-面”.
本文按照这两类拓扑规则的特点分别简称之为“边
方法”和“点方法”.
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① 顶点的价(valancesofvertices)是该顶点连接的其他顶点数

(即含该顶点的边数),也叫做“顶点的度数”.
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2.1 边方法

文献[11]最早提出了一种边方法,也是最早的

一种六边形细分格式.对于初始凸多面体网格,其几

何规则简述如下:
(1)过每条边E 作一平面FE,其法向是该边相

邻两面法向的平均值;
(2)对应原n边形面F,由(1)产生的n个面相

交产生一个多面体Δ,找到该多面体在F 之外离F
最近的顶点,作该顶点与F 的垂线,过其中点作F
的平行面,与多面体Δ 相交得到细分后的n 边形新

面-面;
(3)平面FE 上边E 的两个端点,其相邻的两个

新面-面在FE 上各有2个顶点,这6个点构成一个

六边形新边-面.
该方法保凸,细分产生的新边-面都是共面六边

形,并且初始顶点都在细分曲面上.但是,其规则(2)
中的计算复杂,而且,在多次细分后,n个平面的法

向趋近相同,数值稳定性不好.文献[11]的方法及其

一些改进方法都不能避免这些缺点.该方法生成的

极限细分曲面还会存在平面面片或线段,文献[21]
研究了该问题及一些改进方法.

文献[22]提出了一种 Hermite型的边方法.对
于任意凸多面体(顶点的价都是3),看作是极限细

分曲面的切平面包络,称为控制网格(如图2(a)所
示).在每一个多边形面片F 内部取一点P,连接控

制网格中每3个相邻面的P 点形成对偶的三角形

网格,称为插值网格(如图2(b)中的三角形实线所

示),点P 是极限细分曲面的插值点.

图2 控制网格(a)和插值网格(b)示意图

Hermite型边方法是 Hermite细分曲线[18]的

一种推广,其几何规则如下:
(1)如图3(a)所示,对应原n边形面F,设其顶

点为Qj,则细分后的新面-面的第j个顶点qj 由下

式计算得到:

qj =αQj+(1-α)P,其中1
3 <α<1.

细分后,面上的插值点P 保持不变;

(2)如图3(b)所示,对应原顶点Q1,其相邻3个

面片得到的新面-面分别记为[q1q2q3q4q5q6]、[q11q12
q13q14q15q16]和[q21q22q23q24q25q26].因为,边q1q2 和

q24q25都平行于Q1Q2,所以q1q2 和q24q25共面,记该

平面为(q2q1q25q24).平面(q2q1q25q24)、(q1q6q14q13)
和(q13q12q26q25)的交点Q1

1 就是替代Q1 的新顶点.
则平面六边形[q2q1Q1

1q25q24Q1
2]就是细分后对应原

边Q1Q2 的新边-面;
(3)在平面四边形[q2q1q25q24]内部任意取一点

作为新边-面[q2q1Q1
1q25q24Q1

2]的插值网格顶点.

图3 Hermite型边方法几何规则示意图

Hermite型边方法也保凸,细分产生的新边-面
也都是共面六边形.其计算比[11]简单,更容易实现

相对稳定的三平面求交算法,几何直观上是一种纯

粹的割边算法.细分过程中选择的插值点最终都在

细分曲面上,插值点形成的细分网格是三角形网格,
很方便交互设计中的形状控制.相应的控制网格面

片是插值点上的切面,形成六边形网格(除了初始多

面体的固定数量的其他多边形之外).但是,由于特

殊点/面的影响,例如正四面体初始网格,固定参数

的细分过程中会产生控制网格重叠甚至自交叉的问

题[23].文献[23]提到,可以在初始阶段对特殊的多

面体顶角选择合适的割角操作,或者在细分过程中

采用合适的非定常参数,来避免重叠或自交叉.
另有一类边方法,放弃了共面的要求.例如,文

献[24]提出了一种基于三次半盒样条的边方法,其
几何规则如下:

(1)如图4(a)所示,对应原六边形F,设其顶点

为Qj,则细分后的新面-面的第j个顶点qj 由下式

计算得到:

qj = 12Qj+18
(Qj-1+Qj+1+Qj-2+Qj+2),

其中下标j按mod(6)计算;
(2)如图4(b)所示,对应原顶点Q1,细分后得

到的松弛控制点Q1
1 由下式计算:
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Q1
1 = 14

(Q1+Q2+Q6+Q12),

则空间六边形[q2q1Q1
1q25q24Q1

2]就是细分后对应原

边Q1Q2 的新边-面,通常其6个顶点不共面.

图4 半盒样条边方法几何规则示意图

文献[25]基于该方法研究了同时考虑对偶三角

形网格的Hermite细分方法.文献[26]研究了基于

一般半盒样条的这类方法,特别是在特殊面周边的

细分情况,指出在三角形和四边形特殊面邻域存在

重叠和自交叉的现象,并给出了在初始阶段手动调

整细分参数以减缓这种现象的一些经验.
放弃共面要求的这类方法的优点是基于样条,

几何规则是线性的,便于计算和实现.但其缺点也很

明显,细分产生的新六边形一般不是平面的,不保

凸,细分曲面可能存在非期望的皱褶,影响其光滑

性,特别是在特殊区域附近这个问题更为突出.
2.2 点方法

点方法,在几何上可以看作是割角细分,尽管大

多数方法产生的“割面”不是平面多边形.对于价全

为3的初始多面体,它们的几何规则通常比边方法

要简单,只需给出原多边形内收缩的新面-面顶点的

几何规则即可,如图5(a)所示,多边形[q1q2q3q4q5q6]
就是新面-面,如果对应的原面-面是平面的,则新面-
面亦是,否则就不是平面的.依次连接原顶点相邻的

6个新顶点(分属相邻的3个新面-面)就形成了新

点-面,如图5(b)所示,六边形[q1q6q13q12q25q24]就
是对应原顶点Q1 的新点-面,新点-面全是六边形,
但通常不是平面的.

文献[9]提出了一种规则简单的点方法,其几何

规则如下:
(1)对应原六边形F,设其顶点为Qj,如图6(a)

所示,则细分后新面-面的第j个顶点qj 由下式计算

得到

qj =a(Qj+Qj+1)+     
b(Qj-1+Qj+2)+c(Qj-2+Qj+3),

其中2a+2b+2c=1,下标j按mod(6)计算.对于

正六边形,为了保持对称性,应取c=a-1/3;为了

有较好的光滑性,可以取如下的一组参数:a= 7
18
,

b=c= 1
18.

若引入六边形的质心 M,则qj 可以由

Qj,Qj+1和M 的加权平均表示;

图5 点方法细分示意图

图6 文献[9]点方法几何规则示意图

(2)对应n(≠6)边形特殊面nF,设其顶点为

Qj,如图6(b)所示,M 是nF 的质心点,则细分后的

第j个新顶点qj 由下式计算得到:

qj =wQj+Qj+1

2 +(1-w)M

其中w = 1
3cos(π/n)

,下标j按mod(n)计算.

该方法除了产生的点-面不是平面的缺点之外,
对于特殊面,特别是n=3的时候,细分曲面会产生

尖点、褶皱或自交叉.
文献[12]提出了一种称为蜂窝细分的点方法,

对于每个多边形面片,引入了一个面中心控制点V,
当它取质心 M 时就等价文献[9]的方法.蜂窝细分

因此可以看作是文献[9]这类方法的推广,其几何规

则如下:
(1)对应原n边形F,设其顶点为Qj,则细分后

新面-面的第j个新顶点qj 由下式计算得到:

qj =bn
Qj+Qj+1

2 +(1-bn)V,其中bn ∈ [0,1]
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为了对称性,可取bn =2/3;
(2)细分后新面-面的面中心控制点V1 由下式

计算:

V1 =anM +(1-an)V,其中an ∈ [0,1]

类似于 3细分,可取an = (4-cos(2π/n))/9;
(3)细分后对应原价为m 的顶点Q1 的新点-面

的面中心控制点V1
1 由该顶点及其相邻的m 个顶点

q1i 和m 个面的中心控制点V1i 加权平均计算得到:

V1
1 = (1-cm)Q1+cm∑

m

i=1
(αiQ1i+βiV1i);

其中cm、αi、βi ∈ [0,1],∑
m

i=1
(αi +βi)=1,可取

αi =βi = 1
2m
,cm 用以调节极限曲面的形状.

蜂窝细分曲面产生的新点-面一般也不是平面

的,特殊面的处理比较生硬,而且对中心控制点的选

取比较敏感,同样存在褶皱等不光滑的问题.
文献[27]提出了一种称为蜂窝割角细分的点方

法.该方法基于 3细分,利用射影几何中点和面的

对偶关系,将 3细分的三角形网格转化为其对偶空

间中的六边形网格,前者的顶点(规则情况下价为

6)对应对偶空间中一个六边形,前者的三角形面对

应对偶空间中网格的一个顶点(价为3).在对偶空

间中对价为3的顶点进行割角,如图7(a)所示,图
中的虚线三角形就是割面,由相邻两个三角形割面

相交产生的点F1*m 和F1*
l 就是细分后的顶点(原对

偶空间三角形网格的三角形).每个割面三角形上有

6个这样的交点,形成新点-面,它是一个平面六边

形(原对偶空间价为6的顶点).

图7 对偶空间中割角示意图

文献[27]给出了两种细分格式来确定割角三角

形.一种是在边F*
iF*

j 上取两点F*
ji 和F*

ij 分别作为

对应顶点F*
j 和F*

i 三角形割面的一个顶点,如图7
(a)所示,这两点把所在边分为三段,其比例记为α、

β、γ,满足α+β+γ=1.另一种格式,对应顶点F*
i ,

三角形割面的三个顶点分别在三条边上按比例参数

t1、t2、t3 确定,如图7(b)所示,取t=t1=t2=t3(t∈
(0,0.5)),则割面平行于与F*

i 相邻的3个原顶点

构成的面,记degF(F*
i )为顶点F*

i 相邻3个面的边

数最小者,为了顺应 3细分按1/3比例收缩的性质,

当degF(F*
i )是4、5、6时,t分别取为1/6、0.23和

0.该文献给出了用这两种格式选用不同的典型参数

的实验结果,得到的细分曲面不大理想,而且当

degF(F*
i )=3时,方法会失败.

文献[27]没有分析给出细分后F1*m 由F*
i 等原

顶点恰当表示的细分几何规则,没有给出其细分矩

阵,也没能论证蜂窝割角细分的收敛性和光滑性.为
了保证细分曲面的光滑性,文献[27]采用了六边形

网格蜂窝割角细分与其射影几何对偶空间中的三角

形网格 3细分相结合的策略,在每1、2次蜂窝割角

细分后转换回到对偶三角形网格作1次 3伞状算法

进行磨光.蜂窝割角细分保证细分过程的保凸性,

3伞状算法通过全局能量优化逐个调整顶点位置

来保持凸性和光滑性.3伞状算法虽然有较好的曲

面形状改善效果,但其计算量大,有时候收敛较慢.
给出的实验结果显示,极限曲面形状虽有改善,但

仍不够理想.另外,文献[27]也没有充分讨论特殊

面,特别是三角形面片的细分规则,这也是导致蜂

窝割角细分产生的极限曲面不够理想的另一个主要

原因.

3 平面蜂窝细分格式

对于顶点价全为3的凸多面体,六边形细分方

法只有初始网格存在的固定数量的非六边形面片是

特殊面,点方法细分过程中割角产生的新点-面都是

六边形.本文认为面才是点方法中几何结构的核心,
而不是边或点.文献[27]提出的以边(图7(a))或者

以顶点(图7(b))选择割角参数的方式,没有充分考

虑网格面片的边数对割角参数选择的关键影响.实
际上,为保证收敛性和光滑性,对于三角形和四边形

这样的非六边形面片来说,割角参数应受到特殊的

限制.
作为一种点方法,本文提出的平面蜂窝细分,以

面为几何结构核心,合理选取割角参数,并通过构造

新顶点由旧顶点拟线性表达的计算公式给出其细分

的几何规则.
3.1 平面蜂窝细分的几何规则

对于网格中每个多边形(按右手法则定义方向)
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的每一条边引入两个割角参数α(l)
(nk)j
、β
(l)
(nk)j
,其中:上

标(l)表示第l次细分,下标(nk)表示第k个n 边形,
下标j表示n 边形的第j边.为方便起见,在没有歧

义的情况下:(1)上标通常被省略,(nk)通常简写成

(n);(2)在讨论某个n边形的细分时,割角参数被简

写成αj、βj;(3)当n边形的各边割角参数取相同值

时,割角参数被简写成β(n).文中其他符号的上下标

含义类同.
平面蜂窝细分是一种点方法,几何规则如下:
(1)在价全为3的凸多面体的每条边上取两点,

分别作为该边两个端点的割角三角形的割角点,如
图8所示,针对平面凸n(≥5)边形面F,设F 的顶

点为Qj,取割角参数αj、βj 满足条件:

αj、βj∈ [0,1),1-αj-βj>0 (1)

则割角点Ej,j±1 可表示为(下标j按mod(n)计算):

Ej,j+1 =βjQj+1+(1-βj)Qj

Ej+1,j =αjQj+(1-αj)Qj+1 (2)

图8 平面蜂窝细分割角点示意图

  (2)如图9和图10所示,设uj、vj 是割边

Ej+1,jEj-1,j和Ej,j+1Ej+2,j+1的交点qj 将这两边分割

的比例参数,则细分后新面-面的第j 个顶点qj 由

下式计算得到:

qj = 12
{[(1-βj-1)uj]·Qj-1+

[βj-1uj+αj(1-uj)+(1-βj)(1-vj)]·Qj+
[(1-αj)(1-uj)+βj(1-vj)+αj+1vj]·Qj+1+

[(1-αj+1)vj]·Qj+2} (3)

其中,设空间点Ej,j±1 由其三维坐标列向量表示,则

uj、vj 是下列线性方程组(4)的解:

(Ej-1,j-Ej+1,j)uj+(Ej,j+1-Ej+2,j+1)vj =
= (Ej,j+1-Ej+1,j) (4)

  新面-面[q1q2…qn]由细分前的平面n 边形F
收缩而成,保持平面性.

图9 平面蜂窝细分几何规则示意图

图10 uj、vj 计算示意图

(3)如第2.2节的图5所示,细分后对应原顶点

Q1 的新点-面是六边形[q1q6q13q12q25q24].如图8所

示,该六边形的6个顶点在同一个割角三角形上,所
以共面.

由公式(1)的条件可知,图10中的割边分割比

例参数uj,vj∈(0,1),从而使细分后的新顶点都在

原凸多边形的内部.
本方法的几何规则保证了细分过程中产生的所

有新面片都是平面多边形,其所有操作均是用平面

割去凸多面体的角.用平面切割一个凸多面体剩下

的一定仍是凸多面体,所以本方法保凸,且新增的割

角多边形都是平面六边形.
方程组(4)的解存在唯一,采用数值稳定的全主

元消去法可得到数值解.实际上,如图10所示,

qj =ujEj-1,j+(1-uj)Ej+1,j

=vjEj+2,j+1+(1-vj)Ej,j+1 (5)
由公式(5)得到关于待定参数uj、vj 的方程组(4).

1261



计  算  机  学  报 2024年 

因为,Ej+1,j,Ej-1,j,Ej,j+1,Ej+2,j+1四点共面,根
据四点共面的充要条件有:

det(
Ej+1,j Ej-1,j Ej,j+1 Ej+2,j+1

1 1 1 1
)4×4 =0

可以推导出方程组(4)的增广矩阵的行列式也为0;
又因为Ej+1,j,Ej-1,j,Ej,j+1,Ej+2,j+1四点不共线,所
以方程组(4)的系数矩阵的秩为2.因此,方程组(4)
有唯一解uj、vj∈(0,1).根据 公式(5),本文取qj 等

于其后面两个式子的平均值,并用公式(2)代入,就
得到细分几何格式(3),这是一个四点格式.

由公式(3)可得到细分矩阵如下:

S(n)= 12
·

s1,1 s1,2 s1,3 0 … … 0 s1,n
s2,1 s2,2 s2,3 s2,4 0 … … 0
0 s3,2 s3,3 s3,4 s3,5 0 … ︙
︙ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ︙
︙ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 … … 0 sn-2,n-3 sn-2,n-2 sn-2,n-1 sn-2,n

sn-1,1 0 … … 0 sn-1,n-2 sn-1,n-1 sn-1,n

sn,1 sn,2 0 … … 0 sn,n-1 sn,n

































其中

sj,j-1 = (1-βj-1)uj

sj,j =βj-1uj+αj(1-uj)+(1-βj)(1-vj)

sj,j+1 = (1-αj)(1-uj)+βj(1-vj)+αj+1vj

sj,j+2 = (1-αj+1)vj












(6)

j=1,2,…,n,下标按mod(n)计算.
由于si,j 依赖uj、vj,从而依赖于原顶点,所以,

细分矩阵S(n)的元素一般情况下不是定常的,但下

列等式恒成立:

1
2
(sj,j-1+sj,j+sj,j+1+sj,j+2)=1 (7)

j=1,2,…,n;n≥5.
3.2 四边形和三角形面的几何规则

3.2.1 四边形的几何规则

因为平面蜂窝细分是一种四点格式,所以四边

形面的几何规则与公式(3)相同,其细分矩阵为

S(4)= 12

s1,1 s1,2 s1,3 s1,4
s2,1 s2,2 s2,3 s2,4
s3,1 s3,2 s3,3 s3,4
s4,1 s4,2 s4,3 s4,4





















.

其中,si,j 的计算同公式(6),恒等式(7)也成立 (j=
1,2,3,4;n=4).

但是,四边形与n(≥5)边形相比有如下的特

殊性:当其中一对对角的4个割角参数全部为0时,
这两个角的割角线重合为四边形的一条对角线,从
而一次细分就把原四边形完全割去,该四边形直接

收缩为线段,如果另4个割角参数也全为0的话,则
收缩为一个点.这时细分过程可以继续进行,但细分

曲面上会形成线段或尖点.
因此,需要对割角参数在条件公式(1)的基础上

附加一个限制条件:两对角的4个割角参数不能全

部为0,即
(β1)2+(α2)2+(β3)2+(α4)2 ≠0
(β4)2+(α1)2+(β2)2+(α3)2 ≠0 (8)

3.2.2 三角形的几何规则

对于三角形面,细分的割角方法不变,但由于只

有3个顶点,四点细分规则公式(3)中的靠边两点

Qj-1和Qj+2重合,所以细分规则可由下式表示:

qj = 12
{[(1-βj-1)uj+(1-αj+1)vj]·Qj-1+

[βj-1uj+αj(1-uj)+(1-βj)(1-vj)]·Qj+
[(1-αj)(1-uj)+βj(1-vj)+αj+1vj]·Qj+1}

(9)
其中uj、vj 也满足方程组(4),其细分矩阵为

S(3)= 12

t1,1 t1,2 t1,3
t2,1 t2,2 t2,3
t3,1 t3,2 t3,3  ,

其中

tj,j-1 = (1-βj-1)uj+(1-αj+1)vj

tj,j =βj-1uj+αj(1-uj)+(1-βj)(1-vj)

tj,j+1 = (1-αj)(1-uj)+βj(1-vj)+αj+1vj







 ,

j=1,2,3,下标按mod(3)计算,成立恒等式:

1
2
(tj,j-1+tj,j+tj,j+1)=1.

  相比于四边形,三角形更加特殊:由于三角形面

没有对角线,在割角时很容易一下子把整个面片割

去,破坏保凸性和插值性质,产生过割角的问题,导
致细分曲面在其局部产生皱褶、空洞或自交叉等缺

陷.所以,针对三角形面片,割角参数的选取应有更

严的限制.这是以往基于六边形细分方法在处理三

角形面片时遇到困难且没有讨论清楚的一个根本

问题.
从几何直观上看,该限制就是:要保证割角后,

原三角形面片内有一个小三角形面没有被割去,从
而保证细分收缩后的三角形新面-面不会退化成线

段或一个点,也不会与相邻的新点-面交叉.如图11
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(a)所示,该条件可描述为

三角形割角限制条件:细分后三角形的三条有

向边qjqj+1
→ 分别与有向线段Ej,j+1Ej+2,j+1

→ 同向且长

度不为0(j=1,2,3,下标按mod(3)计算).
根据公式(5),有

qjqj+1
→ = (1-vj-uj+1)·Ej,j+1Ej+2,j+1

→,
所以,“三角形割角限制条件”等价于:

1-vj-uj+1 >0,j=1,2,3 (10)
其中下标j按mod(3)计算.

等价条件公式(10)关于割角参数αj,βj 的限制

是隐式的,且与原三角形的顶点相关.不过,虽然是

隐式的,却有一些简单的方法能预先选定满足该条

件的割角参数.
例如,如图11(b)所示,取定满足条件公式(1)

的5个割角参数α1、β1、α2、β2 和β3,则第3边上的割

角点E1,3 可选为E3,1 和E* 两点之间的内部点,从
而存在对应的α3 使得割角满足上述限制条件.

一种简单的常用方法是采用对称割角策略,即
取各边的两个割角参数相等:αj=βj(j=1,2,3).如
图12(a)所示,当三条边上的βj 都是1/3时,收缩的

小三角形新面-面退化为一点,这时细分过程可以继

续进行,但细分曲面上会形成尖点;当βj都小于1/3
时,就会过割角,面片产生自交叉现象.

图11 三角形割角参数选取示意图

图12 三角形对称割角策略示意图

另外,根据条件公式(1),要求βj∈[0,1/2).所
以,对称割角策略下(如图12(b)所示),三角形割角

参数满足以下条件:
1
3 <β

(l)
(3k)j<

1
2 

(j=1,2,3) (11)

时,条件公式(10)成立.

3.3 平面蜂窝细分是割角细分曲线方法的推广

Gregory和Qu提出了一种仅通过将折线的尖

角不断割角产生光滑曲线的细分方法[16],是经典的

割角细分曲线方法.本文的平面蜂窝细分方法仅通

过将凸多面体的顶点角不断割角而产生光滑曲面,
是割角细分曲线方法的推广.

在曲面情形下,考虑细分网格中的任意一个平

面凸n边形,其边界可以看作平面上的凸折线,如图

13所示,当割角参数α(l)
j 、β

(l)
j 满足

infl→∞
∀j
(1-α(l)

j -β
(l)
j )=δ>0 (12)

时,割角细分曲线C0 收敛,并在各边上留下一个插

值点.

图13 Gregory-Qu割角细分示意图

对照平面蜂窝细分的割角方式(如3.1节图9
所示),易知两者的割角参数满足如下关系:

α(l)
j =1-β

(l)
j ,β

(l)
j =1-α(l)

j .
所以,满足条件公式(1)的α(l)

j 、β
(l)
j 所对应的α(l)

j 、β
(l)
j

满足:

sup
l→∞
∀j

(1-α(l)
j -β

(l)
j )=-δ<0 (13)

  公式(13)与公式(12)对偶,当割角参数满足公

式(12)的条件时,割角细分生成插值点在边上的细

分插值曲线,当割角参数满足公式(13)时,割角细分

生成插值点在面上的细分插值曲面.因此,平面蜂窝

细分是G-Q算法在空间中生成细分曲面的一种推

广,对于空间中的任意凸多面体,实现了仅通过逐次

割去凸多面体的所有角而获得光滑的极限曲面,每
一个初始面片上存在一点保留在极限曲面上,极限

曲面在该点的切平面就是该点所在初始面片.

4 平面蜂窝细分的实现

4.1 算法设计

设初始凸多面体顶点的价全为3,它有 Mi个i
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边形面,i=3,4,…,m.
平面蜂窝细分的实现,首先从三角形面开始选

择割角参数,其次是四边形,然后是其他多边形.对
于边数大于等于5的多边形,割角参数只需满足条

件(1)式.细分时一般会采用对称割角策略,这时条

件(1)式就简化为

0≤β
(l)
(nk)j<

1
2

(14)

四边形的割角参数取值条件则简化为

0<β
(l)
(4k)j<

1
2

(15)

三角形的割角参数取值条件是(11)式.
在依次选择割角参数的过程中,如果一个面有

一条边,其相邻面已经选定过割角参数,则该边上的

割角参数就直接采用之前已选的值.
算法(对称割角策略)实现见附录B.

4.2 平面蜂窝细分曲面举例

为了展示平面蜂窝细分方法割角参数选择的灵

活性,本小节的例子试验了对称割角策略下随机选

取割角参数的情况.对任意细分层次中的任意边,都
随机选取满足条件式(11)、(15)和(14)的割角参数

β
(l)
(nk)j
,即细分过程中每条边上的割角参数都是随机

选取的不同值.割角参数β越大的地方,割去的角越

小,相邻的面收缩更慢,由此可以得到形状各异的细

分曲面.
(1)正四面体初始网格有4个顶点、4个正三角

形面.随机选取不同的β
(l)
(3k)j ∈ (1/3,1/2),β

(l)
(6k)j ∈

[0,0.5),图14是试验的结果(细分6次).
(2)正方体初始网格有8个顶点、6个正方形

面.随机选取不同的β
(l)
(4k)j ∈ (0,0.5),β

(l)
(6)j ∈ [0,

0.5),图15是试验的结果(细分6次).
(3)足球初始网格有60个顶点、12个正五边形

面和20个正六边形面.每次随机选取不同的β
(l)
(5k)j
、

β
(l)
(6k)j∈ [0,0.5),图16是试验的结果(细分6次).
(4)随机生成一个54个顶点、29个面的凸多面

体,如图17(a)所示,作为初始网格,其中有2个三

角形、1个四边形、5个五边形、20个六边形和1个

七边 形 面.每 次 随 机 选 取 不 同 的β
(l)
(3k)j ∈ (1/3,

1/2),β
(l)
(4k)j∈ (0,0.5),n≥5时β

(l)
(nk)j∈ [0,0.5),

图17(b)(c)是细分6次后的结果.
从图14~17可以看出,平面蜂窝细分方法是可

行的,产生的细分曲面达到了C1 光滑、保凸,且内切

于初始凸多面体.在参数接近临界值时,可能会形成

较尖锐的点或边.

图14 正四面体细分6次的细分图(β(3)、β(6)随机)

图15 正方体细分6次的细分图(β(4)、β(6)随机)

图16 足球细分6次的细分图(β(5)、β(6)随机)

图17 一个任意凸多面体细分6次的细分图

割角参数的不同取值对极限曲面的形状有较大

的影响,可以在交互设计中灵活地利用这一特点,构
造形状各异的曲面,如图14、15所示,对于正四面体

和正方体这类网格面片较少且对称的初始网格,这
个现象更加突出.而对于网格面片较多的初始网格,
如图16、17所示,极限曲面受初始形状控制的程度

越大,在初始网格预处理时可以利用这一点来产生

更尖锐的点或边.
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5 收敛性和光滑性

5.1 收敛性和C1 光滑性

定理1. 对于任意的平面凸n边形F(0),当割

角参数满足条件式(1),n=4时还满足条件式(8),n
=3时还满足条件式(10),且满足:

inf∀j=1,2,…,n
∀l=1,2,…,∞

(1-α(l)
j -β

(l)
j )=δ>0 (16)

其中l是细分迭代次数,则由F(0)细分l次后收缩而

成的面F(l)仍是凸n边形且位于F(l-1)的内部,当

l→∞时,F(l)收敛到面内的一个点.
证明. 定理1的证明见附录A.
定理2(C0 连续性). 对于任意的价3凸多面

体初始网格,当细分过程中所有割角参数都满足定

理1的条件时,平面蜂窝细分方法收敛,其生成的极

限曲面C0 连续.
证明. 定理2的证明见附录A.
对于第l0 次细分网格中的任一平面凸n边形

F(l0),记F(l)(l>l0)是其继续细分后收缩而成的

面-面,G(l)
j (j=1,2,…,n)是与F(l)(l≥l0)相邻的

n个平面凸多边形.F(l)(l≥l0)有相同的单位法向

量,记为 N0
→,记G(l)

j 的单位法向量为N(l)
j
→,所有法

向量朝向凸多面体的外部.
定理3. 当细分过程中所有割角参数都满足

定理1的条件时,有

lim
l→∞

N(l)
j
→ =N0

→,j=1,2,…,n.

证明. 定理3的证明见附录A.
定理4(C1 光滑性). 对于任意的价3凸多面

体初始网格,当细分过程中所有割角参数都满足定

理1的条件时,平面蜂窝细分方法生成的极限曲面

C1 光滑,F(l)所在平面就是F(l)极限收敛点的切面.
证明. 定理4可由定理1~3直接得到.
当平面凸n 边形的割角参数采用定常对称参

数,即对于所有的l、k、j,从网格面片中的三角形开

始确定各边的割角参数如下:

α(l)
(nk)j =β

(l)
(nk)j =β(n).

则条件式(1)和(16)等价于0≤β(n)<1/2,条件式

(8)等价于0<β(4)<1/2,条件式(10)等价于1/3
<β(3)<1/2.所以由定理4得到:

定理5(定常对称参数C1 光滑性条件). 对于

任意的价3凸多面体初始网格,当细分过程采用满

足表1取值范围的定常对称割角参数时,平面蜂窝

细分方法生成的极限曲面C1 光滑.

表1 平面蜂窝细分定常对称割角C1 光滑性条件

多边形边数n *割角参数β(n)取值范围

3 (1/3,1/2)

4 (0,1/2)

≥5 [0,1/2)

  根据定理4和定理5,对于所有凸多边形,包括

非六边形的特殊面,C1 光滑性条件及其存在符合条

件的可选参数,保证了平面蜂窝细分曲面在特殊面

处的连续性和光滑性.特别是对于三角形特殊面,之
前的方法都没有很好地解决过这一问题[26].

容易看出,细分过程可以取一致的定常割角参

数β(n)=β(n≥3).当初始多面体不包含三角形和

四边形面时,定常割角参数β∈ [0,1/2);当初始多

面体不包含三角形但包含四边形面时,定常割角参

数β∈ (0,1/2);当初始多面体包含三角形面时,定
常割角参数β∈ (1/3,1/2).但一致定常的参数生

成的细分曲面光滑效果并不会更好.
5.2 正多边形情形下对称割角细分C2 光滑性讨论

由于平面蜂窝细分是一种非线性格式,获得一

般情况下C2 光滑的割角参数选取条件是困难的.本
节考察了正n边形的细分情况.

当采用对称割角策略时,容易推导出正n边形

Gn 细分一次后,其边的收缩比例为

an = 1-2(1-β(n))sin2
π
n    /cosπn (17)

其中β(n)是Gn内的割角参数,从而其面积的收缩比

例为

σn = (an)2 (18)

  这时,新顶点的割边比例参数uj =vj =u(n),
可以推导得出:

u(n)=1-2β(n)
1-β(n)

· 1
(2cos(π/n))2

(19)

  为了提高细分曲面的光滑性,很多文献采用的

思路是使不同边数的n边形面片的收缩比例σn 相

同,即边收缩比例an 相同,例如,都取为六边形的收

缩比例σ6 =1/3,但这种方法对于平面蜂窝细分并

没有预期的效果.

当β(6)=0时,根据公式(17),a6=1/3,相同

的收缩比例要求

an =
1-2(1-β(n))sin2

π
n  

cosπn

= 1
3
,

容易推导出:

β(3)=2/3+1/(3 3)>1/2,
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β(4)=1/ 6≈0.40825,

β(5)= (3+ 5-2 3)/(2 15)≈0.22876,

β(n)≤β(7)≈-0.27440<0;
其中,β(3)不满足收敛性条件,即对于三角形面片来

说,对称割角策略不存在收缩为1/3的可能性.要想

使得三角形面片与六边形面片有相同的收缩比例,
需要采用β(6)<0的对称割角参数.而β(n)<0时,
可能会过割角,导致细分网格自交叉.

当n=4,5时,虽然有满足相同收缩比例1/3的

割角参数,但细分曲面没有达到预期的效果[27],如
图18和图19所示,分别是正方体(β(4)≈0.40825,

β(6)=0)和足球(β(5)≈0.22876,β(6)=0)细分6次的

结果.
可以看出:要求不同边数的面片有相同的收缩

比例对平面蜂窝细分曲面的光滑性的提高并没有作

用.特别是对于三角形面片,甚至没有满足条件的可

选参数,而对于n(>6)边形可能会过割角.

图18 正方体细分曲面(β(4)=0.40825,β(6)=0,细分6次)

图19 足球细分曲面(β(5)=0.22876,β(6)=0,细分6次)

本文发现,由公式(19)表示的新顶点的割边比

例参数u(n)相同才是改善光滑性的关键.这是因为

平面蜂窝细分是一种四点格式,新的顶点是相关边

的4个割点的加权平均值,如下式(20)所示:

qj = 12
[ujEj-1,j+(1-uj)Ej+1,j+

vjEj+2,j+1+(1-vj)Ej,j+1] (20)
对于正n边形对称割角策略,uj =vj =u(n)由(19)
式确定.当细分过程中uj,vj 取定常值时,四点公式

(20)是定常的,从而能够产生光滑性更好的极限

曲面.
设初始网格多边形中边数的最大值为 N,令

N0 =max(N,6),根据式(19),确定割角参数的一

种简单方法是取β(N0)=0,得到

u(N0)=
1

(2cos(π/N0))2
.

令u(n)=u(N0)
,n=3,4,…,N0,可推导得到

β(n)=
1-τ(n)
2-τ(n)∈

0,12  (21)

其中τ(n)= cos(π/n)
cos(π/N0)  

2
,n=3,4,…,N0.

当N0→∞、取β(∞)=0时,u(∞)=0.25,公式

(21)给出的β(3)=3/7、β(4)=1/3,都满足收敛性条

件.所以,(21)式给出的n边形割角参数都能满足收

敛性条件,即使n=3时也是.
通常取N0 =6,则β(6)=0,u(6)=1/3,这时

β(3)=0.4、β(4)=0.25、β(5)=(3- 5)/(9- 5)≈
0.11294,就可以使得u(3)、u(4)、u(5)和u(6)都为1/3,
从而产生更光滑的细分曲面.

图20是β(4)=0.25、β(6)=0时正方体细分6
次的结果;图21是β(5)=0.11294、β(6)=0时足球

细分6次的结果.分别与图18和图19相比,可以看

出满足条件式(21)的细分曲面达到了更高的光滑性.

图20 正方体细分曲面(β(4)=0.25,β(6)=0,细分6次)

图21 足球细分曲面(β(5)=0.11294,β(6)=0,细分6次)

图22是β(3)=0.4、β(6)=0时正四面体细分6
次的结果,可以看出细分曲面也较光滑.

综上所述,对于包括三角形特殊面在内的所有
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图22 正四面体细分曲面(β(3)=0.4,β(6)=0,细分6次)

多边形,都存在由式(21)确定的割角参数,能够保证

平面蜂窝细分在特殊面附近也能形成更加光滑的曲

面,从而避免了特殊面处不连续或不够光滑的问题.
一般地,平面蜂窝细分方法每次细分时各边上

的两个割角参数可以选取符合条件的不同值,好处

是在曲面设计时通过灵活的参数变化可以生成形态

各异的细分曲面,坏处是细分格式不是定常(或称静

态)的.想要避免非定常引起的复杂性和不确定性,
我们可以取这组光滑性较好的割角参数为定常参

数:β(3)=0.4、β(4)=0.25、β(5)=0.11294、β(n)=
0(n≥6),从而获得一个定常(静态)的细分格式.这
是因为,基于六边形的点方法,经一次细分后,所有

非六边形网格面片的相邻面片都是六边形,从而网

格的每一条边至少有1个相邻的六边形.根据算法,
当β(6)取0时实际上确定了β(n)=0(n≥7);而与三

角形、四边形或五边形相邻的边,其割角参数分别是

0.4、0.25和0.11294,都是确定值.

6 与其他细分方法的比较

6.1 与其他六边形细分方法比较

文献[11]提出的边方法和文献[9]提出的点方

法(参见第2节)是最有代表性的两种六边形细分格

式[20].以正四面体初始网格为例,本文方法与它们

进行比较.
图23是三种方法分别细分1、2、3、6次后的网

格图(从左至右排列),图23(a)是文献[11]的边方

法,(b)是文献[9]的点方法,(c)是本文的平面蜂窝

细分方法.图中的粗实线网格是正四面体初始网格,
选取了方位角Az-60°、俯仰角El-35°的图.

图23显示,文献[11]的边方法保凸、顶点插值

且细分六边形是平面的,但光滑性较差、极限曲面会

有线段或平面片.文献[9]的点方法极限曲面的光滑

性较好,但细分产生的六边形一般不是平面的,从而

不能保凸;在特殊面(例如三角形)附近,光滑性条件

限定下的细分会产生“过割角”、自交叉和波浪形褶

皱等问题.平面蜂窝细分方法保凸、网格面片都是平

图23 三种方法的逐次细分图

面的,光滑性较好(不会产生线段和平面片),且相切

于初始面片,具有另两种方法各自才有的优点,而没

有它们的缺点.
基于文献[9]的点方法推广的其他一些方法,例

如文献[12]和[26],都不可避免地产生了基础格式

细分网格多边形不是平面的、在三角形等特殊面处

细分效果差甚至失败的问题.所以,与这类方法相

比,平面蜂窝细分方法同样在这两方面具有优势.
也有一些基于文献[11]的边方法的改进方法,

例如文献[21],通过引入与主格式对偶的推顶点格

式(pushingscheme),并交替使用这两种格式的方

式可以避免细分曲面产生线段,但失去了原方法细

分六边形的平面性,细分曲面依旧不够光滑,复杂度

也没有降低.
关于计算量,通过估算三种方法每个新点计算

所需的乘除法运算次数来比较.
文献[9]的点方法可以归为一般的线性加权平

均细分方法,最多只需要6次乘除法,计算量最少.
对于平面蜂窝细分方法,方程组(4)式的求解需

要6次乘除法,加上(3)式的9次乘法,共有15次乘

除法.
文献[11]的边方法,需要求六边形F 各边形成

的6个面相交产生的多面体D,找到该多面体在F
之外离F 最近的顶点,作该顶点与F 的垂线,过其

中点作F 的平行面,与多面体D 相交得到细分后的

6个新顶点,平均每个新点的计算包括求解一个3
个未知数的线性代数方程组、一个点到平面的距离、
一条线与平面的交点,其计算量至少有29次乘除法

以及1/6次开根号运算.
本文提出的平面蜂窝细分方法在计算每个新点
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时比通常的线性加权平均细分方法多了9次乘除

法,而少于文献[11]的边方法的50%.通常的线性

加权平均细分方法虽然计算量小,但产生的细分网

格六边形不是平面的.相比于同样能产生平面六边

形细分网格的边方法[11],平面蜂窝细分方法不仅在

光滑性方面更好,而且计算量少了一半以上.
6.2 与基于四边形或三角形的细分方法比较

基 于 四 边 形 的 细 分 方 法 中,最 经 典 的 是

Catmull-Clark细分[3],基于三角形的,最经典的是

Loop细分[5].本文以正四面体初始网格和正方体初

始网格为例,将平面蜂窝细分方法与它们进行比较.
图24是平面蜂窝细分与Catmull-Clark方法的

比较,其中图(a)依次是Catmull-Clark方法细分1、

2、4次后的网格图和细分4次的曲面图,(b)是平面

蜂窝细分1、3、6次后的网格图和细分6次的曲面

图.因为基于六边形的细分通常收缩较慢,所以对应

的细分次数要多一些,其好处是细分层次之间的变

化较缓,便于细节的展示和处理.图24中,正四面体

图的方位角Az为124°、俯仰角El为0°,正方体图

的方位角Az为20°、俯仰角El为65°.

图24 与Catmull-Clark方法的比较

图25是平面蜂窝细分与Loop方法的比较,其
中图(a)依次是Loop方法细分1、2、4次后的网格

图和细分4次的曲面图,(b)是平面蜂窝细分1、3、6
次后的网格图和细分6次的曲面图.

由于Loop方法要求初始网格都是三角形,不
能对正方体网格直接进行细分,需要先对四边形面

片做三角化预处理,这里试验了两种能保持整体初

始正方体形状的常用处理方法.一种是增加每个四

图25 与Loop方法的比较

边形的中心点为初始顶点,形成14个顶点、24个三

角形面的初始网格(图25(a)的中间那排图);另一

种是尽量对称地在每个四边形面中添加一条对角线

把四边形分为2个三角形,形成8个顶点、12个三

角形面的初始网格(图25(a)的底下那排图).图中,
正四面体图的方位角Az为0度、俯仰角El为90
度,两种正方体图的方位角Az/俯仰角El分别是0
度/90度、75度/35度.

从图24和图25可以看出本文提出的平面蜂窝

细分方法在以下方面具有优势:
(1)平面蜂窝细分方法有明确的几何意义,它的

全部细分操作都是用平面切割凸多面体的角,细分

产生的新面片都是平面凸六边形,从而保凸.而

Catmull-Clark方法细分中会产生非平面的四边形

面片,不保凸.Loop方法细分网格都是三角形,因此

细分面片是平面的,但其保凸性难以验证.
(2)平面蜂窝细分极限曲面内切于初始凸多面

体、保持了适当的大小.而Catmull-Clark和 Loop
方法的极限曲面收缩严重,特别是Loop方法对于

正四面体的细分,极限曲面远离了初始凸多面体.此
外,Loop方法对于非三角形初始网格的三角化是敏

感的,正方体网格的两种三角化生成完全不同的细

分曲面.第一种极限曲面虽没有收缩,但在初始正方

8261



 7期 韩 臻:用平面六边形割角的细分曲面生成方法

体的每个面上留下了相当平缓的平面片;第二种极

限曲面仍有收缩,且破坏了对称性.
(3)平面蜂窝细分能够保持正四面体和正方体

初始网格相应的三角和四方的特性.而 Catmull-
Clark方法对于正四面体初始网格失去了三角的特

性.Loop方法因需要三角化不能直接细分正方体,
且不同的三角化方法造成的影响较大.

(4)平面蜂窝细分以自适应多边形边数的非均

匀网格避免了特殊点/面的不利影响.而Catmull-
Clark和Loop方法网格相对均匀,都会受到特殊

点/面的影响,曲面过于圆润而模糊了特征.
Catmull-Clark和Loop方法与[9]的点方法一

样是线性平均方法,计算每个新点的计算量比平面

蜂窝细分方法少.但每一轮细分时,Catmull-Clark
方法需要计算的新点数量是上一层粗网格的顶点数

+边数+面数,Loop方法是顶点数+边数,平面蜂

窝细分这类六边形点方法是2*边数,后者通常数

量更少,同时也产生相对更少的新边和新面.这也导

致六边形点方法网格收敛会慢一些,好处是可以保

持更详细的细分层次[12].

7 边界处理

7.1 自然边界

对于单连通、面片不交叉的非封闭可定向初始

网格,其边界由若干条无交叉的封闭折线构成.为简

单起见,本文考虑边界只有一条封闭折线的情况.
平面蜂窝细分的初始网格中内部顶点价全为

3,从而边界顶点的价为2或3.图26是非封闭六边

形网格拓扑的一个例子,其中粗线是封闭的折线边

界Γ,点Q2 和Q3 分别是价为2和3的边界顶点的

例子.
位于边界Γ上的边称为边界边,有边界边的面

称为边界面.n边形边界面可能会有1至(n-1)条
边界边,例如,图26中①~⑤号的六边形面分别有

1至5条边界边.
平面蜂窝细分的每个初始面片都收敛到1个

点,边界面也是如此,所以考虑边界面的细分极限形

成的边界是自然的,只需保证初始边界面在细分过

程中一直保持为边界面,则其收敛的极限点就在极

限曲面的边界上.边界面的数量随着细分层次的增

加而增加,最终全部的边界面收敛成曲面的边界曲

线,可以称这样的边界是自然边界.
平面蜂窝细分方法细分时产生面-面和点-面两

种新面,与封闭初始网格相比,边界的处理就归结到

边界顶点对应的新点-面产生与否,以及如何产生.
显然,价为2的边界顶点不需要产生新点-面.

价为3的边界顶点需要以适当的方式产生新点-面.
如果价为3的边界顶点一直不产生新点-面的

话,若干次细分后,边界面会从网格中分离出去,最
后收敛到一个孤立的点.因为,每做一次细分,边界

面的边界边数量会增加,如图27(a)所示,有3条边

界边的③号边界面经一次细分后成为有4条边界边

的④号边界面,当边界边数达到该边界面的总边数

时,该面就分离出去了.

图26 非封闭网格拓扑示例图

图27 边界顶点新点面产生与否示例图

反之,如果每次细分时价为3的边界顶点都产

生新点-面的话,若干次细分后,边界面会变成网格

内部的面,不再在边界上.因为,每做一次细分,边界

面的边界边数量会减少,如图27(b)所示,有3条边

界边的③号边界面经一次细分后变成只有2条边界

边的②号边界面,当边界边数为0时,该面就成了网

格内部的面.
综上所述,为了使得初始边界面(实际上是由其

收缩生成的新面-面)在细分过程中一直是边界面,
我们的策略是奇数次细分时不产生边界新点面,偶
数次细分时产生边界新点面.这样,初始网格中除了

只有1条内部边连接整个网格的n边形边界面在第

一次细分时离开网格之外,其它边界面会一直在边

界上.只有1条边与整个网格相连的n边形有(n-
1)条边界边,如图26中的⑤号边界面所示,它基本
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是独立的,作为极限曲面的边界可以预先排除,必要

的话,可对初始网格做预处理予以保留.
自然边界平面蜂窝细分算法简述如下:
(1)根据算法1(见附录B)确定网格中所有边

上的割角点,计算所有网格面片的内部新点,得到所

有的新面-面和对应内部顶点的新点-面.
(2)当偶数次细分时,依次遍历边界Γ 上的边

界边,设当前处理的边界边为edgej,

Case1:edgej的两个端点价全为2,返回.
Case2:edgej的两个端点价全为3,边界外对

应该边有两条确定的割角线段,求其交点,记为

edgej的边界外新点.
Case3:edgej的两个端点价分别为2和3,边

界外对应该边有一条确定的割角线段,在其上求出

关于edgej与其边界内新点对称的点,作为edgej
的边界外新点.

然后,得到对应价为3的边界顶点的新点-面.
(3)组织更新边界Γnew.
图28和图29给出了自然边界平面蜂窝细分的

两个例子,自左至右分别是初始网格、细分2次、6
次的网格图和细分6次的曲面图.

图28 缺一个面的正方体非封闭网格细分图

图29 足球大、小两部分非封闭网格细分图

图28的初始网格是正方体去掉一个面(图中上

面那个正方形,其4条边是边界),有8个顶点和5
个正方形面,其中4个边界顶点和4个边界面.图

29是把足球初始网格按上下分成一大一小两部分

作为初始网格分别进行细分的结果,大者有55个顶

点(其中15个边界顶点)、26个面,小者有40个顶

点(其中20个边界顶点)、16个面,两者有共同的10
个边界面,它们的细分曲面在边界面处(将边界面重

叠在一起)是无缝对接的.

由于自然边界是以多边形边界面来表示的,所
以有限次细分后的边界会存在多边形角,这时,可以

截掉边界面上突出的角来获得具有光滑边界曲线的

曲面图.图28最右边的曲面图,采用了边界面中线

作为边界截线.图29最右边的曲面图,则是截掉所

有顶点价为2的边界角的结果.
自然边界处理方法在细分过程中保持了网格面

片都是六边形(除了初始网格中固定数量的非六边

形)的优点,原细分格式可以直接使用,无需引入其

他特别的处理.另一个优点是:有共同边界面的两张

初始网格,只要两者边界面的细分方式及其割角参

数都相同,两细分曲面就有相同的边界且有相同的

切面,从而在拼接处切平面连续.
7.2 平直边界

大多数基于六边形的其他细分方法在处理开曲

面边界时,采用半多边形剪裁或用B-样条控制多边

形剪裁六边形的方法[26],细分过程中不断产生半多

边形或辅助的五边形、四边形或三角形,边界网格不

再是由六边形为主组成的结构,边界的细分需采用

相应的专门格式,其好处是能产生平直的边界曲线.
平面蜂窝细分也可以参考这类方法来生成开曲面的

平直边界.
与自然边界方法不同,平直边界曲线的产生对

于初始网格的边界一般也要求是平直的.如图30所

示,边界面一般有六、五、四边形和三角形,图中分别

以①~④号面片为例,边界顶点的价都为3.

图30 平直边界初始网格拓扑示例图

由于平面蜂窝细分是一种割角算法,为了保留

边界边,应在奇数次细分时产生边界新点面,偶数次

细分时不产生边界新点面,这正好与7.1节的自然

边界生成方法相反.另外,在产生边界新点面时应采

用半多边形处理方法,以保持边界顶点价为3的条

件.平面蜂窝细分平直边界处理方法使得最终极限

曲面的边界是受初始边界控制的相对平直的边界曲

线,而初始边界面片则会收敛到极限曲面内部的点.
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图31是平面蜂窝细分产生平直边界曲线的一

个例子.初始网格是足球用平面截取的大半部分,如
图31的左图所示,共有50个顶点和26个面,其中

有10个边界顶点,边界面有5个四边形和5个六边

形,另有6个内部五边形和10个内部六边形.右边

的三个图一次是细分1次、4次的网格图和细分6
次的曲面图.

图31 足球大半部分平直边界细分图

8 平面蜂窝细分方法的推广

8.1 退化情况及尖锐特征处理

生成尖锐特征需要考虑退化凸多边形网格面片

的细分方式.平面凸n边形的退化有两种情形:
(1)凸n边形的若干内角为180°或0°;
(2)凸n边形的若干顶点重合为一点;
本文称退化所涉及的顶点为退化点,与退化点

相连的边称为退化边.
把退化的凸n边形仍然当作凸n 边形对待,为

使细分过程中所有顶点保持价3的性质,从而保证

平面蜂窝细分方法可以进行,只需要求退化边的相

应割角参数不为0即可,在对称割角策略下就是要

求退化边的割角参数β>0,平面蜂窝细分算法无

需改动就可以产生一些尖锐特征.
如图32(a)所示,左图是正方体其中一个顶点

(图中最上面的那个顶点)作为3个顶点重合的退化

三角形的初始网格,它有10个顶点(其中8~10号

顶点重合),有1个退化为点的三角形,3个退化的

五边形(这3个五边形各有2个顶点重合,图中显示

的是四边形)和3个正方形.图32右边依次是平面

蜂窝细分方法细分1、2、6次的网格图,其中三角形

的割角参数保持为0.4,其他退化边割角参数β=
0.25.细分图显示退化顶点及其附近产生了明显的

尖锐特征,在退化的顶点处形成了尖锐点,与尖锐点

相连的有3条锐边,并形成了平面片.如何只产生尖

锐点或锐边,需要进一步的研究.
作为比较,图32(b)和(c)是小三角形非退化时

的细分效果,(b)的三角形较小(按边长的1/50割去

正方体最上面的那个角构成初始网格),(c)的三角

图32 产生尖锐点的细分图

形较大(按边长的1/5割角),左图是它们初始网格,
都有10个顶点(无重合顶点),1个三角形(非退

化),3个五边形(非退化)和3个正方形.(b)(c)都
生成C1 光滑的细分曲面,但可以看出:随着三角形

越小,该处的尖锐特征就越明显,直至趋向图32(a)
中的细分曲面.
8.2 模型特征及体积保持

对于模型设计来说,一般可以分为两步进行:第
一步是给出尽可能接近预期的初始网格,第二步是

用细分方法细化.生成的曲面整体上受初始网格的

影响更大一些.
对于平面蜂窝细分,初始网格的控制通过极限

曲面保凸并内切于初始网格来实现.其次,可以通过

灵活选取不同的割角参数(满足定理1的条件)在初

始网格的控制内生成形状各异的C1 光滑的凸曲面.
本文第4.2节的一些例子说明了这一点.

应用中一般希望割角参数是定常的,可以使得

细分层次之间的细分效果(例如小面片的收缩比例)
相同,这时平面蜂窝细分可以选择符合表1所列条

件的割角参数生成模型曲面,其形状会更多地受到

初始网格的控制和影响.为了获得预期的模型曲面,
需要尽可能体现预期要求的初始网格,或者将最初

的粗初始网格预处理为精初始网格.对于凸多面体

粗初始网格的预处理,可以通过割角处理实现,这与

平面蜂窝细分方法的基本操作(割角)保持一致,因
而也容易实现.

以正四面体粗初始网格为例,随机选取割角参

数的细分图例见图14,定常割角参数(β(3)=0.4,
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β(6)=0)的细分图例见图22~图25(分别显示了4
个不同的角度)所示.如果模型预期保留接近正四面

体顶点的极限曲面,可以把正四面体(粗初始网格)
的4个顶点处的尖角用期望点所在平面割去,得到

一个精初始网格,如图33左列所示,网格有12个顶

点,4个三角形面和4个六边形面,从上到下分别是

按边长的1/3、1/10、1/50和0进行割角,其中0割

角的图33(d)是三角形退化为点、六边形退化为三

角形的特殊情形.
细分割角参数取β(3)=0.4、β(6)=0,在六边形退

化边和接近退化边处取β(6)=0.25.图右边三列,依
次是平面蜂窝细分方法细分2、4和6次的网格图.

图33(a)~(c)的细分极限是C1 光滑曲面,但
在对应初始正四面体的边处,随着割去的顶点角变

小而变得越来越尖锐,直至割去的顶点角退化为一

个点的时候,细分曲面趋向于图33(d),即初始的正

四面体.图33(d)每次细分后整体曲面保持了原正

四面体的形状(包括特征边),但每个三角形面随着

平面蜂窝细分会细分成越来越小的面片.
图33显示,对于凸多面体初始网格,平面蜂窝

细分方法可以符合模型特征及体积保持的要求.体
积的上限就是原初始凸多面体的体积.由于平面蜂

窝细分保持凸多面体的凸性和面片平面性,而凸多

面体的体积有确定的简单算式,所以平面蜂窝细分

模型体积的计算是容易的.

图33 正四面体保持模型特征及体积的细分图

8.3 用于任意可定向拓扑网格的推广方法

对于任意可定向拓扑网格,经适当的预处理后,
可以得到顶点价全为3(部分边界顶点价可以为2)

的网格(简称为“价3网格”).例如,对于任意的可定

向三角形网格,利用射影几何中点和面的对偶关系,
可将三角形网格中价为n的点转化为对偶空间中的

一个n边形面,将三角形面转化为对偶空间中一个

价为3的顶点.一种简单的方法[9]是:取每个三角形

的中心点为新网格的顶点,将围绕价为n的原顶点

相邻的n 个三角形中心点依次连接形成新网格的一

个n边形面,由此得到一个价3网格.
对于任意的价3网格,可以进行基于六边形点

方法的拓扑细分,细分后的原n边形收缩为小的n
边形面-面,每个顶点对应产生一个新的六边形点-
面.除了三角形面片之外,其网格面片多边形一般不

是平面的,不能直接使用平面蜂窝细分方法.
如3.1节图10所示,平面蜂窝细分的新点是面

片内相邻两条割边线段的交点,当面片是平面凸多

边形时,这两个线段共面不共线、并在面内交叉,其
交点存在唯一,平面蜂窝细分可以一直进行下去.对
于一般的空间多边形,这两条割边线段一般不相交,
然而它们存在一对最近点,取这对最近点的中点作

为细分后的新点,其他步骤不变,就得到了平面蜂窝

细分的一种推广方法,可用于任意价3网格的细分.
容易看出,当两割边线段有交点时,这对最近点同为

这个交点,所以这种推广是自然的,算法结构基本不

变,简要描述如下:
如 图 10 所 示,设 割 边 线 段 Ej+1,jEj-1,j 和

Ej,j+1Ej+2,j+1 的一对最近点为qj1 和qj2,令

qj1 =ujEj-1,j+(1-uj)Ej+1,j,

qj2 =vjEj+2,j+1+(1-vj)Ej,j+1,
其中uj、vj∈[0,1]是待求的比例参数.

可以先求出Ej+1,jEj-1,j 和Ej,j+1Ej+2,j+1 所在两

直线的一对最近点的比例参数uj、vj,当两条直线不

平行时,它们是方程组(4)的最小二乘解,即下列方

程组的唯一解:

ATA
uj

vj  =AT(Ej,j+1-Ej+1,j) (22)

其中A是3×2的已知矩阵,由下式给出:

A= (Ej-1,j-Ej+1,j,Ej,j+1-Ej+2,j+1).
  当uj 或vj 不在[0,1]区间内时,用通常的方法

确定割边线段哪1个或哪两个端点为最近点,从而

求出qj1和qj2;当两割边线段平行时,取各自的中点

为qj1和qj2.
细分后的新点qj 就取这对最近点的中点:

qj = 12
(qj1+qj2).
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  易知,当方程组(4)有唯一解时,方程组(22)与
其等价,即得到的是同一个解.所以,推广的平面蜂

窝细分方法用于凸多面体初始网格时,结果与平面

蜂窝细分相同,能保持细分网格的平面性和保凸性;
但对于非凸初始网格,细分产生的网格一般不是平

面的.
图34~38给出了推广的平面蜂窝细分方法用

于任意可定向拓扑初始网格的几个例子.
图34是一个环面的细分结果,左边是初始网

格,由120个顶点60个六边形面组成.图35是一个

马鞍面的细分结果,左边的初始网格由74个顶点

27个六边形面组成.图34和35的右边,依次是细

分1、4次的网格图和细分4次的曲面图.

图34 环的细分图

图35 马鞍面的细分图

图36是一个兔子模型的细分结果.兔子的初始

三角 网 格 模 型 取 自 CAD 模 型 数 据 库 ABC-
Dataset[28],由148个顶点292个三角形面组成,如
图36(a)左图所示.采用对偶的方法将其转化为价3
初始网格,如图36(a)右图所示,它有292个顶点、

148个多边形面,其中3个三角形、14个四边形、40
个五边形、51个六边形、22个七边形、12个八边形、

5个九边形和1个十边形.

取β(3)=0.4、β(4)=0.25、β(5)=(3- 5)/(9-

5)≈0.11294,β(6)=β(7)=β(8)=β(9)=β(10)=0,
图36(b)是依次细分1、2、5次的网格图和细分5次

的曲面图.
图37和图38是一个狐狸模型细分结果的侧面

和正面图.初始三角网格由313个顶点622个三角

形面组成,如图37(a)和38(a)左图所示[28].价3初

始网格如图37(a)和38(a)右图所示,它有622个顶

点、313个多边形面,其中2个三角形、42个四边形、

67个五边形、109个六边形、48个七边形、40个八边

形、4个九边形和1个十一边形.
取β(3) = 0.4、β(4) = 0.25、β(5) = 0.11294、

图36 兔子的细分图

图37 狐狸的细分图(侧面)

β(6)=β(7)=β(8)=β(9)=β(11)=0,图37(b)和图38
(b)分别是依次细分1、2、5次的侧面和正面网格图
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图38 狐狸的细分图(正面)

和细分5次的曲面图.
尽管由三角网格简单生成的对偶“价3网格”中

绝大部分是非平面多边形且包含了较多的边数大于

6的多边形,推广的平面蜂窝细分依然可以有效进

行,并能保留初始网格的一些细节,但与Loop方法

相比,图36~38的光滑性不足.
由于目前使用最多的初始模型是基于三角形和

四边形网格的,能否将它们在畸变最小的情况下转

化为六边形初始网格是应用六边形细分方法时值得

进一步研究的问题.除了对偶方法之外,文献[9]还
给出了一种割去三角形面片各个角的方法,将初始

三角形网格转化为价3网格,原价为n的顶点转化

为一个n 边形面(通常不共面)、原三角形面收缩为

一个六边形面.基于这一方法,采用变分等手段是产

生畸变最小的价3网格的一种途径.
此外,文献[29]给出了一种神经网络细分方法,

在Loop细分的基础上,通过学习输入模型的相关

性质训练神经网络来优化细分新顶点的位置,能够

平衡Loop方法过分磨光失去特征细节和中点插值

方法不够光滑的缺陷,从而生成预期的细分曲面.这
个方法对优化六边形细分网格也有启发.

总之,对于如图36~38这样的复杂曲面,平面

蜂窝细分推广方法细分的总体效果差别不大,其光

滑性、细节保留以及初始网格转化等方面尚需进一

步研究.

9 结论和待解决的问题

本文给出的平面蜂窝细分方法(包括其推广方

法),对于任意初始凸多面体网格,产生的细分面片

都是平面多边形(对应初始网格各多边形收缩而成

的面-面)和平面六边形(细分新增的点-面),细分曲

面保凸且内切于初始网格,C1 光滑,且不受特殊点/
面的影响.已有的基于六边形的细分方法或者细分

面片不是平面的,或者虽然有平面性,但光滑性较

差、计算较复杂,且都会受到特殊点/面很大的影响.
所以,综合来看,平面蜂窝细分方法是目前最好的六

边形细分方法.
平面蜂窝细分没有特殊点/面,能够保持初始网

格的形状特征,避免了基于三角形或四边形细分方

法不能保凸、极限曲面模型体积过于缩小、失去初始

网格特征等方面的一些不足.
平面蜂窝细分方法只需用平面切割多面体角,

是一种纯粹的割角方法,其收敛性和C1 光滑性条件

宽泛,有利于在交互设计中灵活选择.进一步地,本
文采用了一种新的思路给出了能提高细分曲面光滑

性的割角参数值,包括对于三角形的割角参数,已有

六边形细分方法都没有做到这一点.
本文还给出了一种网格边界面自然边界生成方

法和平面蜂窝细分方法的一种推广,并讨论了平直

边界和退化情形下尖锐特征生成的方式,以及模型

特征及体积保持的处理方法,可用于任意可定向拓

扑网格的细分.给出的实验验证了方法的有效性.
平面蜂窝细分作为一种新型的细分方法,还有

有一些尚未解决的问题或局限性.包括但不限于此:
(1)对于凸多面体网格,本文没有从理论上证

明平面蜂窝细分曲面是否可以达到C2 光滑;对于任

意可定向拓扑网格,没有证明推广的平面蜂窝细分

曲面具有C1 光滑性.作者期望能建立平面蜂窝细分

与非均匀有理B样条之间的联系,从而有助于进一

步的理论分析.
(2)本文虽然给出了一种尖锐特征生成和处理

方法,但在产生尖锐点和保持特征边方面还不够灵

活.可能需要结合割边细分方法以实现尖锐点和特

征边的生成.
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(3)平面蜂窝细分如何更好地产生自适应的细

分效果,如何在细分曲面求交过程中确保自适应的

细分曲面表示,包括涉及的边界生成,也需要进一步

的研究.
(4)本文方法对于非凸多面体网格细分后产生

的新点面一般不是平面的,如何保持或尽量保持平

面性需要进一步的研究.通过构造平面六边形(不限

于凸六边形)割/补角细分格式,可能是一种可行的

途径.
(5)相比三角形网格细分,非平面的多边形面

片在最终呈现曲面形态时,何种绘制和填充方式最

恰当,及其对光滑曲面形态的影响,也都需要进一步

的研究.
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附录A.
  对于任意的平面凸n 边形,如图 A1所示,记顶点为

Qj(j=1,2,…,n),顺序按右手法则,记对应顶点的内角为

∠Qj,用|PQ|表示P、Q两个点之间的距离,则

边长|QjQj+1|>0,j=1,2,…,n (A1)

0< ∠Qj <π,j=1,2,…,n (A2)

∑
n

j=1∠Qj = (n-2)π (A3)

下标按mod(n)计算.

图A1 任意凸n边形细分割角示意图

引理1. 对于任意的平面凸n边形,在定理1的条件

下,细分割边分割比例参数uj,vj 满足下列不等式:

uj,vj >0 (A4)

1-vj-uj+1 >0 (A5)

j=1,2,…,n,下标按mod(n)计算.
证明. 如图A1所示,根据式(A1)和定理1的条件有

|Ej,j+1Ej+1,j|= (1-αj-βj)|QjQj+1|

≥δ|QjQj+1|>0 (A6)

由公式(A2)和(A6)可知,当n≥5时(A4)(A5)式成立.
当n=4时,条件式(8)保证了割角后能留下小的凸四

边形,从而(A4)(A5)式成立.
当n=3时,条件式(10)就是(A5)式,从而(A4)式

成立.
引理1证毕.
定理1的证明.
(1)证明细分后的F(l) 仍是凸n边形且位于F(l-1) 的

内部.
由于平面蜂窝细分是逐次迭代方法,所以在证明过程中

省略了上标(l),Qj(j=1,2,…,n)是F(l-1)的顶点,qj(j=
1,2,…,n)是F(l)的顶点.

如图 A1所示,对于三角形ΔEj+2,j+1Ej,j+1Qj+1,用余弦

定理可得

|Ej,j+1Ej+2,j+1|2 = (|Ej,j+1Qj+1|-|Qj+1Ej+2,j+1|)2+

4|Ej,j+1Qj+1|·|Qj+1Ej+2,j+1|·sin2
∠Qj+1

2  
从而有

|Ej,j+1Ej+2,j+1|≥

  2sin ∠Qj+1

2  · |Ej,j+1Qj+1|·|Qj+1Ej+2,j+1|

而

|Ej,j+1Qj+1|= (1-βj)|QjQj+1|

≥δ|QjQj+1|>0

|Qj+1Ej+2,j+1|= (1-αj+1)|Qj+1Qj+2|

≥δ|Qj+1Qj+2|>0

  所以|Ej,j+1Ej+2,j+1|>0,根据引理1可得:

|qjqj+1|= (1-vj-uj+1)·|Ej,j+1Ej+2,j+1|>0
即细分后的小凸多边形边长都不为0.

在三角形ΔEj+2,j+1Ej,j+1Qj+1 中,因为0< ∠Qj+1 <π、

|Ej,j+1Ej+2,j+1|>0、|Qj+1Ej+2,j+1|>0,所以

∠Ej+2,j+1Ej,j+1Qj+1 >0
同理,在三角形ΔEj+1,jEj-1,jQj 中,有

∠QjEj+1,jEj-1,j >0
  从而,在三角形ΔEj,j+1Ej+1,jqj 中,因为

∠qjEj,j+1Ej+1,j = ∠Ej+2,j+1Ej,j+1Qj+1 >0,

∠Ej,j+1Ej+1,jqj = ∠QjEj+1,jEj-1,j >0.
又因为(A-6)式有|Ej,j+1Ej+1,j|>0,所以

0< ∠Ej+1,jqjEj,j+1 <π,

即细分后的小凸多边形对应顶点qj 的内角 ∠qj 满足:

0< ∠qj <π,j=1,2,…,n.
综上所述,细分后的q1q2…qn 是具有n 条边长>0、n个内角

∈ (0,π)的 凸 n 边 形,且 由 引 理 1 可 知 它 在 多 边 形

Q1Q2…Qn 的内部.
(2)证明F(l)收敛到面内的一个点.
记e(F(l))是F(l)的周长,则
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e(F(l))=∑
n

j=1
|qjqj+1|              

=∑
n

j=1

(|Ej,j+1Ej+2,j+1|-|Ej+1,jqj|-|qjEj,j+1|)

根据三角不等式,有

∑
n

j=1
|Ej,j+1Ej+2,j+1|<∑

n

j=1

(|Ej,j+1Qj+1|+|Qj+1Ej+2,j+1|)

=∑
n

j=1

(|QjQj+1|+|Ej+1,jEj,j+1|)

<e(F(l-1))+∑
n

j=1
(|Ej+1,jqj|+|qjEj,j+1|)(A7)

从而有

e(F(l))<e(F(l-1)) (A8)

即周长序列 {e(F(l)),l=0,1,2,…,∞}非负且单调递减,因
此存在极限,记e∞=liml→∞e(F(l)),则∀l(≠∞),e(F(l))>
e∞.

假设周长极限e∞ >0,则根据平面凸n边形的性质,即
使在其退化情形下,至少有一对长边边长分别不小于e∞/n
和e∞/(n(n-1)),至少有两个小内角分 别 不 大 于 (n-
2)π/n和 (n-2)π/(n-1).再根据平面蜂窝细分割角的规

则,至多经 (n-2)/2次细分后有一个小内角的两条相邻边

为长边,从而再次细分后周长 <e∞,矛盾.
所以,e∞ =0,即F(l)收敛到面内的一个点.
定理1证毕.
引理2. 对于任意的价3凸多面体初始网格,当细分

过程中所有割角参数都满足定理1的条件时,细分产生的

点-面是平面凸六边形.
证明. 如图A2所示,因为顶点Qj 所在的三个面角 ∈

(0,π),且|E2,1Qj|≥δ|Qj+1Qj|,|E0,1Qj|≥δ|Qj-1Qj|,

|E12,1Qj|≥δ|Qj2Qj|,所以割角三角形ΔE2,1E0,1E12,1 非

退化.

图A2 细分产生的割角点-面示意图

根据定理1,细分后的新顶点q1、q0,q13、q12和q25、q24分
别两两落在3个原相邻平面凸多边形的内部,所以边|q0q13|、

|q12q25|、|q24q1|>0.从而,细分产生的点-面q1q0q13q12q25q24
是平面凸六边形.

引理2证毕.
定理2的证明.

根据定理1和引理2,任意价3凸多面体初始网格经l
次平面蜂窝细分后仍是价3凸多面体,其表面是分片线性封

闭曲面,从而一致连续,记为s(l).
根据定理1,细分过程中的所有凸多边形面片最终都收

敛到面内的一点,所以当l→ ∞ 时,s(l) 收敛到极限曲面

s(∞).因为s(l)均一致连续,所以s(∞)也连续,即C0 连续.
定理2证毕.
定理3的证明.
如图A3所示,QjQj+1…Qj-1是平面n边形F(l),QjQj-1

…Qj2是平面多边形G(l)
j-1,QjQj2…Qj+1是平面多边形G(l)

j ,

q1q2…q0 是细分1次后由F(l)收缩而成的平面n边形F(l+1),

q1q0q13q12q25q24 是与F(l+1)相邻的平面多边形G(l+1)
j .令:

ω(F(l))=minj=1,2,…,nN(l)
j
→·N0

→,
则ω(F(l))∈(-1,1).由图A3所示,G(l+1)

j 的单位法向量可

由下式计算:

N(l+1)
j
→ = E0,1E12,1→×E0,1E2,1→

|E0,1E12,1→×E0,1E2,1→|
(A9)

而

E0,1E12,1→×E0,1E2,1→ =
(E0,1Qj
→+QjE12,1

→)×(E0,1Qj
→+QjE2,1

→)

=E0,1Qj
→×QjE2,1

→+QjE12,1
→×E0,1Qj

→+QjE12,1
→×QjE2,1

→

=|E0,1Qj
→×QjE2,1

→|·N0
→+|QjE12,1

→×E0,1Qj
→|·N(l)

j-1
→+

|QjE12,1
→×QjE2,1

→|·N(l)
j
→ (A10)

由式(A9)(A10)可得

N(l+1)
j
→·N0

→ = [|E0,1Qj
→×QjE2,1

→|·N0
→·N0

→+

|QjE12,1
→×E0,1qj

→|·N(l)
j-1
→·N0

→+

|QjE12,1
→×QjE2,1

→|·N(l)
j
→·N0

→]
/|E0,1E12,1→×E0,1E2,1→|

> [(|E0,1Qj
→×QjE2,1

→|+|QjE12,1
→×E0,1Qj

→|+

|QjE12,1
→×QjE2,1

→|)/|E0,1E12,1→×E0,1E2,1→|]·ω(F(l)).
根据三角形面积公式,有

|E0,1E12,1→ ×E0,1E2,1→|= 2ΔE2,1E0,1E12,1 的 面 积 <
2(ΔE0,1QjE2,1 面积 +ΔE0,1QjE12,1 面积 +ΔE2,1QjE12,1 面

积)=|E0,1Qj
→×QjE2,1

→|+|QjE12,1
→×E0,1Qj

→|+|QjE12,1
→×

QjE2,1
→|,

所以

N(l+1)
j
→·N0

→ >ω(F(l)) (A11)

易知,式(A11)对于所有的j=1,2,…,n和l≥l0都成立,因

此得到

ω(F(l+1))>ω(F(l)) (A12)

即序列 {ω(F(l)),l≥l0}单调递增且上界为1,因此存在极

限,记ω∞ =liml→∞ω(F(l))≤1,则 ∀l(≠ ∞),ω(F(l))<
ω∞.

假设极限ω∞ <1,则极限凸多面体与ω∞ 相关的两个面

片的两面角 ≤π-arccos(ω∞)<π,从而存在尖角.根据平

面蜂窝细分割角的规则,再次细分后相应的两面角 >π-
arccos(ω∞),矛盾.
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图A3 法向量计算示意图

所以,ω∞ =1,从而

lim
l→∞

N(l)
j
→·N0

→ =1(j=1,2,…,n),

即

lim
l→∞

N(l)
j
→ =N0

→(j=1,2,…,n).

定理3证毕.
附录B.
算法1. 平面蜂窝细分(对称割角策略).
输入:初始多面体(顶点价全为3)N 个顶点坐标数据

N×3矩阵;顶点的邻接表矩阵;Mi及其不为0时i边形的顶

点序号矩阵,i=3,4,…,m.
输出:给定细分次数的细分曲面图.
算法描述:

WHILE(尚未达到给定的细分次数)

 %% (1)处理初始多面体各面或其细分收缩后的面-
面,其数量和多边形边数是固定不变的.

 FORi=3:m   %%从三角形到m 边形

  FORk=1:Mi   %%遍历 Mi个i边形

     %%选定各边的割角参数:

   FORj=1:i %%遍历i条边

    IF(边j已选定割角参数)THEN
     采用已选割角参数;

    ELSE
     CASEi=3:选定满足(11)式的割角参数;

     CASEi=4:选定满足(15)式的割角参数;

     CASE其他:选定满足(14)式的割角参数;

     记录该边及其割角参数;

    END
   END %%割角参数选定

   %%计算新面-面的新顶点:

   FORj=1:i %%遍历i条边

    按公式(2)计算边j相关两割角线的4个割角点;

    用全主元消去法求解方程组(4)得到uj、vj;

    CASEi=3:用公式(9)计算新的顶点坐标;

    CASE其他:用公式(3)计算新的顶点坐标;

   END %%新顶点计算完成

   更新收缩后的第k个i边形面-面;

   %%形成新点-面及新顶点邻接表:

   FORj=1:i %%遍历i个顶点

    按原顶点序号及其邻接表形成新点-面;

    形成新顶点邻接表;

   END %%完成新点面和顶点邻接表

  END %%结束k循环

 END %%结束i循环,完成(1)

 %% (2)处理上次细分后累计的 Mf个点-面

 FORk=1:Mf %%遍历 Mf个6边形

  取i=6,执行(1)中的k循环中程序体的全部内容;

 END %%完成(2)

END %%结束细分迭代

输出曲面图

  HAN Zhen,Ph.D.,professor.
Hisresearchinterestsincludetrusted
computing,subdivisionsurface.

Background
  Subdivisionisaveryfamousmethodandiswidelyused
insurfacemodeling.Thetypicalschemesarethosebasedon
quadrilateralsortriangles.Sofar,thereisstillnoscheme
basedonhexagonswhichisaswellasthetypicalschemesto
use,althoughthehexagonalmeshesareomnipresentinthe

naturalworldandaretheoptimalelegantwayinmanyfields
such as signal sampling, finite element, membrane
structure,architecturalgeometry.Howtoconstructagood
planarhexagonalsubdivisionschemeisaproblemthathasn’t
beensolvedsincetheearly1990s.
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Somescholarshaveproposedsubdivisionschemesbased
onhexagons.But,thesehexagon-basedsubdivisionschemes
eitherhavepoorsmoothnessandcomputationalcomplexity
orproducenon-coplanarverticesinthefacet.Therearealso

problemsofdiscontinuity,self-intersection,orinabilityto
subdivideatextraordinarypoints/faces,especiallytriangular
facets.However,theplanarityofthe meshfacesisas
importantassmoothnessinsomeapplications,forexample
inarchitecture.

In this paper, we propose a planar hexagonal
subdivisionschemecalled Planar HoneycombSubdivision

(PHS)for any convex polyhedral.PHSisthefirst

quasilinearschemebasedonplanarhexagonswithprovable
convergenceandsmoothness,interpolatoryconvexitypreserving,

uniformrepresentation,andaconvenientalgorithm.Itcan
comparefavorablywiththetypicalschemesingenerating
smoothsurfacesandisevenmoreadvantageousfordealing
withextraordinaryvertices/faces.Inaddition,wepresenta
newapproachtoimprovingthesmoothnessofthesubdivision
surfaces,whichoverturnstheconventionalidea.
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