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收稿日期：２０１６０５１４；在线出版日期：２０１７０５１９．本课题得到国家自然科学基金（６１５０２０８２）、中央高校基本科研业务费基础研究项目

（ＺＹＧＸ２０１４Ｊ０６５）资助．黄一鸣，男，１９９１年生，博士研究生，主要研究方向为数据分析、数据挖掘和量子机器学习．Ｅｍａｉｌ：ｙｉｍｉｎｇｈｗａｎｇ＠

ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ．雷　航，男，１９６０年生，博士，教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为大数据挖掘和嵌入式系统．李晓瑜（通信作者），

女，１９８４年生，博士，副教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究方向为数据分析、量子计算和量子机器学习．

量子机器学习算法综述

黄一鸣　雷 航　李晓瑜
（电子科技大学信息与软件工程学院　成都　６１００５４）

摘　要　机器学习在过去十几年里不断发展，并对其他领域产生了深远的影响．近几年，研究人员发现结合量子计

算特性的新型机器学习算法可实现对传统算法的加速，该类成果引起了广泛的关注和研究．因此，文中对近十年的

量子机器学习算法进行总结、梳理．首先，介绍了量子计算和机器学习的基本概念；其次，从四个方面分别介绍了量

子机器学习，分别是量子无监督聚类算法、量子有监督分类算法、量子降维算法、量子深度学习；同时，对比分析量

子机器学习算法与传统机器学习算法的区别和联系；最后，总结该领域存在的问题及挑战，并对量子机器学习未来

的工作进行展望．

关键词　量子机器学习；量子计算；大数据；人工智能；量子深度学习
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ｔｈｅｕｎｉｔａｒｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ．Ｔｈｅｒｅｂｙ，ｉｔｉｓｎｏｔｐｏｓｓｉｂｌｅｔｏｒｅｖｉｓｅａｌｌｃｌａｓｓｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｔｏ
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１　引　言

近十几年时间里，机器学习快速崛起，已经成为

大数据时代下的技术基石．机器学习根据已有数据

进行学习策略的探索和潜在结构的发现，依据所得

模型进行预测及分析［１］．机器学习源于人工智能和

统计学，其应用极其广泛．从数据挖掘到人脸识别，

从自然语言处理到生物特征识别，从垃圾邮件分类

到医学诊断，社会生活的各个方面都被机器学习技

术所影响．随着信息技术不断发展，信息化将各行业

紧密联系起来，产业数据成爆炸式增长．这种增长不

仅是数据量的增长，还包括数据种类、结构和产生速

度上的增长．最近几年全球数据量的增长率接近

２４％
［２］．以Ｇｏｏｇｌｅ为首，凭借数据服务为核心、机器

学习技术为支撑的一大批ＩＴ公司占领数据挖掘与

信息化的市场．他们掌握海量数据，使用机器学习技

术挖掘潜在价值信息，提供数据服务，改变社会生活

各个方面．数据的增长不仅带来丰厚的利润，同时也

带来技术的挑战．不少传统机器学习算法已无法应

对大数据时代海量数据的处理和分析，所以不得不

寻找新的方法来解决问题．

最近不少研究机构及大型ＩＴ公司都将目光集

中到了量子计算上，想通过量子计算的独特性质，解

决传统算法的运算效率问题．传统电子计算机存储

电平的高低，每次只能处理一个比特的状态数据．量

子计算机存储量子比特，一个量子比特可表示量子

态｜０〉和｜１〉的叠加，一次运算就可同时处理两个状

态的信息．以此类推，经典计算机对２狀比特的数据

执行相同计算需要２狀次操作，而量子计算机只需要

对狀个量子比特进行一次操作即可．正因如此，量子

计算不管在数据存储能力还是数据处理能力上都理

论上远超经典计算．

早在１９８２年，Ｆｅｙｎｍａｎ指出基于量子力学建

造的计算机对特定问题的求解是传统计算机无法比

拟的［３］．１９９４年，Ｓｈｏｒ提出了一种里程碑式的量子

因子分解算法［４］，称为Ｓｈｏｒ算法．计算步骤上，传统

大数因子分解的最佳算法的时间复杂度随问题规模

成指数倍增加，而Ｓｈｏｒ算法可在多项式时间内完

成．１９９７年，Ｇｒｏｖｅｒ提出一种量子搜索算法
［５］，该算

法相比传统无序数据库搜索算法有着平方级效率的

提升．现有的量子算法①，大多相较于对应的经典算

法有着明显提速效果．由此，研究学者猜想既然量子

计算对特定经典问题的求解有显著提速，是否可将
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其应用到机器学习领域，解决目前处理大数据时计

算效率低的问题．

近年来出现越来越多结合量子计算和机器学习

的研究［６８］．研究人员一方面希望通过量子计算解决

机器学习的运算效率问题；另一方面探索使用量子

力学的性质，开发更加智能的机器学习算法．虽然量

子计算机的研究不断深入，但依然有不少问题有待

解决［９］，例如如何保持量子的相干性、如何降低苛刻

的环境条件等．同时，量子计算机的建造以及量子算

法的提出都涉及诸多领域要素，量子机器学习理论

现在依旧处于一个起步阶段，至今没有形成如经典

机器学习领域完备的理论体系，大多研究还处于探

索实验阶段．

量子机器学习领域的研究最早可追溯到１９９５

年对量子神经网络的研究：Ｋａｋ最先提出量子神经

计算的概念［１０］．随后研究人员提出了各类量子神经

网络模型，如Ｂｅｈｒｍａｎ等人提出的基于量子点神经

网络模型［１１］，Ｔｏｔｈ等人提出了量子细胞神经网

络［１２］，Ｖｅｎｔｕｒａ等人提出的使用量子叠加态表示网

络［１３］，Ｍａｔｓｕｉ等人提出了通过量子门电路实现的神

经网络［１４］，Ｚｈｏｕ等人提出了量子感知机
［１５］，Ｓｃｈｕｌｄ

等人提出了由量子随机行走构建神经网络［１６］，等

等．这些不同种类的量子神经网络模型的构建，均是

基于量子力学特性与不同数据结构的结合．该领域

研究的一个难点在于如何将神经网络的非线性映射

结构同量子计算的线性变换结合在一起，即如何实

现神经网络的量子演化．

研究人员发现量子特性有助于研究无监督聚类

问题，故提出了量子无监督聚类算法．２００１年，Ｈｏｒｎ

等人最早将量子力学特性引入传统聚类算法，其将

薛定谔方程与Ｐａｒｚｅｎ窗估算量的极大值求解联系

起来，用于发现数据的聚类中心［１７］．２０１３年，Ｌｌｏｙｄ

等人将量子态的叠加性应用到经典向量表示上，提

出量子犓ｍｅａｎｓ算法，该算法理论上能够实现海量

数据的高效聚类［１８］．同年，Ａｍｅｕｒ等人提出了量子

分裂聚类算法，其借助Ｇｒｏｖｅｒ变体算法进行子过程

中最大距离的快速搜索［１９２０］．类似还有研究人员结

合监督分类算法和量子计算，提出量子有监督分类

算法，例如２０１４年，微软的 Ｗｉｅｂｅ等人提出了用量

子态的概率幅表示经典向量，并通过比较两个量子

态间距离完成量子最近邻算法［２１］．同年，Ｒｅｂｅｎｔｒｏｓｔ

等人首次提出使用量子系统的密度矩阵进行支持向

量机中核矩阵的表示［２２］．２０１６年，微软的 Ｗｉｅｂｅ等

人提出了量子深度学习的概念，首次将量子计算同

深度学习相结合，其通过量子采样实现受限玻尔兹

曼机的梯度估计，旨在加速深度网络的训练［２３］．上

述量子机器学习算法的核心大多还是与传统算法相

同，主要区别在于通过量子计算的高并行性去处理

计算耗时的子步骤．

其他关于量子计算及机器学习核心问题的研究

也进一步推动量子机器学习的发展．首先，Ｇｉｏｖａｎｎｅｔｔｉ

等人于２００８年提出了量子随机存取存储器（Ｑｕａｎｔｕｍ

Ｒａｎｄｏｍ Ａｃｃｅｓｓ Ｍｅｍｏｒｙ，ＱＲＡＭ）
［２４２５］，随 后 许

多量子机器学习算法相继产生，如２０１４年 Ｌｌｏｙｄ

等人基于 ＱＲＡＭ 提出量子主成分分析（Ｑｕａｎｔｕｍ

ＰｒｉｎｃｉｐｌｅＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＱＰＣＡ）算法等
［２６］．

其次，Ｈａｒｒｏｗ等人于２００９年，提出用量子算法解决

线性系统的方程问题［２７］，常被研究人员成为 ＨＨＬ

算法；２０１５年，Ｃｈｉｌｄｓ等人也对该问题进行了相关

研究［２８］，进一步拓展了量子算法对线性系统问题

的解决能力．很多传统机器学习问题最终与最优

化问题的求解相关，而最优化问题常涉及线性方

程组的求解，所以通过该技术可有助经典机器学

习中最优化步骤的提速．例如，Ｒｅｂｅｎｔｒｏｓｔ等人在

２０１４年提出的量子支持向量机就用到了量子线性

方程求解算法［２２］．很多算法是以 ＱＲＡＭ 物理实现

为前提，利用ＱＲＡＭ实现任意量子态的制备，继而

进行后续量子态计算．

对于量子机器学习的可学习性及其与经典算法

的比较，也是研究人员的关注点之一．２００４年，

Ｓｅｒｖｅｄｉｏ等人对传统机器学习算法的可学习性与量

子算法的可学习性进行了分析与比较［２９］．随后，

２００６年，Ａｍｅｕｒ等人提出了在量子环境下完成机

器学习任务的猜想［３０］．Ｙｏｏ等人从二分类问题上对

量子机器学习与传统机器学习进行了比较，指出量

子的叠加性原理使得量子机器学习算法运算效率明

显优于传统算法，并从学习的接受域上进行了比较，

发现量子机器学习的接受域较大，从而决定了学习

效率优于传统算法［３１］．随着大数据时代的到来，传

统算法对于海量数据的处理能力，也日益捉襟见肘．

这就进一步促使研究人员考虑量子机器学习对大数

据问题的解决能力和可行性．首先，２０１５年初陆朝

阳教授研究小组的相关研究开始关注量子机器学习

与大数据的结合［３２］．随后，年底王书浩和龙桂鲁教

授对量子机器学习及大数据领域的应用做了综述性

介绍［３３］．这些都进一步推动了量子计算在数据挖掘

和数据分析方面的研究和应用．

以ＤＷａｖｅ及Ｇｏｏｇｌｅ为首的公司对该领域也

７４１１期 黄一鸣等：量子机器学习算法综述
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进行了研究．２００８年，Ｇｏｏｇｌｅ的 Ｎｅｖｅｎ及ＤＷａｖｅ

公司的Ｒｏｓｅ等人在其研发的超导绝热量子处理器

上使用量子绝热算法解决图像识别问题［３４３５］，此后

他们又做了一系列将量子绝热算法应用到人工智能

领域的研究［３６３９］．这一系列量子绝热算法没有通过

量子门电路进行量子计算，而是运行在ＤＷａｖｅ研

发的特定量子芯片上，并且其运行的环境条件也相

对苛刻．目前他们研究的算法还有很多限制，其商业

领域的实际应用还有一段距离，不过已经向量子机

器学习的产业化应用迈出了坚实的一步．

在量子机器学习的物理实验验证方面，全球的

研究人员也在努力不懈．２０１５年，潘建伟教授团队

首次在小型光量子计算机上实现并验证了Ｌｌｏｙｄ提

出的犓ｍｅａｎｓ算法
［４０］．Ｌｉ等人也于同年实验验证

了量子支持向量机算法，并进行了手写数字的二分

类实验验证［３２］．虽然实验的数据规模受限于当前量

子计算机的量子比特数，但足以证明量子机器学习

算法的可行性，且鼓舞我们在该领域进行更加深入

的研究，以获得解决海量数据分析处理的有用工具．

相信随着制造工艺的不断提升，量子计算及量

子机器学习理论的不断完善，更多巧妙结合物理原

理和机器学习理论的新型算法将被提出．量子机器

学习将极大促进现有机器学习的发展，产生出更加

高效、强大的学习算法．

２　量子计算与机器学习

２１　量子计算

所有信息计算的本质都是一个物理过程［４１］．计

算设备的物理特性决定其计算能力．根据 Ｍｏｏｒｅ定

律［４２］，集成电路上可容纳的晶体管数目约每隔

２４个月增加一倍．按此速度发展，一方面芯片元件

集成度的提高会导致单位体积内散热增加，由于材

料散热速度有限，就会出现计算速度的上限，产生

“热耗效应”；另一方面元件尺寸的不断缩小，在纳米

甚至埃尺度下经典世界的物理规则不再适用，出现

“尺寸效应”［４３］．综上，随着集成技术的提升，为解决

“热耗效应”和“尺寸效应”不得不重新考虑能适用于

微观世界的新型计算机模型．由此量子计算应运而

生．它最早的想法源于Ｂｅｎｉｏｆｆ提出的基于量子力学

原理的可逆计算模型［４４］，后来Ｆｅｙｎｍａｎ进行了扩展．

２．１．１　量子态

不同于经典电子计算机，量子计算机操作的基

本数据单元是量子比特（ｑｕｂｉｔ）．物理上，量子比特

可以有不同方法的实现，可由两能级原子系统来表

示，也可由光的不同偏振方向来表示．一个量子态通

常用狄拉克符号｜·〉来表示．数学上，它为一个狀维

希尔伯特空间中的复向量，如式（１）所示．

｜φ〉＝∑
狀

犻＝１

α犻｜犻〉 （１）

式（１）中｜犻〉为基态，α犻为复数，是每个态的概率幅．

按照量子力学原理，如果测量该量子态｜φ〉，最后会

以｜α犻｜
２的概率波包塌缩到基态｜犻〉上，因此每个基态

的概率幅α犻必须满足式（２）．

∑
狀

犻＝１

｜α犻｜
２＝１ （２）

多个量子比特组成的集合常称为量子寄存器，

除了使用狄拉克符号也可以使用向量的形式表示．

例如可使用狀维向量表示一个狀 位量子寄存器

｜φ〉＝∑
２
狀
－１

犻＝０

α犻｜犻〉，如式（３）所示．

｜φ〉＝

α０

α１



α２狀

烄

烆

烌

烎－１

（３）

其中每个基态｜犻〉都可以展成二进制形式，如

｜２
狀－１〉＝｜１１１，…，１

烐烏 烑
〉

狀

．｜１１１，…，１〉中１对应一位量

子比特．

２．１．２　量子门

与经典计算机相同，量子计算机对量子比特的

任何操作都可通过量子门实现．不同于经典计算机

进行门电路操作后产生的能量耗散．例如０和１的

与运算这是个不可逆且能量耗散的过程，量子计算

机可通过幺正变换实现可逆计算，从而解决能耗上

的问题．所以全部量子门都对应一个幺正算子．任何

狀位量子比特门都可用狀×狀的矩阵犝 来表示，如

式（４）．

犝＝（狌犻犼）
２
狀

犻，犼＝１＝

狌１１ … 狌１２狀

  

狌２狀１ … 狌２狀２

熿

燀

燄

燅狀

（４）

因为犝实质为一个幺正变换，则必须满足式（５）

条件．

犝犝＝犝犝＝犐 （５）

其中犝为犝 的共轭转置．对量子态｜φ〉＝∑
２
狀
－１

犻＝０

α犻｜犻〉进

行犝 变换，可得式（６）．

犝｜φ〉＝∑
２
狀
－１

犼＝０

狌犻犼α犼｜犼〉＝∑
２
狀
－１

犻＝０
β犻｜犻〉
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＝

狌１１ … 狌１２狀

  

狌２狀１ … 狌２狀２

熿

燀

燄

燅狀

α０

α１



α２狀

熿

燀

燄

燅－１

＝

β０

β１



β２狀

烄

烆

烌

烎－１

（６）

２．１．３　测　量

量子计算的结果依旧处于一个叠加态，为了得

到该结果，必须对该量子态进行测量，使叠加态波包

塌缩到一个基态．定义一组测量算子｛犕犿｝，该组测

量算子还需满足完备性．

∑犕

犿犕犿＝犐 （７）

犿对应测量的可能结果，若使用该测量算子对量子

态｜φ〉进行测量，最终得到犿的概率为

狆（犿）＝〈φ｜犕

犿犕犿｜φ〉 （８）

测量后的量子态为

犕犿｜φ〉

〈φ｜犕

犿犕犿｜φ槡 〉

（９）

２２　机器学习与深度学习

机器学习属于人工智能领域，主要利用计算机

分析处理已知数据，从数据中自动“学习”潜在规则，

并将此规则用于对未知数据的预测．例如对手写字

符的识别，需要将字符图像信息转换成特征数据集

犡，犡＝（狓
（１），狓

（２），…，狓
（２），…，狓

（犿））．数据集总共有

犿个样本，狓
（犻）为第犻个样本．狓

（犻）＝（狓
（犻）

１
，狓

（犻）

２
，…，

狓
（犻）

犼
，…，狓

（犻）
狀 ），每个样本有狀个特征，狓

（犻）

犼
为第犼个特

征．然后机器使用学习算法对手写字符集犡 进行潜

在规则的提取，最后使用该规则进行字符的判断．传

统机器学习主要分为监督学习、无监督学习、半监督

学习及增强学习．监督学习的训练样本都有人为标

注分类结果的标签．输入训练样本，通过最小化代价

函数，找出样本特征与标签之间的映射关系（学习模

型）．新的未标注数据通过训练得到的学习模型进行

分类．无监督学习，没有标注标签的训练集，学习算

法自行寻找数据集当中的潜在规则，该类以聚类算

法最为常见．半监督学习是介于监督与无监督之间

的一种学习算法，为解决大数据量及监督学习标记

代价高的问题，其主要使用较少的带标签及较多的

未带标签数据进行训练分类．增强学习源于心理学

的奖励与惩罚，通过刺激进而逐步优化，通过不断的

反馈达到最优．

机器学习相较于以往基于人工规则的学习方法，

显示出强大处理分析能力．各类学习算法不断被提

出，例如通用的逻辑回归［４５］（ＬｏｇｉｓｔｉｃＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ，

ＬＲ）、支持向量机
［４６］（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，ＳＶＭ）、

关联规则挖掘［４７］（ＡｓｓｏｃｉａｔｅｄＲｕｌｅｓＭｉｎｉｎｇ，ＡＲＭ）

算法等；随着研究的逐步深入，研究人员发现以上学

习算法具有一定的局限性．相对于深度学习，上述算

法的输入特征需要使用专业领域知识进行筛选提

取，同时该学习算法均使用单层非线性变换进行数

据分析处理．这种单层非线性变换结构，制约了其对

现实中更加复杂高维的函数的表示能力．为了达到

更好描述复杂世界，解决实际问题的目的，学习算法

需要拥有大量的训练数据作为基础，使用专业的领

域知识来提取优质的特征，通过强大的计算能力求

解问题．通常训练样本无法保证充足，同时特征的提

取也直接影响了学习算法的表现能力．因此，深度学

习应运而生．

深度学习的概念最早由Ｈｉｎｔｏｎ等人在２００６年

提出，文章指出多层的神经网络能更好地表达数据

本质，并且可以通过逐层初始化的方法解决多层复

杂网络训练困难的问题［４８］．之后，不管是学术还是

工业界，深度学习都引起了广泛的关注．大量的实验

证明深度学习相对于浅层学习，精度上有明显的提

高．不管从语音识别还是图像识别领域，深度学习都

能更好地刻画和承载海量数据中更丰富的信息．典

型的深度学习结构分为以下３种
［４９］．（１）生成型，如

深度信念网络［５０］．该类模型能表达输出与输入样本

数据间的联合概率分布，解决网络初始权重设置问

题，提升模型性能及收敛速度［５１］；（２）区分型，如卷

积神经网络［５２］．该类模型使用权值共享，同一层神

经元共享一个权值集合，所以网络中的自由参数少

于传统网络［５３］；（３）混合型，该模型通过受限玻尔兹

曼机预训练产生，再使用反向传播算法（Ｂａｃｋｐｒｏｐａ

ｇａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＢＰ）优化深度信念网络的权值，

这样就比单用ＢＰ算法对卷积神经网络进行训练

更优．

３　量子机器学习

量子机器学习借助量子计算的高并行性，实现进

一步优化传统机器学习的目的．Ｓｅｒｖｅｄｉｏ，Ａａｒｏｎｓｏｎ

以及Ｃｈｅｎｇ等人对量子态的可学习性进行了研

究［２９，５４５５］．Ｓｅｒｖｅｄｉｏ等人从信息论的角度指出量子

信息和经典信息的可学习性是等价的，这也促使了

量子机器学习研究的发展［５６５８］．Ｃｈｅｎｇ在Ｓｅｒｖｅｄｉｏ

的基础上提出量子学习算法主要分为两大类研

究，一类是量子计算学习（ＱｕａｎｔｕｍＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

Ｌｅａｒｎｉｎｇ，ＱＣＬ），另一类是量子概率学习（Ｑｕａｎｔｕｍ

ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＬｅａｒｎｉｎｇ，ＱＳＬ）
［２９］．ＱＣＬ主要研究两点．

（１）如何利用量子力学原理改进传统机器学习过
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程，提高计算效率，降低计算复杂度［１８，２３，５８６５］；（２）利

用统计学习理论去解决量子状态层析（Ｑｕａｎｔｕｍ

ＳｔａｔｅＴｏｍｏｇｒａｐｈｙ，ＱＳＴ）、寻找量子系统的隐藏结

构等问题［６６６９］．至今绝大部分前人工作都集中于解

决第一种计算复杂性问题，故本文主要介绍该类量

子机器学习算法．

并非所有经典学习算法的步骤都可通过量子特

性进行加速．量子力学公设指出封闭量子系统通过

酉变换来刻画量子态的演化［７０］，即量子态演化需要

由酉算子来实现．近年来，龙桂鲁教授研究小组提出

使用酉变换的线性组合，也可实现量子计算［７１］．量

子机器学习算法的基本原理是需将经典学习算法中

的信息映射成量子态，然后对量子态进行酉演化操

作，进而达到计算的目的．因此，只有满足以上计算

条件的经典学习步骤才能实现加速．为使用量子特

性达到加速的目的，就必须对传统算法进行相应的

改写，使其满足上述量子计算的基本要求．当前的研

究大多集中于用量子算法替代原有经典算法的特定

子过程，进而达到降低计算复杂度，提高算法效率的

目的．

量子机器学习算法一般需要经过以下步骤：

步骤１．将经典信息转换成量子信息．为了发挥

量子计算机的高并行特性，必须对经典信息进行编

码，将其转换成量子信息，这就好比将一门语言翻译

为另外一门语言．合适、巧妙的编码将更加有效的利

用量子计算的潜力．

步骤２．传统机器学习算法的量子版转换．由于

量子计算机和经典电子计算机的操作单元不同，无

法将所有的经典计算机的方法都移植到量子计算机

上，并且不是所有在量子计算机上的操作都会有指

数性的加速．所以设计出适用于量子计算机的算法

将十分重要．量子机器学习算法的设计，既要结合经

典算法的数据结构、数据库等技术，同时，还要不断

设计出更多适合量子理论的算法模型．这个建模的

过程，也是步骤２的重点和难点．

步骤３．提取最终计算结果．由于计算结果为量

子态无法直接使用，需要经过量子测量操作，使量子

叠加态波包塌缩至经典态，将经典信息提取出来．

已有的量子机器学习主要可以分为以下３类，

分别是：

（１）第一类量子机器学习．该类算法将机器学

习中复杂度较高的部分替换为量子版本进行计算，

从而提高其整体运算效率，如图１所示．该类量子机

器学习算法整体框架沿用原有机器学习的框架．其

主体思想不变，不同点在于将复杂计算转换成量子

版本运行在量子计算机上，从而得到提速．该类研究

的代表性成果有：Ｌｌｏｙｄ教授提出的ＱＰＣＡ、ＱＳＶＭ

（ＱｕａｎｔｕｍＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ）
［１８，２２］等．

图１　第一类量子机器学习

（２）第二类量子机器学习．该类算法的特点是

寻找量子系统的力学效应、动力学特性与传统机器

学习处理步骤的相似点，将物理过程应用于传统机

器学习问题的求解，产生出新的机器学习算法，如

图２所示．该类算法与第一类不同，其全部过程均可

在经典计算机上进行实现．在其他领域也有不少类

似思路的研究，如退火算法、蚁群算法等．该类量子

机器学习算法的代表性研究有 Ｈｏｒｎ等人的基于量

子力学的聚类算法［１７］．

图２　第二类量子机器学习

（３）第三类量子机器学习．该类算法主要借助

传统机器学习强大的数据分析能力，帮助物理学家

更好的研究量子系统，更加有效的分析量子效应，作

为物理学家对量子世界研究的有效辅助，如图３所

示．该类算法的提出将促进我们对微观世界进一步

的了解，并解释量子世界的奇特现象．该类算法的代

表性研究有：Ｇｒｏｓｓ的基于压缩感知的量子断层分

析［６８６９］等．

图３　第三类量子机器学习

由于量子机器学习的大多数研究集中于第一类

算法，第二类算法的研究还较少，第三类量子机器学
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习算法主要应用于物理领域．所以，本部分后续小节

将着重介绍第一类量子机器学习算法．本文分别从

无监督量子聚类算法、有监督量子分类算法、量子降

维算法、量子深度学习等几个方面进行，最后会对时

下主流的量子机器学习算法进行比较和分析．

３１　无监督量子聚类算法

３．１．１　量子犓ｍｅａｎｓ算法

聚类算法是无监督学习算法中较为重要的一

类．以最普遍使用的犽ｍｅａｎｓ算法为例，该算法以距

离的远近作为样本相似性指标，即两个样本的距离

越近相似程度就越高［７２］．当遇到海量样本数据时，

犽ｍｅａｎｓ算法存在时间开销较大的缺点．

Ｌｌｏｙｄ等人于２０１３年提出了量子版最近中心

算法［１８］．量子最近中心算法可视为经典犽ｍｅａｎｓ聚

类算法的子过程，使用该方法可对经典算法进行指

数级提速［１８］．该算法的加速来源于量子计算机具有

高维空间中对向量和张量操作的优势，这是由量子

力学自身特性所决定的．量子力学使用希尔伯特空

间中的向量来描述物理系统，而希尔伯特空间本身

就是完备的线性空间，对量子态的操作即在线性空

间中对向量的操作．同时，希尔伯特空间中的量子态

满足叠加性原理，对多个态可实行并行操作，故计算

效率远超经典计算．量子计算满足以上量子力学规

律及数学特性，故量子机器学习能有效处理高维

数据．量子最近中心算法的核心思想是对实向量间

的距离作比较，通过寻找向量狌与集合｛狏｝中的哪个

量的距离最近，从而不断分类，进而不断自动获得聚

类结果，即ａｒｇｍｉｎ
犮

狌－犿－１·∑
犿

犼＝１

狏犮犼 ．Ｌｌｏｙｄ通过

式（１０）将实向量狌＝（狌０，狌１，…，狌狀）转换成量子态

｜狌〉，从而将向量的距离比较转换成量子态间的距

离比较．

｜狌〉＝
狌

｜狌｜
（１０）

同时定义纠缠态｜φ〉：

｜φ〉＝
１

槡２
｜狌〉｜０〉＋

１

槡犿
∑
犿

犼＝１

｜狏
犮

犼
〉｜犼（ ）〉 （１１）

以及态｜〉：

｜〉＝
１

槡２
｜狌｜｜０〉－

１

槡犿
∑
犿

犼＝１

｜狏
犮
犼｜｜犼（ ）〉 （１２）

其中，｜狌｜为实向量狌的范数，｜狏
犮

犼
〉为犮簇的第犼个

向量，犿为样本总数，犣＝｜狌｜
２＋ 狀－１∑

狀

犼＝１

｜狏
犮
犼｜（ ）２ 为归

一化系数．这两个量子态的距离可通过式（１３）得到．

犇犻＝ ２｜〈｜φ〉｜
２槡 犣 （１３）

｜〈｜φ〉｜
２通过ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄＳＷＡＰ电路实现

［７３］，

如图４所示．

图４　ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄＳＷＡＰ量子电路实现

图４中犎 代表 Ｈａｄａｍａｒｄ门，电路使能与否由

第一个量子比特控制，即电路最上面的量子线对应

的是控制比特，下面的两个量子线对应的是受控量

子比特．ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄＳＷＡＰ电路
［７３］作用于输入量子

态｜φ〉和｜〉后，得到式（１４）．

１

２
｜０〉（｜〉｜φ〉＋｜φ〉｜〉）＋

１

２
｜１〉（｜〉｜φ〉－｜φ〉｜〉）

（１４）

对第一位量子比特进行测量，得｜０〉的概率为

犘（｜０〉）＝
１

２
＋
１

２
｜〈｜φ〉｜

２，

那么｜〈｜φ〉｜
２＝２犘（｜０〉）－１．

犽ｍｅａｎｓ算法中初始点的选择十分重要，好的

初始点将极大地缩短迭代次数．初始点选择的是否

足够好，评判的一个标准是，需要尽可能将初始点稀

疏分布于整个样本空间中，即各点之间距离尽可能

大．为了优化初始点，Ｌｌｏｙｄ使用量子绝热演化算法

来实现犽ｍｅａｎｓ＋＋算法最优初始点的选择
［７４］．其

基本思想为，首先初始化 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ量，如式（１５）

所示．

犎０＝犐－｜ψ〉〈ψ｜ （１５）

令｜ψ〉＝｜φ〉…｜φ
烐烏 烑

〉

犽

，犽为初始点个数，｜φ〉＝

（１／槡犿）∑
犿

犼＝１

｜犼〉．｜φ〉为样本标签编码后的归一化量

子态，犿为样本总数．然后定义末态 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ如

式（１６）所示．末态 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ的基态即是满足稀

疏分布的初始点，最后进行测量操作，提取基态信息

即可．

犎狊＝∑
犼１
…犼犽
∑
犽

犻，犻′＝１

－｜狏


犼犻－狏


犼犻′｜
２
｜犼１〉〈犼１｜…｜犼犽〉〈犼犽｜

（１６）

在量子机器学习算法的物理实验方面，我国

的研究团队处于世界领先水平．２０１５年，潘建伟院

士团队以小型光量子计算机为实验平台，首次对

Ｌｌｏｙｄ教授于２０１３年提出的量子犓ｍｅａｎｓ算法进

行了物理实验验证［４０］．该实验将单光子作为一位量

子比特，使用自发参量下转换技术制备纠缠的光子

对，并使用干涉仪将参考向量即测试向量编码到量
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子态上．实验分别对４、６、８量子比特规模的算法进

行了验证，结果指出传统机器学习中普遍存在的高

维向量间距离和内积的计算可在量子计算机上实

现，这表明量子计算机上实现的该部分运算其效率

将优于传统算法，也预示着量子机器学习算法具有

拥面向大数据分析处理的优势．

３．１．２　量子分裂聚类

分裂分层聚类为聚类算法中简单常用的一类算

法．该类算法，首先将所有数据点视为一个类，然后

不断分裂类簇，直至每个类簇不能再分裂［７５］．其算

法流程，通常初始选取所有数据点中尽可能远的

两个数据点，作为初始分裂的两个子类的代表，如

式（１７）所示；其次，计算其余所有点与这两个点的距

离，根据离这两个点的远近进行分配；以此类推，直

到每个类内部点的两两距离都小于某阈值，结束

分裂．

犇ｍａｘ（犆狓，犆狔）＝ ｍａｘ
狓∈犆狓

，狔∈犆狔

狓－狔 （１７）

犇ｍａｘ表示类别犆狓及犆狔之间的最大距离．若有狀

个样本，每个样本维度为犿，则传统算法计算该步骤

的时间复杂度为犗（狀２）．显然，若处理大量样本，且

维数较高的数据集时，经典算法的计算效率就会较

低．２００７年，Ａｍｅｕｒ等人提出了通过结合量子计

算，实现快速寻找最大距离点这个子步骤［１９］．该方

法的核心步骤是使用Ｄｕｒｒ等人于１９９９年提出的

Ｇｒｏｖｅｒ变体算法
［７６］，通过该算法提高寻找数据集中

距离最远的两点的计算效率．以下为该算法的核心

流程思想．

Ｑｕａｎｔｕｍｄｉｖｉｓｉｖｅｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ（犇）

输入：数据集犇

输出：聚类后数据集犇′

１．Ｉｆ（犇内数据点均满足距离相似性条件）

２．　Ｒｅｔｕｒｎ犇

３．Ｅｌｓｅ｛

４．　初始化犱ｍａｘ＝０

５．　Ｄｏ

６．　　Ｇｒｏｖｅｒ变体算法寻找最远距离点犪，犫

７．　　Ｉｆ犱（犪，犫）＞犱ｍａｘ

８．　　　犱ｍａｘ＝犱（犪，犫）

９．　Ｗｈｉｌｅ（存在犱（犪，犫）犱ｍａｘ）

１０．Ｆｏｒｅａｃｈ狓∈犇

１１．　　 将狓分配到对应的类簇犪或类簇犫

１２．Ｅｎｄｆｏｒ

１３．将犇分裂形成类簇犇犪和犇犫

１４．Ｑｕａｎｔｕｍｄｉｖｉｓｉｖｅｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ（犇犪）

１５．Ｑｕａｎｔｕｍｄｉｖｉｓｉｖｅｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ（犇犫）

１６．Ｅｎｄｉｆ

该量子分裂聚类算法主要依靠Ｇｒｏｖｅｒ变体算

法来解决数据集的最值问题，相比于对应的传统算

法，其提速效果主要源于此部分．该算法对传统分裂

聚类算法的主体框架并未进行改变，Ａｍｅｕｒ等人只

是将传统分裂聚类算法中计算复杂性较高的部分单

独提取出来，通过量子搜索算法进行提速．这种各取

所长的有机结合思路，也为后面众多的量子机器学

习算法提供了很好的借鉴意义．

３２　有监督量子分类算法

３．２．１　量子最近邻算法

最近邻算法为传统机器学习算法中关于分类的

一种简单且有效的算法．该类算法核心思想是，对一

个样本狓，在特征空间中找出与该样本最邻近的犽

个点，然后根据这犽个点的类别，使用分类决策规则

（例如多数表决），决定狓所属类别．

相较于传统最近邻分类算法，Ｗｉｅｂｅ等人采用

与Ｌｌｏｙｄ相似的研究思路，提出了量子最近邻算

法［２１］．首先他将经典信息中的非零数据编码到量子

态的概率幅值上，通过ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄＳＷＡＰ电路计算

相应两量子态的内积来确定量子态之间的距离．

Ｗｉｅｂｅ等人通过式（１８）、（１９）对向量狌和向量狏进

行编码，其中向量中非零特征使用负指数形式表示

狏犼犻＝｜狏犼犻｜犲
犻
犼犻，狌犼犻＝｜狌犼犻｜犲

犻
犼犻，狏为已知分类结果的向

量，犱为非零特征数．

｜狌〉＝

１

槡犱
∑
狌
犼犻≠０

｜犻〉 １－
｜狌犼犻｜

２

狉２槡 ｍａｘ

犲
－犻

犼犻｜０〉＋
｜狌犼犻｜

２

狉２槡 ｍａｘ

｜１
烄

烆

烌

烎
〉｜１〉

（１８）

｜狏〉＝

１

槡犱
∑
狏
犼犻≠０

｜犻〉｜１〉 １－
｜狏犼犻｜

２

狉２槡 ｍａｘ

犲
－犻

犼犻｜０〉＋
｜狏犼犻｜

２

狉２槡 ｍａｘ

｜１
烄

烆

烌

烎
〉

（１９）

狉ｍａｘ为特征值上界，对｜狌〉和｜狏〉进行ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ

ＳＷＡＰ操作后即可得式（２０）．

｜〈狌｜狏〉｜
２＝（２犘（｜０〉）－１）犱

２狉２ｍａｘ （２０）

Ｗｉｅｂｅ等人也尝试使用两量子态的欧式距离来

判定其分类规则（详见文献［２１］），但实验结果显示

该方法相比于内积方法，迭代次数更多，精度也低于

内积方法．故而，量子欧式距离分类算法并未得到

推广．

３．２．２　量子支持向量机

支持向量机（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，ＳＶＭ），

在传统机器学习算法中，是一种重要的监督类线

性分类算法，其思想是通过寻找最大间隔分类超平

２５１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１８年
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面进行分类［７７］，寻找最大间隔超平面问题可等价于

式（２１）．

ａｒｇｍａｘ
狑，犫

１

狑
ｍｉｎ
犻

［狋犻（狑
Ｔ
（狓犻）＋犫｛ ｝）］ （２１）

上式中狑 是超平面的法向量，犫是偏置，狓犻为第犻

个训练样本，狋犻∈｛－１，１｝为该训练样本的标签，

狑 －１狋犻（狑
Ｔ
（狓犻）＋犫）为样本点到超平面的距离．若

分类正确，则狋犻（狑
Ｔ
（狓犻）＋犫）＞０，否则狋犻（狑

Ｔ
（狓犻）＋

犫）＜０．

其中，最接近分类超平面的样本点狓犻，这些点

也称为支持向量．针对于这些支持向量，需要寻找一

个超平面，使得这些支持向量到该超平面的距离最

大．通过超平面的尺度变换可将问题转化为式（２２）．

ａｒｇｍｉｎ
狑，犫

１

２
狑 ２

ｓ．ｔ．狋狀（狑
Ｔ
（狓犻）＋犫）１

（２２）

寻找距超平面距离最大的支持向量，即一个优

化求解问题，故而可通过Ｌａｎｇｒａｎｇｉａｎ方法解决．通

常引入核方法，将线性不可分的低维特征（狓，狓′）变

换成线性可分的高维特征犽（狓，狓′），再对高位特征

进行分类［７７］，特征空间映射示意如图５所示．①

图５　ＳＶＭ特征空间映射示意图①

关于量子支持向量机算法的有关研究，最早是

Ａｎｇｕｉｔａ等人于２００３年使用量子计算的方法，解决

了ＳＶＭ的训练效率问题
［７８］．随后，Ｒｅｂｅｎｔｒｏｓｔ等人

在２０１４年提出量子版本的ＳＶＭ，其核心思想是利

用量子算法解决训练数据的内积运算问题（核方

法）［２２］．Ｒｅｂｅｎｔｒｏｓｔ等人首先将特征向量的各维特

征编码至量子态概率幅｜狓犻〉＝｜狓犻｜
－１·∑

犖

犼＝１

（狓犻）犼｜犼〉，

其中犖 为特征维度，（狓犻）犼为第犻个特征向量的第犼

个特征，｜狓犻｜为特征向量范数．其次，制备如下量子

态，如式（２３）所示．

｜χ〉＝（ 犖槡 χ
）－１·∑

犕

犻＝１

｜狓犻｜｜犻〉｜狓犻〉 （２３）

其中，犖χ＝∑
犕

犻＝１

｜狓犻｜
２，狓犻为第犻个训练样本．Ｒｅｂｅｎｔｒｏｓｔ

等人之后将核矩阵和量子系统的密度矩阵联系起

来．由于核矩阵的每个元素为向量间的内积犓犻犼＝

狓犻·狓犼，且〈狓犼｜狓犻〉＝（｜狓犻｜
－１狓犻）·（｜狓犼｜

－１狓犼），此时

通过求密度矩阵｜χ〉〈χ｜的偏迹即可得到归一化核

矩阵．

ｔｒ２（｜χ〉〈χ｜）＝
１

犖χ∑
犕

犻，犼＝１

｜狓犻｜｜狓犼｜〈狓犻｜狓犼〉｜犻〉〈犼｜

＝
犓

ｔｒ（犓）
（２４）

其中，狓犻·狓犼＝｜狓犻｜｜狓犼｜〈狓犼｜狓犻〉．通过该方法，就使

量子系统同传统机器学习的核矩阵联系起来，由于

量子态之间的演化运算具有高并行性，通过该方法

即可完成传统机器学习中对应核矩阵计算的加速．

Ｒｅｂｅｎｔｒｏｓｔ等人也提出了量子版本最小二乘法支

持向量机（ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，

ＬＳＳＶＭ）．他们将传统ＳＶＭ 分类问题转化为求解

式（２５）的问题．

犉^｜犫，犱〉＝｜狔〉

ｓ．ｔ． 犉 １

（２５）

其中，犫为偏置，向量犱的每个元素为支持向量距最

优超平面的距离，｜犫，犱〉即表示分类超平面，且

（犫，犱）Ｔ＝犉－１（０，狔）
Ｔ，狔＝（狔１，狔２，…，狔犕）为训练

样本的标签，求解过程类似 ＨＨＬ 算法
［２７］．犉＝

０ １Ｔ

１ 犓＋γ
－１（ ）１ ，犓为核矩阵，γ为可接受误差权重．

最后，分类任务即转化为使用ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄＳＷＡＰ操

作来比较｜犫，犱〉和输入样本｜狓〉的距离，从而得到｜

狓〉所属类别．

量子支持向量机算法的物理实验也有一些进

展．最近Ｌｉ等人通过核磁共振的方法，在物理上实

现了４量子比特的量子ＳＶＭ
［３２］，并对最基本的手

写数字６和９进行识别，实验结果显示识别精度高

达９９％．虽然实验样本较小，但该实验显示出量子

理论与机器学习算法结合的可行性．

３．２．３　量子决策树算法

决策树模型是一种描述对象属性或特征，并与

对象所属类别之间进行关系映射，所形成的树形结

构模型［７９］．树中每个节点代表一个对象，分为内部

节点和叶节点（即最后一层节点）两种．内部节点代

表对象的属性值，叶节点代表对象的类别．决策树分

类过程，如图６所示．分类，首先从根节点开始，对输

入实例的特征进行判断，并根据判别结果将实例分

配至相应子节点，以此类推，直到对象到达叶节点．

最终得到该实例所在类别．为提高决策树学习效率，

常使用信息增益来选择特征．

３５１１期 黄一鸣等：量子机器学习算法综述

① ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｓｔａｔｓｏｆｔ．ｃｏｍ／Ｔｅｘｔｂｏｏｋ／ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅｓ
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图６　决策树分类过程实例图
［８０］

最早Ｆａｒｈｉ等人于１９９７年提出量子计算与决

策树模型相结合的研究，其指出量子方法实现的决

策树算法，在部分情况下相比于传统决策树算法更

加高效［８１］．２０１４年Ｌｕ和Ｂｒａｕｎｓｔｅｉｎ提出了量子决

策树分类器［８０］．

Ｌｕ和Ｂｒａｕｎｓｔｅｉｎ首先将样本数据｛狓
（犽），狔

（犽）｝犿
犽＝１

转换成量子态｛｜狓犻〉，｜狔犻〉｝
犿

犻＝１
，其中狓

（犽）
∈犚

犱为特征

向量，犱为特征维数，狔
（犽）
∈｛犆犼｝

狀

犼＝１
为所属类别．

他们在选取最优特征时，将冯诺依曼熵作为判

断依据，如式（２６）所示．

犛（ρ）＝－ｔｒ（ρｌｏｇρ） （２６）

其中，ρ＝∑
狀

犻＝１

狆犻｜狔
狋
犻
〉〈狔

狋
犻｜为第狋个节点的对应类别量

子态的密度矩阵，｜狔
狋
犻
〉为在第狋个节点第犻类的量子

态，狀表示类的总数．然后，通过计算该节点狋的冯

诺依曼熵的期望值，如式（２７）所示．

犛犲（ρ
（狋）

犻
）＝∑

狋犻

犼＝１

狆犼犛（ρ
（狋）

犻，犼
） （２７）

其中，狋犻表示该节点的子节点数．每个节点会产生不

同的期望值，即｛犛犲（ρ
（狋）

犻，犼
）｝犱
犼＝１
，最后选取其中期望值

最小的犛犲（ρ
（狋）

犻，犼
），所对应的特征作为最优特征．算法

具体步骤详见文献［８０］．

该量子算法与传统决策树算法的不同之处在于，

其使用量子信息中的冯诺依曼熵，来替换经典信息

中的香农熵，通过计算其期望值，进而计算特征值．

３．２．４　量子神经网络

人工神经网络是一种仿生计算模型，通过模拟

生物神经网络的结构和功能而得名［８２］．人工神经网

络也是一种非线性的数据建模工具．该模型由大量

节点构成，这些节点也称为神经元．层与层之间神经

元根据不同的权重相连接，形成网状结构的模型，每

层的神经元都含有一个激活函数．网络的第一层为

输入层，最后一层为输出层，中间层为隐含层．

如图７所示，该图为神经网络的一部分，是第犻

层节点到第犻＋１层第犼个节点的连接示意图，网络

中其他点的连接情况类似．图７中左侧节点｛狓
犻

犼
｝狀
犼＝１

为第犻层的神经元，它们通过权重｛狑
犻

犽犼
｝狀
犽＝１
与犻＋１

层的第犼个节点相连，且狓
犻＋１

犼 ＝∑
狀

犽＝１

狑
犻

犽犼狓
犻

犽．犳为激活

函数，通常为非线性函数，例如常见的Ｓｉｇｍｏｉｄ函

数．图７的输出函数可表示为式（２８）．

狓
犻＋１

犼 ＝犳（狑犻犼狓
犻＋犫） （２８）

图７　神经网络示意图

神经网络的训练过程是，将特征向量输入网络，

根据网络处理后的输出结果，优化以网络权重为

参数的损失函数．其目的是，经过训练网络输出结

果与标签的误差最小．神经网络常使用反向传播

（Ｂａｃｋｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ，ＢＰ）算法进行训练．该方法主要

包含两个阶段：（１）前向传播．根据式（２８）计算规

则，由输入层向输出层逐层计算；（２）反向传播．计

算输出层与标签的误差，对损失函数使用梯度下降

进行最优化，从输出层向输入层反向更新网络中各

层权值．每一个训练样本均进行一次向前计算和反

向更新的操作，最终至网络收敛．

相关研究指出，人脑的信息处理过程与量子效

应相关，并且生物神经网络的动力学特征与量子系

统的动力学特征相似，故产生了量子理论与生物神

经网络相结合的研究［８３］．Ｋａｋ于１９９５年，将神经网

络和量子计算的概念相结合，首次提出量子神经网

络计算［１０］．同年，Ｍｅｎｎｅｅｒ等人提出了量子衍生神

经网络，传统神经网络需使用数据集对同一网络进

行训练，从而找到适合不同模式的网络参数．而他则

利用量子叠加性原理，对同一模式训练多个同构网

络，得到不同模式对应的同构网络的量子叠加［８４］．

Ｂｅｈｒｍａｎ等人于１９９６年，首先从数学形式上提出了

量子点神经网络的概念［１１］．他们发现基于量子点的

时间演化模型能够完成神经网络中的前向或反向计

算，之后他们从不同方面对量子神经网络做了一系

列研究［８５８８］．同年，Ｔｏｔｈ等人提出了量子细胞神经

网络，其将网络中每个细胞视为一个量子系统，并使
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用含时薛定谔方程来描述该量子系统的演化过

程［１２］．１９９８年，Ｖｅｎｔｕｒａ等人结合量子理论中的叠

加性原理，将网络的权重向量替换为希尔伯特空间

中的量子态表示，对神经网络的训练，即对应这些量

子态的演化［１３］，同年他又提出了量子联想存储算法

（Ｑｕａｎｔｕｍ ＡｓｓｏｃｉａｔｉｖｅＭｅｍｏｒｙ，ＱＵＡＭ），其相比

于传统存储有着指数级提升［８９］．１９９８年，Ｍｅｎｎｅｅｒ

的博士论文以多宇宙理论为切入点，系统地研究了

量子神经网络的相关问题［９０］．１９９９年，Ｐｒｉｂｒａｍ等

人指出可以使用量子理论来解释人脑的处理过

程［９１］．同年，Ｚｈｏｕ等人将量子神经网络应用到了手

写数字识别领域［９２］．２０００年，Ｎａｒａｙａｎａｎ等人对不

同结构的量子神经网络进行了研究，指出量子神经

网络相比传统神经网络训练更加高效，但全量子结

构的网络模型并非更优［９３］．同年，Ｅｚｈｏｖ等人对量

子神经网络进行了综述性研究［９４］；同时 Ｍａｔｓｕｉ首

次提出了通过量子比特作为神经元，使用量子旋转

门和受控非门构造神经网络［１４］．２００１年，Ｇｕｐｔａ发

现可使用阀值电路（ｔｈｒｅｓｈｏｌｄｃｉｒｃｕｉｔｓ）构建量子神

经网络，该方案相比传统方案需要更少的资源，同时

他也证明该网络的计算本质上等同传统方法［９５］．同

年，Ａｌｔａｉｓｋｙ提出了一种物理上简单可行的量子神

经网络，该量子神经网络的输入输出可用偏振光

实现，网络的权重可用平面分束器实现［９６］．２００２年，

开始不断出现基于量子神经网络应用研究，例如

Ｋｏｕｄａ等人使用三层量子神经网络应用于图像压

缩，该方法相较于传统方法其压缩效率更优［９７］．

２００５年，他们又通过４位和６位的奇偶校验法验证

了基于量子比特的神经网络优于传统神经网络［９８］．

２００６年，Ｚｈｏｕ等人提出了仅适用单个神经元即可

实现传统异或操作的量子神经网络，解决传统神经

网络需两层才能解决的线性不可分问题［１５］．２００７

年，李盼池等人提出了一种量子自组织特征映射网

络模型［９９］．该模型有两层，包含输入层与竞争层，神

经元由量子态表示，其通过计算样本量子态与相应

权值量子态的相似系数来提取聚类样本所隐含的模

式特征．２００８年，Ｓｉｌｖａ等人做了一系列无权重的神

经网络模型的不同实现方案［５９６２，１００１０１］，同时也在

２０１３年给出了不同类型量子神经网络模型的分析

比较［１０２］．Ｓｃｈｕｌｄ等人对现有量子神经网路做了系

统的比较分析［１０３］．他们指出量子神经网络的框架

应满足３个条件：（１）神经网络的输入和输出都必

须是经过编码的数据，通常将输入输出的二进制串，

编码至量子态上；（２）量子神经网络必须表达基本

神经计算的原理及结构；（３）量子神经网络中的演

化过程，必须服从量子力学规律，如叠加性、纠缠性

等．但Ｓｃｈｕｌｄ指出现今的量子神经网络方法无法完

全满足上述条件，并提出了使用量子随机游走的方

式构建人工神经网络的方法［１６］．

虽然量子神经网络模型的实现方式有很多，但

大致可分为以下几类：基于测量的量子神经网络；基

于量子点的神经网络；基于量子电路的神经网络；基

于量子随机行走的神经网络；基于量子比特的神经

网络等．

（１）基于测量的量子神经网络

基于测量的量子神经网络最先由Ｋａｋ提出，他将

网络视为一个量子系统｜ψ〉，并将网络的权重视为该

系统的可观测量 狑^（可观测量由厄米算符表示），则

有该算符对应的本征方程 狑^｜ψ〉＝λ｜ψ〉．网络权值的

更新过程，即为对系统不断进行测量操作，找出本征

值λ＝１所对应 狑^的过程．另外一种基于测量的方法

来自于 Ｍｅｎｎｅｅｒ等人，其将整个神经网络的权值（存

储多种模式），视为多个网络权值（存储一种模式）的

叠加，识别某个特定模式即为通过测量操作，使权值

的叠加态塌缩到该模式的对应权值上．由于Ｋａｋ的研

究使用线性算符 狑^来表征系统演化，而传统神经网

络的映射是非线性的，这两者是否等价还有待商榷．

（２）基于量子点的神经网络

基于量子点神经网络的相关研究中，以Ｂｅｈｒｍａｎ

的研究最具代表性．Ｂｅｈｒｍａｎ提出的神经网络与其

他神经网络不同，整个网络只有一个神经元，网络权

值的更新是通过该神经元在不同时间的状态变化来

进行，并且可通过该方式实现传统神经网络的前向

及反向传播计算．

（３）基于量子门的神经网络

图８　基于量子门的神经网络

基于量子门电路的神经网络，其代表性方法是

由 Ｍａｔｓｕｉ和 Ｍａｅｄａ等人提出的
［１４，１０４］．Ｍａｔｓｕｉ等人

使用一位量子旋转门及受控非门来构建神经网络，

以量子态作为输入，根据传统前向传播算法提出了

复数形式下的网络权值更新过程，其网络结构如

图８所示．由于使用通用门来进行网络的构建，当网

５５１１期 黄一鸣等：量子机器学习算法综述
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络复杂后，通用门的数量也会成倍增加，其并未考虑

该构建方法是否为最优的量子门电路综合算法．

（４）基于量子比特的神经网络

Ｋｏｕｄａ等人提出了使用量子比特｜１〉和｜０〉分别

作为处于激活与未激活状态的神经元［９８］，并将神经

网络结构定义为图９所示，Ｚｈｏｕ等人也在该网络的

构建方法的基础上进行了研究［１５］．图９中ａｒｇ（狌）为

狌的相位角，犵（δ）为Ｓｉｇｍｏｉｄ函数，犳（θ犼）＝ｃｏｓ（θ犼）＋

图９　基于量子比特的神经元
［９８］

犻ｓｉｎ（θ犼）＝犲
犻θ
犼．虽然Ｋｏｕｄａ等人的实验表明该模型

好于传统神经网络以及复数神经网络，他认为该优

势来自于量子的特有性质（如叠加性等），但他并未

给出相应的数学证明．

３３　量子降维算法

机器学习需要处理的数据特征通常是高维，特

别是计算机视觉及自然语言处理领域．原始特征不

但高维，而且包含了大量与学习问题相关度小、甚至

不相关的信息．部分算法会随着维度的提高，出现高

维空间中无法工作的情况．因此，降维操作在机器学

习中十分重要．降维操作降低了数据复杂程度，剔除

了不必要的无用信息，使模型能在降维之后进行有效

的学习．经典机器学习常用的降维操作包括主成分

分析（ＰｒｉｎｃｉｐｌｅＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＰＣＡ）
［１０５］、线

性判别分析（ＬｉｎｅａｒＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＬＤＡ）
［１０６］

和流行学习等，其中常用到的是ＰＣＡ，该方法示意

如图１０所示．①

图１０　主成分分析示意图①

近年来，也有研究人员着眼于将量子的叠加性、

纠缠性原理同降维算法相结合，试图借助量子计算

对高维数据处理的优点，以降低传统降维算法的计

算复杂度．国外有Ｌｌｏｙｄ教授团队首次提出的量子

主成分分析、Ｃｏｎｇ等人提出的量子线性判别分析，

国内杨国武教授团队以及我们的研究小组，也在尝

试通过量子方法解决高维数据降维问题．

３．３．１　量子主成分分析

Ｌｌｏｙｄ等人在２０１４年提出量子主成分分析算法

（ＱｕａｎｔｕｍＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＱＰＣＡ）．

由于量子系统的密度矩阵均为厄米矩阵，其可表示

成Ｇｒａｍ矩阵的形式，可看作是一组向量的协方差

矩阵［２６］，因此该方法使用量子系统的多个密度矩阵

副本构造对应特征值较大的特征向量．

Ｌｌｏｙｄ等人指出 ＱＰＣＡ也适用于量子态的判

别．有两组量子态集合｛｜犻〉｝
犿

犻＝１
和｛｜φ犻〉｝

犿

犻＝１
，两组

量子态的密度矩阵为ρ＝犿
－１

∑
犻

｜犻〉〈犻｜和σ＝

犿－１

∑
犻

｜φ犻〉〈φ犻｜．判别新量子态｜χ〉归属于哪组，可

对量子态｜χ〉进行密度矩阵连乘（该技术涉及到

ＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ，详见文献［２６］）及量子相

位估计操作，如式（２９）所示．

｜χ〉｜０〉→∑
犼

χ犼｜ξ犼〉｜狓犼〉 （２９）

其中，｜ξ犼〉为ρ－σ的特征向量，狓犼则为对应的特征

值．对∑
犼

χ犼｜ξ犼〉｜狓犼〉的第二个量子比特进行测量．

测量结果若为正，则判定为｛｜犻〉｝
犿

犻＝１
集合，反之则为

｛｜φ犻〉｝
犿

犻＝１．虽然 ＱＰＣＡ对传统ＰＣＡ具有一定加速

作用，但是其假设使用 ＱＲＡＭ 对量子态进行制

备［２６］，而ＱＲＡＭ至今被认为仅限于理论模型，并未

出现真正可靠的物理实现方案．
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３．３．２　量子线性判别分析

线性判别分析也可称为Ｆｉｓｈｅｒ线性判别分析，

该方法最先由Ｆｉｓｈｅｒ于１９３６年提出
［１０７］，通过计算

类间数据散布度与类内数据散布度的比值，寻找最

优区分数据的投影方向．其类间散布度犛犫及类内散

布度犛狑如式（３０）、（３１）所示．

犛犫＝∑

犖犮

犻＝１

（μ犻－狓
－）（μ犻－狓

－）Ｔ （３０）

犛狑＝∑

犖犮

犻＝１
∑
狓∈犮犻

（狓－μ犻）（狓－μ犻）
Ｔ （３１）

其中，犖犮为类别个数，μ犻为第犻类数据的中心，狓
－ 为

数据集的中心，狓属于类犆犻．Ｆｉｓｈｅｒ判别函数为

犑（狑）＝
狑Ｔ犛犫狑

狑Ｔ犛狑狑
（３２）

最佳投影方向为犑（狑）最大的那个方向，即类间

数据散布度尽可能的大，类内散布度尽可能的小．其

等价于目标函数式（３３），通过对该最优化问题的求

解即可得到最优区分数据的投影方向狑．

ｍａｘ
狑Ｔ犛犫狑

狑Ｔ犛狑狑

ｓ．ｔ．狑Ｔ犛狑狑 ＝１

（３３）

２０１５年，Ｃｏｎｇ等人受到 ＨＨＬ算法的启发，提

出通过厄米矩阵连乘，来实现线性方程组求解的问

题，并将其与线性判别分析结合，提出量子线性判别

分析［１０８］．该方法同ＱＰＣＡ一样，都假设已有可靠的

ＱＲＡＭ物理实现为基础，并以其能高效制备量子态

为前提．

Ｃｏｎｇ等人提出的方法，首先使用ＱＲＡＭ 制备

态｜ψ１〉和｜ψ２〉．

｜ψ１〉＝ＱＲＡＭ
１

犖槡 犮
∑

犖犮

犻＝１

｜犻〉｜０〉｜０（ ）〉

＝
１

犖槡 犮
∑

犖犮

犻＝１
μ犻－狓

－
｜犻〉｜μ犻－狓

－ 〉｜μ犻－狓
－〉（３４）

｜ψ２〉＝ＱＲＡＭ
１

槡犕
∑
犕

犼＝１

｜犼〉｜０〉｜０（ ）〉

＝
１

槡犕
∑
犕

犼＝１

狓犼－μ犮犼 ｜犼〉｜狓犼－μ犮犼 〉｜狓犼－μ犮犼〉（３５）

然后通过这两个量子态的密度矩阵来表示犛犫和犛狑，

即

犛犫＝
１

犃∑

犖犮

犻＝１
μ犻－狓

－ ２
｜μ犻－狓

－〉〈μ犻－狓
－
｜，

犃＝∑

犖犮

犻＝１
μ犻－狓

－ ２ （３６）

犛狑＝
１

犅∑

犖犮

犻＝１
∑
狓
犼∈犆犻

狓犼－μ犻
２
｜狓犼－μ犻〉〈狓犼－μ犻｜，

犅＝∑
犕

犼＝１

狓犼－μ犮犼
２ （３７）

由于式（３７）可通过拉格朗日乘子法求解后可得

犛－１
狑 犛犫狑＝λ狑．令狑＝犛犫

－１／２狏，通过量子相位估计得到

狏的特征值及特征向量．最后，通过厄米矩阵连乘求

解得出最优投影方向狑，具体步骤详见文献［１０８］．

该算法与ＱＰＣＡ算法类似，都将原问题数据的

协方差矩阵与量子系统的密度矩阵联系起来，之后

对密度矩阵的特征值与特征向量进行研究，从而找

出最优投影方向或主要特征向量．

３４　量子深度学习

量子深度学习最早由Ｗｉｅｂｅ等人提出
［２３］，他们实

现的是量子版本的玻尔兹曼机（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＢｏｌｔｚｍａｎｎ

Ｍａｃｈｉｎｅ，ＲＢＭ）．受限玻尔兹曼机最早由 Ｈｉｎｔｏｎ等

人在１９８５年发明
［１０９］，并提出了该网络的快速训练

算法［１１０］，该算法使用能量函数来确定可视层和隐

含层的联合概率分布．受限玻尔兹曼机结构如图１１

所示．①

图１１　ＲＢＭ网络结构图①

网络中狑犻犼为可视层的第犻个节点到隐含层第犼

个节点的权重，犺＝ ｛犺犻｝
狀

犻＝１
为隐藏层节点，狏＝

｛狏犼｝
犿

犼＝１
为可视层节点，犮＝｛犮犻｝

狀

犻＝１
为隐藏层偏置，犫＝

｛犫犼｝
犿

犼＝１
为可视层偏置．

网络中输入输出的联合概率分布，服从 Ｇｉｂｂｓ

分布，如式（３８）所示．

犘（狏，犺）＝
犲－犈

（狏，犺）

犣
（３８）

其中，狏代表可视层单元，犺代表隐含层单元，犣＝

∑
狏，犺

犲－犈
（狏，犺）为归一化因子．式（３８）中的能量犈由易辛

模型（ＩｓｉｎｇＭｏｄｅｌ）给出，如式（３９）所示．

犈（狏，犺）＝－∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

狑犻犼犺犻狏犼－∑
犿

犼＝１

犫犼狏犼－∑
狀

犻＝１

犮犻犺犻（３９）

学习问题为寻找网络参数｛狑，犫，犮｝，在特定输入

７５１１期 黄一鸣等：量子机器学习算法综述
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为｛狏犼｝
犿

犼＝１
的情况下的最大化代价函数（４０）．

犔（狑，犫，犮，狏）＝ａｒｇｍａｘ
狑，犫，犮 ∏

犖

犻＝１

犘（狏
（犻）） （４０）

狏
（犻）代表第犻个样本且假设服从独立同分布，由

于处理乘积较为复杂，犘（狏）为似然函数，故可将问

题转化成等价形式，见式（４１）．

ｌｎ犔（狑，犫，犮，狏）＝ａｒｇｍａｘ
狑，犫，犮 ∑

犖

犻＝１

ｌｎ∏
犖

犻＝１

犘（狏
（犻））－

λ
２
狑犜狑 （４１）

λ
２
狑犜狑为正规化项，作用是避免训练后出现过

拟合问题．当网络为受限玻尔兹曼机时，代价函数对

网络权重的梯度为

ｌｎ犔（狑，犫，犮，狏）

狑犻犼
＝〈狏犻犺犼〉ｄａｔａ－〈狏犻犺犼〉ｍｏｄｅｌ－λ狑犻犼（４２）

其中，〈犳（狏，犺）〉ｄａｔａ，〈犳（狏，犺）〉ｍｏｄｅｌ分别为

〈犳（狏，犺）〉ｄａｔａ＝
１

犖 ∑狏∈狏狋狉犪犻狀∑犺
犳（狏，犺）犲

－犈（狏狋狉犪犻狀
，犺）

∑
犺

犲－犈
（狏狋狉犪犻狀

，犺）
（４３）

〈犳（狏，犺）〉ｍｏｄｅｌ＝∑
狏，犺

犳（狏，犺）犲
－犈（狏，犺）

∑
狏，犺

犲－犈
（狏，犺）

（４４）

对于求解 ＲＢＭ 代价函数的梯度估计及训练

问题［２０］，Ｗｉｅｂｅ等人提出使用量子采样（Ｇｒａｄｉｅｎｔ

ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｖｉａＱｕａｎｔｕｍＳａｍｐｌｉｎｇ，ＧＥＱＳ）及量子

概率幅值估计［１１１］（ＧｒａｄｉｅｎｔＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｖｉａＱｕａｎｔｕｍ

ＡｍｐｌｉｔｕｄｅＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＧＥＱＡＥ）两种算法．接下来，

将针对于这两种算法详细介绍．

３．４．１　ＧＥＱＳ算法

量子采样梯度估计算法，首先制备与网络输入

及输出的概率分布相似的量子分布．使用平均场近

似犙（狏，犺）有效地替代Ｇｉｂｂｓ采样．然后对制备的量

子态进行测量操作，得到〈狏犻犺犼〉ｄａｔａ及〈狏犻犺犼〉ｍｏｄｅｌ．最

后根据式（４２）计算得到权重梯度．算法中Ｇｉｂｂｓ分

布的近似分布为式（４５）．

犘犕犉（狏，犺）＝
犲－犈

（狏，犺）

犣犕犉
（４５）

令犘ｎｏｒｍ（狏，犺）＝
犘犕犉（狏，犺）

犽犣犕犉犙（狏，犺）
，犽为固定常数项，则有

犘ｎｏｒｍ（狏，犺）犙（狏，犺）∝犘（狏，犺） （４７）

使用辅助量子比特将犘ｎｏｒｍ（狏，犺）犙（狏，犺）编码至

量子态的概率幅上，其中最后一位量子比特变换如

式（４８）所示．

｜０〉→（１－犘ｎｏｒｍ（狏，犺槡 ）｜０〉＋ 犘ｎｏｒｍ（狏，犺槡 ）｜１〉）（４８）

之后进行投影测量最后一位量子比特，若结果

为｜１〉，则波包塌缩后到近似Ｇｉｂｂｓ分布．使用上述

方法作用于模型的输入与输出，即可得到模型的

Ｇｉｂｂｓ分布，最后计算可得模型的梯度．

３．４．２　ＧＥＱＡＥ算法

量子概率幅值梯度估计算法与 ＧＥＱＳ大体思

路相同，不同之处是：该方法量子态的制备使用

ＱＲＡＭ来实现
［２４２５］．算法首先利用 ＱＲＡＭ 将训练

数据转为量子态表示．

犝
１

犖∑
犖

犻＝１

｜犻〉｜０（ ）〉＝１犖∑
犖

犻＝１

｜犻〉｜狏犻〉 （４９）

随后对式（４９）所得量子态进行如式（４８）的操作，可

得式（５０）．

１

犖∑
犖

犻＝１

｜犻〉｜狏犻〉∑
犺

犙（狏犻，犺槡 ）｜犺〉｜犘ｎｏｒｍ（狏犻，犺）〉｜χ（狏犻，犺）〉

（５０）

最后〈狏犻犺犼〉ｄａｔａ则可通过式（５１）得到，〈狏犻犺犼〉ｍｏｄｅｌ同理．

〈狏犻犺犼〉ｄａｔａ＝犘（狏犻＝犺犼＝１｜χ＝１） （５１）

式（５１）中各项概率值，均可通过对式（５０）相应

的量子寄存器，进行量子概率幅值估计得到．

最近 Ｗｉｅｂｅ等人在通过量子方法解决ＲＢＭ 训

练问题中得到启发，提出了新的量子ＲＢＭ 训练方

法：ＩｎｓｔｒｕｍｅｎｔａｌＲｅｊｅｃｔｉｏｎＳａｍｐｌｉｎｇ算法
［１１２］．该算

法相较于传统对比散度算法（ＣｏｎｔｒａｓｔｉｖｅＤｉｖｅｒｇｅｎｃｅ，

ＣＤ），拥有更加精确的梯度近似值
［１１２］．Ｉｎｓｔｒｕｍｅｎｔａｌ

ＲｅｊｅｃｔｉｏｎＳａｍｐｌｉｎｇ算法用于目标函数的梯度进行

近似．其思想源于ＧＥＱＳ算法，既然ＧＥＱＳ算法使

用量子采样，是否存在对应的经典模拟，且尽可能的

保留原有量子算法的优点．据此Ｗｉｅｂｅ提出了ＧＥＱＳ

的经典模拟算法ＩｎｓｔｒｕｍｅｎｔａｌＲｅｊｅｃｔｉｏｎＳａｍｐｌｉｎｇ

进行玻尔兹曼机的训练．这表示我们不仅可以通过

量子计算机实现对传统机器学习的加速，还可借用

量子物理的概念，抽象出数学模型，并将其与传统机

器学习相结合，产生新的学习算法，如 Ｈｏｒｎ等人在

２００７年提出的量子聚类算法
［１７］．

Ａｄｃｏｃｋ等人在量子机器学习的研究报告中指

出，除了现有方法，还有不少研究人员正尝试通过改

变ＲＢＭ的物理模型来解决问题
［７］．例如将ＲＢＭ 使

用的易辛模型换做海森堡模型，这是因为海森堡模

型在考虑狕轴自旋时，还分别考虑了狓轴和狔轴的

自旋，这就使得模型更加具有鲁棒性；把Ｇｉｂｂｓ分布

换做ＢｏｓｅＥｉｎｓｔｅｉｎ分布或ＦｅｒｍｉＤｉｒａｃ分布．这是

因为Ｇｉｂｂｓ分布为经典机器学习系统中的分布，在量

子效应未占主导时可用其进行分析，但当量子效应

占主导则需考虑ＢｏｓｅＥｉｎｓｔｅｉｎ分布和ＦｅｒｍｉＤｉｒａｃ

分布．

３５　算法比较

本节对具有代表性的量子机器学习算法，从时

间复杂度、数据是否量子化、是否具有物理实现等方

面进行对比分析，详见表１所示．表项中的量子化表

８５１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１８年
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示输入输出是否为量子态，是否涉及经典数据与量

子数据的转换．表１列举出了目前量子机器学习中

较为有代表性的工作．其中无监督学习算法和监督

学习算法中大多都使用了Ｇｒｏｖｅｒ的量子搜索相关

算法，例如犓ｍｅｄｉａｎｓ、ＱｕａｎｔｕｍＳＶＭ 等．此外，本

领域研究论文很少提及相应算法在真实物理条件下

的表现．其原因，一是，现有大多方法假设在已有足

够量子比特的环境下运行，只是理论上的分析，但目

前物理实现上还不具备实验条件．二是，不少研究基

于ＱＲＡＭ进行初态的制备，但至今还未出现完美

的ＱＲＡＭ物理实现，故无法给出算法的真实表现．

量子机器学习算法对经典算法的加速主要来源于两

类：（１）经典算法思路不变，通过将处理数据量子

化，借助量子计算机的高并行性进行快速处理．首先

将经典信息转为量子态，其次输入量子计算机，之后

运行相应量子算法实现，即可对其相应的经典步骤

进行量子加速；（２）借助量子原理，从算法思路上进

行创新，借鉴物理演化过程，改变原有算法，对传统机

器学习算法进行加速．

表１　量子算法对比

算法名称 量子算法复杂度 经典算法复杂度 量子化 物理实现 参数说明

ＱｕａｎｔｕｍＷｅｉｇｈｔｌｅｓｓＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ
［６２］ — 犗（狆狅犾狔（犖）） 是 有 犖 为训练样本数

Ｑｕａｎｔｕｍ犽ｎｅａｒｓｔＮｅｉｇｈｂｏｕｒｓ
［２１］ 犗（ｌｏｇ（狀犿）） 犗（狀犿） 否 否

狀为训练向量维度

犿为训练样本数

ＱｕａｎｔｕｍＰｒｉｎｃｉｐｌｅＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ
［２６］ 犗（ｌｏｇ（犱）） 犗（犱） 是 否 犱为数据空间维度

ＱｕａｎｔｕｍＤｅｅｐＬｅａｒｎｉｎｇ
（ＡｍｐｌｉｔｕｄｅＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ）

［２３］
犗（槡犖犈２（槡犽＋ｍａｘ

狓
犽槡狓）） 犗（犖犈犽） 是 否

犖 为训练样本数

犈为边的个数

狓为训练集

ＱｕａｎｔｕｍＤｅｅｐＬｅａｒｎｉｎｇ
（ＱｕａｎｔｕｍＳａｍｐｌｉｎｇ）

［２３］
犗（槡犖犈（槡犽＋ｍａｘ

狓
犽槡狓）） 犗（犖犈犽） 是 否

犖 为训练集大小

犈为边的个数

狓为训练集

Ｑｕａｎｔｕｍ犓ｍｅａｎｓ［１８］ 犗（犽ｌｏｇ（犽犿狀）） 犗（犿狀） 是 否
狀为训练向量维度

犿为训练样本数

犽为聚类簇总数

ＱｕａｎｔｕｍＳＶＭ［２２，３２，７８］ 犗（ｌｏｇ（犿狀）） 犗（犿狀） 是 有
狀为训练向量维度

犿为训练样本数

ＱｕａｎｔｕｍＤｅｃｉｓｉｏｎＴｒｅｅＣｌａｓｓｉｆｉｅｒ［８０］
（槡狀－１）槡犽犱

槡狀（槡犽－１）
（犜１＋犜２） 犗（犿狀ｌｏｇ（狀）） 否 否

狀为训练向量维度

犿为训练向量大小

犜１，犜２为两个子过程

时间，详见文献［９１］

Ｑｕａｎｔｕｍ犓ｍｅｄｉａｎｓ［１９］ 犗
狀２（ ）犽 犗

狀３／２

槡
（ ）
犽

否 否 犽为聚类簇总数

Ｑｕａｎｔｕｍｄｉｖｉｓｉｖｅｌｕｓｔｅｒｉｎｇ
［２０］ 犗（狀ｌｏｇ狀） 犗（狀２） 否 否 狀为训练样本数

４　总结与展望

量子机器学习是结合量子力学原理和机器学习

的交叉研究领域，其研究意义和价值为：第一，利用

量子计算的高并行性，提高机器学习面对大数据的

处理、分析和挖掘能力，如Ｌｌｏｙｄ等人的研究
［１８］；第

二，借鉴量子力学原理，促进新型机器学习算法的产

生，如 Ｗｉｅｂｅ等人的工作
［１１２］；第三，借鉴传统机器

学习算法，提出量子力学领域新的研究方法，如提出

新的量子断层分析方法［６８］．量子机器学习的研究与

进展，给众多的研究者带来了无限的希望和憧憬．让

大家感受到了量子计算的巨大威力，虽然这仅仅是

量子计算能力的冰山一角，但是我们需要更加需要

理性的看待它．因为，在通用量子计算机建造成功之

前，量子算法还很难在实际应用中展现出其数据处

理方面强大的能力．目前，量子机器学习还有如下问

题需要突破：

（１）量子机器学习算法的发展还处于一个相当

初级的阶段，并没有如传统机器学习领域较为完备

的理论框架加以指导研究．使用量子特性进行机器

学习算法的研究大多还处于理论阶段，只有少部分

论文提及具体算法的实现及验证．虽然理论上已经

证明量子算法对部分经典计算问题有着可喜的提速

效果，但是大多算法并未在量子环境下运行，只能通

过模拟的方法实现，故难以展现其真正的数据处理

能力．

（２）经典信息到量子信息的转换研究中，大多

９５１１期 黄一鸣等：量子机器学习算法综述
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数工作基于Ｌｌｏｙｄ等人提出的ＱＲＡＭ，将经典信息

编码到量子概率幅．但Ａｄｃｏｃｋ等人指出ＱＲＡＭ 在

具体物理实现上仍有许多问题未能解决，例如量子

的退相干效应，所以这种读写方案在实际中是很难

实现的［７］．虽然有研究人员对 ＱＲＡＭ 进行了分析

与改进，从不同方面进行了相关尝试［１１３１１４］，但依旧

未做出能够有效存储任意量子态的ＱＲＡＭ 方法的

物理实现．

（３）在量子机器学习算法的设计上，Ａｄｃｏｃｋ也

指出将数据编码到概率幅上会导致产生巨大Ｈｉｌｂｅｒｔ

空间［７］．由于从量子信息中提取出经典信息主要通

过量子测量操作，巨大的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间将导致量子

测量难以提取出经典信息．

近年来量子机器学习吸引着越来越多的科研团

队（如 ＭＩＴＳｅｔｈＬｌｏｙｄ，ＯｘｆｏｒｄＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＱｕａｎｔｕｍ

Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎｄ ＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇＧｒｏｕｐ等）、

企业（如 ＧｏｏｇｌｅＱｕａｎｔｕｍ Ａ．Ｉ．Ｌａｂ，Ｑｕａｎｔｕｍ

ＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅｓａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎＧｒｏｕｐ等）和个体

研究者，该领域的研究不仅可以推动机器学习发展，

提高机器学习的学习效率和学习精度，也可促进量

子世界的繁荣发展．加之，大数据时代来临、人工智

能方兴未艾，这些都是推动量子机器学习发展的内

在动力．综上所述，未来量子机器学习的研究令人振

奋，同时也充满挑战．
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［９２］ ＺｈｏｕＪ，ＧａｎＱ，ＫｒｚｙｚａｋＡ，ｅｔａｌ．Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎｏｆｈａｎｄｗｒｉｔｔｅｎ

ｎｕｍｅｒａｌｓｂｙｑｕａｎｔｕｍｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｗｉｔｈｆｕｚｚｙｆｅａｔｕｒｅｓ．

ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｎＤｏｃｕｍｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ，

１９９９，２（１）：３０３６

［９３］ ＮａｒａｙａｎａｎＡ，ＭｅｎｎｅｅｒＴ．Ｑｕａｎｔｕｍａｒｔｉｆｉｃｉａｌｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ

ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅｓａｎｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０００，

１２８（３）：２３１２５５

［９４］ ＥｚｈｏｖＡＡ，ＶｅｎｔｕｒａＤ．Ｑｕａｎｔｕｍｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｓ．Ｆｕｔｕｒｅ

ＤｉｒｅｃｔｉｏｎｓｆｏｒＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＳｙｓｔｅｍｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，

２０００，４５：２１３２３５
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［９５］ ＧｕｐｔａＳ，ＺｉａＲＫＰ．Ｑｕａｎｔｕｍｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｓ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＣｏｍｐｕｔｅｒａｎｄＳｙｓｔｅｍＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００１，６３（３）：３５５３８３

［９６］ ＡｌｔａｉｓｋｙＭ Ｖ．Ｑｕａｎｔｕｍｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ．ａｒＸｉｖｑｕａｎｔｐｈ／

０１０７０１２，２００１

［９７］ ＫｏｕｄａＮ，ＭａｔｓｕｉＮ，ＮｉｓｈｉｍｕｒａＨ．Ｉｍａｇｅｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎｂｙ

ｌａｙｅｒｅｄｑｕａｎｔｕｍｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｓ．ＮｅｕｒａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔｔｅｒｓ，

２００２，１６（１）：６７８０

［９８］ ＫｏｕｄａＮ，ＭａｔｓｕｉＮ，ＮｉｓｈｉｍｕｒａＨ，ｅｔａｌ．Ｑｕｂｉｔｎｅｕｒａｌ

ｎｅｔｗｏｒｋａｎｄｉｔｓｌｅａｒｎｉｎｇｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ．ＮｅｕｒａｌＣｏｍｐｕｔｉｎｇ ＆

Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００５，１４（２）：１１４１２１

［９９］ ＬｉＰａｎＣｈｉ，ＬｉＳｈｉＹｏｎｇ．Ａ ｑｕａｎｔｕｍ ｓｅｌｆｏｒｇａｎｉｚａｔｉｏｎ

ｆｅａｔｕｒｅｍａｐｐｉｎｇｎｅｔｗｏｒｋｓａｎｄｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｃｈｉｎｅｓｅ

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＱｕａｎｔｕｍＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，２００７，２４（４）：４６３４６８（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）

（李盼池，李士勇．一种量子自组织特征映射网络模型及聚

类算法．量子电子学报，２００７，２４（４）：４６３４６８）

［１００］ ｄａＳｉｌｖａＡＪ，ｄｅＯｌｉｖｅｉｒａＷ Ｒ，ＬｕｄｅｒｍｉｒＴＢ．Ｔｒａｉｎｉｎｇａ

ｃｌａｓｓｉｃａｌｗｅｉｇｈｔｌｅｓｓｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｉｎａｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔｅｒ／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２０１４ＥｕｒｏｐｅａｎＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌ

ＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ，ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅａｎｄＭａｃｈｉｎｅ

Ｌｅａｒｎｉｎｇ．Ｂｒｕｇｅｓ，Ｂｅｌｇｉｕｍ，２０１４：５２３５２８

［１０１］ ｄａＳｉｌｖａＡＪ，ｄｅＯｌｉｖｅｉｒａＷ Ｒ，ＬｕｄｅｒｍｉｒＴＢ．Ｗｅｉｇｈｔｌｅｓｓ

ｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎｉｎａ

ｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔｅｒ．Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０１６，１８３：１３２２

［１０２］ ｄｅＰａｕｌａＮｅｔｏＦ Ｍ，ｄａＳｉｌｖａＡＪ，ＬｕｄｅｒｍｉｒＴＢ，ｅｔａｌ．

Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｑｕａｎｔｕｍ ｎｅｕｒａｌｍｏｄｅｌｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ

１１ｔｈ Ｂｒａｚｉｌｉａｎ Ｃｏｎｇｒｅｓｓ ｏｎ ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ．

Ｉｐｏｊｕｃａ，Ｂｒａｚｉｌ，２０１３

［１０３］ ＳｃｈｕｌｄＭ，ＳｉｎａｙｓｋｉｙＩ，ＰｅｔｒｕｃｃｉｏｎｅＦ．Ｔｈｅｑｕｅｓｔｆｏｒａ

ｑｕａｎｔｕｍｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ．ＱｕａｎｔｕｍＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，

２０１４，１３（１１）：２５６７２５８６

［１０４］ ＭａｅｄａＭ，ＳｕｅｎａｇａＭ，ＭｉｙａｊｉｍａＨ．Ａｌｅａｒｎｉｎｇｍｏｄｅｌｉｎ

ｑｕｂｉｔｎｅｕｒｏｎａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｑｕａｎｔｕｍｃｉｒｃｕｉｔ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ

ｔｈｅ１ｓｔＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎ Ａｄｖａｎｃｅｓｉｎ Ｎａｔｕｒａｌ

ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎＶｏｌｕｍｅＰａｒｔＩ．Ｃｈａｎｇｓｈａ，Ｃｈｉｎａ，２００５：２８３

２９２

［１０５］ ＷｏｌｄＳ，Ｅｓｂｅｎｓｅｎ Ｋ，ＧｅｌａｄｉＰ．Ｐｒｉｎｃｉｐａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

ａｎａｌｙｓｉｓ．ＣｈｅｍｏｍｅｔｒｉｃｓａｎｄＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＬａｂｏｒａｔｏｒｙＳｙｓｔｅｍｓ，

１９８７，２（１３）：３７５２

［１０６］ ＩｚｅｎｍａｎＡＪ．ＬｉｎｅａｒＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＭｏｄｅｒｎＭｕｌｔｉ

ｖａｒｉａｔｅＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＴｅｃｈｎｉｑｕｅｓ．ＮｅｗＹｏｒｋ，ＵＳＡ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，

２０１３：２３７２８０

［１０７］ ＦｉｓｈｅｒＲＡ．Ｔｈｅｕｓｅｏｆｍｕｌｔｉｐｌｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｉｎｔａｘｏｎｏｍｉｃ

ｐｒｏｂｌｅｍｓ．ＡｎｎａｌｓｏｆＥｕｇｅｎｉｃｓ，１９３６，７（２）：１７９１８８

［１０８］ ＣｏｎｇＩ，Ｄｕａｎ Ｌ． Ｑｕａｎｔｕｍ ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙｒｅｄｕｃｔｉｏｎａｎｄｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ．ＮｅｗＪｏｕｒｎａｌｏｆ

Ｐｈｙｓｉｃｓ，２０１６，１８（７）：０７３０１１

［１０９］ ＨｉｎｔｏｎＧ Ｅ，ＳｅｊｎｏｗｓｋｉＴＪ．Ｌｅａｒｎｉｎｇａｎｄｒｅｌｅａｒｎｉｎｇｉｎ

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎｍａｃｈｉｎｅｓ／／ＲｕｍｅｌｈａｒｔＤＥ，ＭｃＣｌｅｌｌａｎｄＪＬｅｄｓ．

ＰａｒａｌｌｅｌＤｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ：ＥｘｐｌｏｒａｔｉｏｎｓｉｎｔｈｅＭｉｃｒｏ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆＣｏｇｎｉｔｉｏｎ．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ，ＵＳＡ：ＭＩＴ Ｐｒｅｓｓ，

１９８６：２８２３１７

［１１０］ ＨｉｎｔｏｎＧ Ｅ，ＯｓｉｎｄｅｒｏＳ，Ｔｅｈ Ｙ Ｗ．Ａｆａｓｔｌｅａｒｎｉｎｇ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｄｅｅｐｂｅｌｉｅｆｎｅｔｓ．Ｎｅｕｒａｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２００６，

１８（７）：１５２７１５５４

［１１１］ ＢｒａｓｓａｒｄＧ，ＨｏｙｅｒＰ，ＭｏｓｃａＭ，ｅｔａｌ．Ｑｕａｎｔｕｍａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ａｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎａｎｄｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ．Ｃｏｎｔｅｍｐｏｒａｒｙ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

２００２，３０５：５３７４

［１１２］ ＷｉｅｂｅＮ，ＫａｐｏｏｒＡ，ＧｒａｎａｄｅＣ，ｅｔａｌ．Ｑｕａｎｔｕｍｉｎｓｐｉｒｅｄ

ｔｒａｉｎｉｎｇｆｏｒＢｏｌｔｚｍａｎｎｍａｃｈｉｎｅｓ．ａｒＸｉｖ：１５０７．０２６４２，２０１５

［１１３］ ＨｏｎｇＦ Ｙ，ＸｉａｎｇＹ，ＺｈｕＺＹ，ｅｔａｌ．Ｒｏｂｕｓｔｑｕａｎｔｕｍ

ｒａｎｄｏｍａｃｃｅｓｓｍｅｍｏｒｙ．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＡ，２０１２，８６（１）：

０１０３０６

［１１４］ ＡｒｕｎａｃｈａｌａｍＳ，ＧｈｅｏｒｇｈｉｕＶ，ＪｏｃｈｙｍＯ’ＣｏｎｎｏｒＴ，ｅｔａｌ．

ＯｎｔｈｅｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓｏｆｂｕｃｋｅｔｂｒｉｇａｄｅｑｕａｎｔｕｍＲＡＭ．Ｎｅｗ

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＰｈｙｓｉｃｓ，２０１５，１７（１２）：１２３０１０

犎犝犃犖犌 犢犻犕犻狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９９１，

Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ

ｉｎｃｌｕｄｅｄａｔａａｎａｌｙｓｉｓ，ｄａｔａｍｉｎｉｎｇａｎｄ

ｑｕａｎｔｕｍｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ．

犔犈犐犎犪狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６０，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．

ｓｕｐｅｒｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｂｉｇｄａｔａｍｉｎｉｎｇ

ａｎｄｅｍｂｅｄｄｅｄｓｙｓｔｅｍ．

犔犐犡犻犪狅犢狌，ｂｏｒｎｉｎ１９８４，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｄｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．

Ｈｅｒｒｅｓｅａｒｃｈ ｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅ ｄａｔａ ａｎａｌｙｓｉｓ，ｑｕａｎｔｕｍ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｎｄｑｕａｎｔｕｍｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱

Ｑｕａｎｔｕｍｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇｉｓａｎｅｍｅｒｇｉｎｇｆｉｅｌｄｂｅｔｗｅｅｎ

ｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇａｎｄｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．Ｉｎｔｈｅｐａｓｔｔｅｎｓ

ｏｆｙｅａｒｓ，ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓｔｒｙｔｏｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｗｈｅｔｈｅｒｑｕａｎｔｕｍ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｃａｎｄｏｓｏｍｅｈｅｌｐｆｏｒｉｍｐｒｏｖｉｎｇｃｌａｓｓｉｃａｌｍａｃｈｉｎｅ

ｌｅａｒｎｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｔｈｅｉｒｗｏｒｋｓｉｎｃｌｕｄｅ（１）Ｔａｋｅａｄｖａｎｔａｇｅ

ｏｆｔｈｅｈｉｇｈｐａｒａｌｌｅｌｏｆｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｏｓｐｅｅｄｕｐｓｏｍｅ

ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．（２）Ｕｓｅｍａｃｈｉｎｅ

ｌｅａｒｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｔｏ ｏｖｅｒｃｏｍｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｑｕａｎｔｕｍ

ｐｒｏｂｌｅｍｓ．（３）Ｐｒｏｐｏｓｅａｎｅｗｉｄｅａｏｆｑｕａｎｔｕｍｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ

ｗｈｉｃｈｉｓｄｅｒｉｖｅｄｆｒｏｍｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｑｕａｎｔｕｍｍｅｃｈａｎｉｃｓ．Ｂｅｆｏｒｅ
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