
书书书

第４２卷　第１０期
２０１９年１０月

计　　算　　机　　学　　报
ＣＨＩＮＥＳＥＪＯＵＲＮＡＬＯＦＣＯＭＰＵＴＥＲＳ

Ｖｏｌ．４２Ｎｏ．１０
Ｏｃｔ．２０１９

　

收稿日期：２０１７１１２７；在线出版日期：２０１８１１２２．本课题得到国家自然科学基金（７１３７１０６３，１１４７１０９７）、河北省高等学校科学研究计划
项目（ＺＤ２０１６００５）和河北省自然科学基金项目（Ｆ２０１６４０３０５５）资助．贺毅朝，教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为演化算
法及其应用、计算复杂性和群测试理论．Ｅｍａｉｌ：ｈｅｙｉｃｈａｏ１１９＠１６３．ｃｏｍ．王熙照，博士，教授，ＩＥＥＥＦｅｌｌｏｗ、ＣＡＡＩＦｅｌｌｏｗ、深圳市海外高
层次（孔雀Ｂ类）人才，主要研究领域为机器学习、演化算法和大数据分析．张新禄，副教授，主要研究领域为智能计算和群测试理论．
李焕哲，博士，副教授，主要研究领域为演化算法与机器学习．

基于离散差分演化的犓犘犆问题降维建模与求解
贺毅朝１）　王熙照２）　张新禄３）　李焕哲１）

１）（河北地质大学信息工程学院　石家庄　０５００３１）
２）（深圳大学计算机与软件学院　广东深圳　５１８０６０）

３）（河北师范大学数学与信息科学学院　石家庄　０５００２４）

摘　要　具有单连续变量的背包问题（ＫｎａｐｓａｃｋＰｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈａｓｉｎｇｌｅＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓｖａｒｉａｂｌｅ，ＫＰＣ）是标准０１背包
问题的一个新颖扩展形式，它既是一个ＮＰ完全问题，又是一个带有连续变量犛的新颖组合优化问题，求解难度
非常大．为了快速高效地求解ＫＰＣ问题，该文提出了利用演化算法求解ＫＰＣ的新思路，并给出了基于离散差分演
化算法求解ＫＰＣ的两个有效方法．首先，介绍了基本差分演化算法和具有混合编码的二进制差分演化算法
（ＨＢＤＥ）的原理，给出了ＨＢＤＥ的算法伪代码描述，并分析了ＫＰＣ的基本数学模型ＫＰＣＭ１的计算复杂度．然后，
在基于降维法消除ＫＰＣＭ１中连续变量犛的基础上，建立了ＫＰＣ的一个新离散数学模型ＫＰＣＭ２；随后在基于贪
心策略提出处理不可行解的有效算法基础上，基于单种群ＨＢＤＥ给出了求解ＫＰＣ的第一个离散演化算法Ｓ
ＨＢＤＥ．第三，通过把连续变量犛的取值范围划分为两个子区间将ＫＰＣ分解为两个子问题，并基于降维法建立了
ＫＰＣ的适于并行求解的第二个数学模型ＫＰＣＭ３；在利用贪心策略给出处理子问题不可行解的两个有效算法基础
上，基于双种群ＨＢＤＥ提出了求解ＫＰＣ的第二个离散演化算法ＢＨＢＤＥ．最后，在给出四类大规模ＫＰＣ实例的
基础上，利用ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ分别求解这些实例，并与近似算法ＡＰＫＰＣ、遗传算法和离散粒子群优化算法
的计算结果、耗费时间和稳定性等指标进行比较，比较结果表明ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ不仅在求解精度和稳定性方
面均优于其它３个算法，而且求解速度很快，非常适于在实际应用中快速高效地求解大规模ＫＰＣ实例．

关键词　具有单连续变量背包问题；离散差分演化；遗传算法；粒子群优化；降维法；修复与优化法
中图法分类号ＴＰ３０１　　　犇犗犐号１０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０１９．０２２６７

犕狅犱犲犾犻狀犵犪狀犱犛狅犾狏犻狀犵犫狔犇犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犻狋狔犚犲犱狌犮狋犻狅狀狅犳犓犘犆犘狉狅犫犾犲犿犅犪狊犲犱狅狀
犇犻狊犮狉犲狋犲犇犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犈狏狅犾狌狋犻狅狀

ＨＥＹｉＣｈａｏ１）　ＷＡＮＧＸｉＺｈａｏ２）　ＺＨＡＮＧＸｉｎＬｕ３）　ＬＩＨｕａｎＺｈｅ１）
１）（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犪狀犱犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犎犲犫犲犻犌犈犗犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犛犺犻犼犻犪狕犺狌犪狀犵　０５００３１）

２）（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犛狅犳狋狑犪狉犲犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犛犺犲狀狕犺犲狀犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犛犺犲狀狕犺犲狀，犌狌犪狀犵犱狅狀犵　５１８０６０）
３）（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊犪狀犱犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犛犮犻犲狀犮犲，犎犲犫犲犻犖狅狉犿犪犾犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犛犺犻犼犻犪狕犺狌犪狀犵　０５００２４）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｋｎａｐｓａｃｋｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈａｓｉｎｇｌｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｖａｒｉａｂｌｅ（ＫＰＣ）ｉｓａｎｅｗｅｘｔｅｎｓｉｏｎｏｆｔｈｅ
ｓｔａｎｄａｒｄ０１ｋｎａｐｓａｃｋｐｒｏｂｌｅｍ．ＩｔｉｓｎｏｔｏｎｌｙａｎＮＰｃｏｍｐｌｅｔｅｐｒｏｂｌｅｍｉｎｃｏｍｐｕｔｅｒｓｃｉｅｎｃｅｓ，ｂｕｔ
ａｌｓｏａｎｏｖｅｌｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｖａｒｉａｂｌｅ犛ｉｎｐｒａｃｔｉｃａｌａｐｐｌｉｃａ
ｔｉｏｎｓ．Ｂｅｃａｕｓｅｏｆｔｈｅｒａｎｇｅｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｖａｒｉａｂｌｅ犛ｉｓａｃｌｏｓｅｄｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓ，ＫＰＣｉｓ
ｍｏｒｅｄｉｆｆｉｃｕｌｔｔｏｓｏｌｖｅｔｈａｎｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄ０１ｋｎａｐｓａｃｋｐｒｏｂｌｅｍ．ＩｎｏｒｄｅｒｔｏｓｏｌｖｅＫＰＣｐｒｏｂｌｅｍ
ｑｕｉｃｋｌｙａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ，ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｅｓｅｎｔｓａｎｅｗｉｄｅａｏｆｕｓｉｎｇｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｏｓｏｌｖｅ
ＫＰＣｐｒｏｂｌｅｍ，ａｎｄｐｒｏｐｏｓｅｓｔｗｏｅｆｆｅｃｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇＫＰＣｐｒｏｂｌｅｍｂａｓｅｄｏｎｄｉｓｃｒｅｔｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｉｎｔｈｅｐａｐｅｒ，ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｓｔａｎｄａｒｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》
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ａｖｅｒａｇｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ，ａｖｅｒａｇｅｔｉｍｅｃｏｎｓｕｍｉｎｇａｎｄｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｏｍｐａｒｅｗｉｔｈｔｈａｔｏｆａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍＡＰＫＰＣ，ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｄｉｓｃｒｅｔｅｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｔｈｅ
ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔＳＨＢＤＥａｎｄＢＨＢＤＥａｒｅｓｕｐｅｒｉｏｒｔｏｔｈｅｏｔｈｅｒｔｈｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎ
ｓｏｌｖｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙａｎｄｓｔａｂｉｌｉｔｙ，ａｎｄｈａｖｅｖｅｒｙｆａｓｔｃｏｍｐｕｔｉｎｇｓｐｅｅｄ．Ｓｏｉｔｉｓｖｅｒｙｓｕｉｔａｂｌｅｆｏｒ
ｓｏｌｖｉｎｇｌａｒｇｅｓｃａｌｅＫＰＣｉｎｓｔａｎｃｅｓｑｕｉｃｋｌｙａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｉｎｐｒａｃｔｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｋｎａｐｓａｃｋｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈａｓｉｎｇｌｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｖａｒｉａｂｌｅ；ｄｉｓｃｒｅｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎ；
ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ；ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｒｅｄｕｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ；ｒｅｐａｉｒａｎｄｏｐｔｉｍｉ
ｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

１　引　言
具有单连续变量的背包问题（ＫｎａｐｓａｃｋＰｒｏｂｌｅｍ

ｗｉｔｈａｓｉｎｇｌｅＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓｖａｒｉａｂｌｅ，ＫＰＣ）［１］是标准
０１背包问题（０１ＫｎａｐｓａｃｋＰｒｏｂｌｅｍ，０１ＫＰ）的一
个自然扩展形式，它是由Ｍａｒｃｈａｎｄ和Ｗｏｌｓｅｙ于
１９９９年提出的一个带有连续变量的新颖组合优化
问题．ＫＰＣ的一般描述为给定狀个物品的集合犖＝
｛１，２，…，狀｝和一个基本载重为犆的背包，其中物品
犼∈犖具有价值狆犼和重量狑犼，背包的可变载重犛是

在区间［犾，狌］上连续变化的一个变量，狆犼，狑犼和犆为
正有理数，犛，犾和狌为有理数，且犾＜０＜狌．给定一
个正常数犮作为惩罚系数，确定在犛取何值以及此
时如何选择物品装入背包，使得装入物品的重量之
和在不超过背包载重犆＋犛的前提下价值之和减去
犮犛最大．

ＫＰＣ的基本数学模型［１２］（记为ＫＰＣＭ１）为：
ｍａｘ犳（犡，犛）＝∑

狀

犼＝１
狓犼狆犼－犮犛 （１）

ｓ．ｔ．∑
狀

犼＝１
狓犼狑犼犆＋犛 （２）

８６２２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１９年
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狓犼∈｛０，１｝，犼＝１，２，…，狀，犛∈［犾，狌］（３）
其中，犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］∈｛０，１｝狀，狓犼＝１（犼＝１，２，
…，狀）当且仅当物品犼被装入了背包．在ＫＰＣ中，
背包载重不再固定不变，而是由变量犛进行连续调
整，当犛＞０时背包载重增加，当犛＜０时背包载重
减少；同时，目标函数也不只是装入背包物品的价
值之和，而是加上了一个关于犛的增量（－犮犛）．由于
０１ＫＰ是ＫＰＣ在犛＝０时的特例，因此ＫＰＣ也是一
个ＮＰ完全问题，不存在多项式时间精确算法．
Ｌｉｎ等人［２］利用变量代换将ＫＰＣ转化为一个

伪背包问题（ＰｓｅｕｄｏＫｎａｐｓａｃｋＰｒｏｂｌｅｍ，ＰＫＰ）和标
准０１ＫＰ的组合形式，并分别调用ＣＯＭＢＯ［３］和
ＥＸＰＫＮＡＰ［４］进行求解，提出了求解ＫＰＣ的一个精
确算法．由于要对ＰＫＰ进行可行性检查且涉及动
态规划法，故而该算法的时间复杂度较高．Ｂｕｔｈｅｒ
和Ｂｒｉｓｋｏｒｎ［５］将ＫＰＣ的物品集划分为三个子集，
并根据启发式策略以及对变量的上下界变形，提出
了将ＫＰＣ转化为标准０１ＫＰ形式求解的方法．该
方法只能求出ＫＰＣ的一个近似结果，而且时间复
杂度较高．Ｚｈａｏ和Ｌｉ［６］将单连续变量犛的取值区间
划分为两部分，从而将ＫＰＣ分解为两个具有标准
０１ＫＰ形式的子问题，进而提出了一个时间复杂度
为犗（狀２）的２近似算法（记为ＡＰＫＰＣ）．然而，ＡＰ
ＫＰＣ的近似比较大，计算结果不能令人满意．贺毅
朝等人［７］利用放缩法首先对ＫＰＣ进行等价变换，
然后基于动态规划法提出了求解ＫＰＣ的一个精确
算法ＤＰＫＰＣ．与其它精确算法一样，ＤＰＫＰＣ也存
在时间复杂度较高的缺点．由于ＫＰＣ是一个ＮＰ完
全问题，其精确算法至少具有伪多项式时间复杂度，
难以实现对大规模ＫＰＣ实例的快速求解．已有的非
精确算法（如ＡＰＫＰＣ）虽然求解速度快，但是求得
解的精度欠佳，不足以满足实际应用的要求．由此，
设计ＫＰＣ的求解速度快且求解精度高的非精确算
法是一个值得探讨的问题．

演化算法（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＥＡｓ）［８１６］
是一类群体智能算法，其本质是一种随机近似算
法，具有不需要计算目标函数的导数与梯度、不要求
目标函数具有连续性的优点，并且具有内在隐含并
行性和极强的全局寻优能力，已被成功用于求解０
１ＫＰ、随机时变背包问题（ＲＴＶＫＰ），多维背包问题
（ＭＤＫＰ）、二次背包问题（ＱＫＰ）、集合联盟背包问
题（ＳＵＫＰ）、折扣｛０１｝背包问题（Ｄ｛０１｝ＫＰ）、经济
调度问题（ＥＤＰ）、集合覆盖问题（ＳＣＰ）、设施定位问
题（ＦＬＰ）、旅行商问题（ＴＳＰ）、流水车间调度问题

（ＦＳＳＰ）和可满足性问题（ＳＡＴ）［１７３０］等组合优化问
题（ＣｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍｓ，ＣＯＰｓ）．
正是由于ＥＡｓ在ＣＯＰｓ中的成功应用，激发了人们
对它的研究兴趣．一方面，为了高效求解各种ＣＯＰｓ，
人们不断尝试应用各种理论构造新的优秀演化算法；
另一方面，为了拓展已有ＥＡｓ的应用范畴，人们不
断探索利用已有ＥＡｓ求解ＣＯＰｓ的新方法．本文利
用差分演化（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＥ）［１２，３１］探索
求解ＫＰＣ的新方法，在利用降维法建立了ＫＰＣ的
两个适于离散ＥＡｓ求解的数学模型基础上，基于混
合编码二进制差分演化算法（ＨＢＤＥ）［３２］给出了快
速求解ＫＰＣ的两个高效离散演化算法．

本文第２节介绍ＤＥ与ＨＢＤＥ的原理，并给出
ＨＢＤＥ的伪代码描述；在第３节中，分析ＫＰＣＭ１的
解空间规模及其对求解算法的影响；在第４节基于
降维法建立ＫＰＣ的离散数学模型ＫＰＣＭ２，给出处
理不可行解的有效算法Ｍ２ＧＲＯＡ，将其与单种群
ＨＢＤＥ相结合提出了求解ＫＰＣ的第１个离散演化
算法ＳＨＢＤＥ；在第５节中，基于分解与降维法建立
ＫＰＣ的离散数学模型ＫＰＣＭ３，给出处理不可行解
的有效算法Ｍ３．１ＧＲＯＡ和Ｍ３．２ＧＲＯＡ，并与双
种群ＨＢＤＥ相结合提出求解ＫＰＣ的第２个离散演
化算法ＢＨＢＤＥ；在第６节，首先给出四类大规模
ＫＰＣ实例与算法的参数设置，然后利用ＳＨＢＤＥ和
ＢＨＢＤＥ分别求解四类大规模ＫＰＣ实例，通过与
近似算法ＡＰＫＰＣ［６］、遗传算法（ＧＡ）［３３］和离散粒
子群优化算法（ＢＰＳＯ）［３４］的计算结果比较指出：Ｓ
ＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ不仅求解速度快，而且比其它三
个算法的计算精度更佳，非常适于快速高效求解实
际应用中的大规模ＫＰＣ实例；最后，总结全文并展
望今后进一步的研究思路．

２　差分演化与离散差分演化
２１　差分演化

差分演化（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＥ）［１２，３１］是
一个具有极强全局搜索能力的演化算法，因其在第
一届ＩＥＥＥ演化大赛中的超群表现引起了国内外学
者的极大关注，已被广泛应用于求解众多领域中的
数值优化问题［３１，３５３８］．为了介绍ＨＢＤＥ的需要，下
面首先基于ＤＥ／ｒａｎｄ／１／ｂｉｎ模式简述ＤＥ的算法
原理．

不失一般性，设ｍａｘ犳（犢），犢＝［狔１，狔２，…，
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狔狀］∈Ω，是一个数值优化问题，Ω＝∏
狀

犼＝１
［犔犼，犝犼］是其

解空间，其中犔犼＜犝犼且为实数．
在ＤＥ中，一次迭代进化是由变异操作、交叉操

作和选择操作共同完成的，它们的实现方法如下：
（１）变异操作．设犢犻＝［狔犻１，狔犻２，…，狔犻狀］是当前

种群犘中的第犻个个体，犢１＝［狔１１，狔１２，…，狔１狀］，犢２＝
［狔２１，狔２２，…，狔２狀］和犢３＝［狔３１，狔３２，…，狔３狀］是犘中
不同于犢犻的任意三个不同个体，则ＤＥ基于ＤＥ／
ｒａｎｄ／１／ｂｉｎ模式进行变异操作的公式为：

狕犻犼＝狔１犼＋犉（狔２犼－狔３犼） （４）
其中，犣犻＝［狕犻１，狕犻２，…，狕犻狀］是变异操作产生的临时
个体，狕犻犼∈［犔犼，犝犼］，犼＝１，２，…，狀；犉为缩放因子且
犉∈（０，１）．

（２）交叉操作．对于给定的概率值犆犚，ＤＥ利用
式（５）对犣犻与犢犻进行交叉操作，产生对应于犢犻的中
间个体仍记为犣犻＝［狕犻１，狕犻２，…，狕犻狀］．

狕犻犼＝狕犻犼，如果狉＜犆犚或犼＝犚（犻）；
狔犻犼，否则烅烄烆 ． （５）

其中，犆犚∈（０，１）称为交叉因子（或交叉概率），狉～
（０，１）是一个随机数，犚（犻）是［１，狀］上的一个随机正
整数．

（３）选择操作．当犘中每一个体犢犻均产生中间
个体犣犻之后，ＤＥ利用式（６）从犢犻和犣犻中选择适应
度最大的作为新一代种群中的第犻个个体（仍记为
犢犻）．

犢犻＝犣犻，如果犳（犣犻）＞犳（犢犻）；
犢犻，否则烅烄烆 ． （６）

　　ＤＥ通过反复执行（１）～（３）实现进化，直到满
足终止条件为止．最后，输出当前种群中适应度最大
个体对应的可行解，即为ＤＥ求得ｍａｘ犳（犢）的最好
结果．
２２　离散差分演化

在ＤＥ中，由于变异操作是实数运算，不适合
直接用于求解ＣＯＰｓ．为了能够利用ＤＥ求解ＣＯＰｓ
（例如０１ＫＰ，ＲＴＶＫＰ和Ｄ｛０１｝ＫＰ等），文献［３２］
基于编码转换机制提出了一个离散差分演化算法：
具有混合编码的二进制差分演化算法ＨＢＤＥ．
ＨＢＤＥ在保持ＤＥ原有进化模式和寻优特性的基础
上，利用满射将实数编码转换为０１编码，非常适于
求解以０１向量为可行解的ＣＯＰｓ［２７，３２，３９４０］．

下面对于ＣＯＰｓ问题∏：ｍａｘ犳（犡），犡＝［狓１，
狓２，…，狓狀］∈｛０，１｝狀，基于ＤＥ／ｒａｎｄ／１／ｂｉｎ进化模式
给出ＨＢＤＥ的算法原理［３２，３９］和伪代码描述．

记犢犻＝［狔犻１，狔犻２，…，狔犻狀］为ＨＢＤＥ的当前种群
犘中第犻个个体，并限定狔犻犼∈［－犃，犃］，犼＝１，２，…，
狀，狀是问题∏的维数，犃是一个给定的正实数，犻＝
１，２，…，犖，犖为种群规模．记犡犻＝［狓犻１，狓犻２，…，
狓犻狀］∈｛０，１｝狀为个体犢犻按照式（７）求得问题∏的可
行解（或潜在解）．

狓犻犼＝１，如果狔犻犼０；
０，否则｛ ． （７）

　　在ＨＢＤＥ的一次迭代进化中，对于犘中每一
个体犢犻（１犻犖），首先利用式（４）进行变异操作，
利用式（５）进行交叉操作，得到中间个体犣犻＝［狕犻１，
狕犻２，…，狕犻狀］，狕犻犼∈［－犃，犃］，犼＝１，２，…，狀．然后，
利用式（８）求得犣犻对应问题∏的可行解犝犻＝［狌犻１，
狌犻２，…，狌犻狀］∈｛０，１｝狀，并利用式（９）选择犢犻和犣犻中适
应度最佳的替换个体犢犻．重复这一过程，直到犘中
所有个体均完成以上操作为止．

狌犻犼＝１，如果狕犻犼０；
０，否则｛ ． （８）

犢犻＝犣犻，如果犳（犝犻）＞犳（犡犻）；
犢犻，否则烅烄烆 ． （９）

　　令犡犫＝［狓犫１，狓犫２，…，狓犫狀］∈｛０，１｝狀为种群犘中
个体对应的最好解，犕犐犜为ＨＢＤＥ的迭代次数，则
ＨＢＤＥ的伪代码描述如算法１所述．

算法１．　ＨＢＤＥ［３２，３９］．
输入：问题∏的实例，参数犃，犖，犆犚，犉和犕犐犜．
输出：∏的实例的近似解（或最优解）犡犫与犳（犡犫）．
１．随机产生初始种群犘＝｛犢犻＝［狔犻１，狔犻２，…，狔犻狀］｜狔犻犼∈

［－犃，犃］，１犻犖，１犼狀｝；
２．利用式（７）计算犢犻（１犻犖）对应的可行解犡犻，并根

据犳（犡犻）确定犘中最好解犡犫；
３．ＦＯＲ狋←１ＴＯ犕犐犜ＤＯ
４．ＦＯＲ犻←１ＴＯ犖ＤＯ
５．ＦＯＲ犼←１ＴＯ狀ＤＯ
６． ＩＦ（狉＜犆犚∨犼＝犚（犻））ＴＨＥＮ

狕犻犼←狔狆１，犼＋犉（狔狆２，犼－狔狆３，犼）；
７． ＥＬＳＥ狕犻犼←狔犻犼；
８． ＩＦ狕犻犼０ＴＨＥＮ狌犻犼←１ＥＬＳＥ狌犻犼←０；
９．ＥＮＤＦＯＲ
１０．ＩＦ犳（犝犻）＞犳（犡犻）ＴＨＥＮ犢犻←犣犻；犡犻←犝犻；
１１．ＥＮＤＦＯＲ
１２．根据犳（犡犻）（１犻犖）确定犘中最好解犡犫；
１３．ＥＮＤＦＯＲ
１４．ＲＥＴＵＲＮ（犡犫，犳（犡犫））．
在ＨＢＤＥ中，犢狆１，犢狆２和犢狆３是不同于犢犻且互不

相同的三个个体．令犗（犳）表示计算犳（犡犻）的时间复杂
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度．则ＨＢＤＥ的时间复杂度为犗（犖狀）＋犖犗（犳）＋
犕犐犜犖（犗（狀）＋犗（犳））．注意到犖和犕犐犜是狀的
常数倍，犗（犳）是关于狀的多项式，所以ＨＢＤＥ是一
个具有多项式时间复杂度的随机近似算法．

３　犓犘犆犕１解空间的规模
在模型ＫＰＣＭ１中，ＫＰＣ的可行解可视为有序

对〈犡，犛〉，其中犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］∈｛０，１｝狀是一个
狀维０１向量，犛∈［犾，狌］是一个有理数．因此，ＫＰＣ
的解空间犛犃犘犆犈＝｛０，１｝狀×［犾，狌］是一个狀＋１维卡
氏积［７，４１］．

虽然ＫＰＣＭ１中［犾，狌］是有理数构成的一个无
限可数集，但是根据ＫＰＣ的特性不难计算出
犛犃犘犆犈的基数，从而确定ＫＰＣＭ１的解空间规模．

令犓＝ｍｉｎ｛犽｜犽∈犣＋∧犽狑犼∈犣∧犽犆∈犣＋｝，其
中犣＋是正整数集，则有

∑
狀

犼＝１
狓犼狑犼犆＋犛∑

狀

犼＝１
狓犼（犓狑犼）犓犆＋犓犛．

　　由于狓犼，犓狑犼（１犼狀）和犓犆均为正整数，从
而必然有

∑
狀

犼＝１
狓犼（犓狑犼）犓犆＋犓犛∑

狀

犼＝１
狓犼（犓狑犼）犓犆＋犓犛．

其中犪为底函数，表示不超过犪的最大整数．于是，
ＫＰＣＭ１中的式（２）等价于下面的式（１０）：

　　ｓ．ｔ．　∑
狀

犼＝１
狓犼（犓狑犼）犓犆＋犓犛 （１０）

　　注意到犓犾犓犛犓狌，则犓犛的取值依次
为犓犾，犓犾＋１，犓犾＋２，…，犓狌，令犿＝犓狌－
犓犾＋１，于是犛犃犘犆犈实质上是一个基数为犿２狀的
狀＋１维卡氏积｛０，１｝狀×｛犽犾，犓犾＋１，…，犓狌｝，
即ＫＰＣＭ１的解空间规模为犿２狀，犿＝犓狌－犓犾＋１．

如果利用ＥＡｓ基于ＫＰＣＭ１模型求解ＫＰＣ，采
用混合编码形式表示个体是一种容易想到的方法，
但是针对此编码方法如何高效实施ＥＡｓ的进化操
作却是一个有待探讨的问题．此外，在利用ＥＡｓ求
解ＣＯＰｓ时，解空间越大ＥＡｓ需要搜索的范围就越
大，越不利于问题的求解．为此本文另辟蹊径，首
先基于降维法建立ＫＰＣ的适于ＥＡｓ求解的离散数
学模型，然后利用ＨＢＤＥ给出求解ＫＰＣ的两个高
效算法．

４　利用单种群犎犅犇犈求解犓犘犆
在本节中，首先基于降维法建立ＫＰＣ的离散数

学模型ＫＰＣＭ２，然后利用贪心策略提出一个处理
ＫＰＣ不可行解的有效算法Ｍ２ＧＲＯＡ，最后将单种
群ＨＢＤＥ与Ｍ２ＧＲＯＡ相结合给出求解ＫＰＣ的第
一个离散演化算法ＳＨＢＤＥ．

不妨记犠（犡）＝∑
狀

犼＝１
狓犼狑犼，其中犡＝［狓１，狓２，…，

狓狀］∈｛０，１｝狀是一个狀维０１向量．
（ａ）当犠（犡）＜犆＋犾时．对任意犛∈［犾，狌］均有

犠（犡）＜犆＋犛，故犡是ＫＰＣ的一个可行解，并且满足

犳（犡，犛）＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼＋犮（－犛）∑

狀

犼＝１
狓犼狆犼＋犮（－犾）．

所以有ｍａｘ犳（犡，犛）＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼＋犮（－犾）．

（ｂ）当犆＋犾犠（犡）犆＋狌时．不妨设犛０＝
犠（犡）－犆，则－狌－犛０－犾．对任意犛∈［犛０，狌］
均有犠（犡）犆＋犛，故犡是ＫＰＣ的一个可行解，并
且满足

犳（犡，犛）＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼＋犮（－犛）

∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼＋犮（－犛０）

＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼＋犮（犆－犠（犡）），

所以有ｍａｘ犳（犡，犛）＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼＋犮犆－∑

狀

犼＝１
狓犼狑（ ）犼．

注意到犮犆－∑
狀

犼＝１
狓犼狑（ ）犼＝犮（－犛０）犮（－犾），于

是根据（ａ）和（ｂ）的分析易知：通过消去连续变量犛使
解空间的维数由狀＋１降低为狀，可以如下建立ＫＰＣ
的一个类似于０１ＫＰ的离散数学模型ＫＰＣＭ２：

ｍａｘ犳１（犡）＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼＋ｍｉｎ犮（－犾），犮犆－∑

狀

犼＝１
狓犼狑（ ）｛ ｝犼

（１１）

ｓ．ｔ．　∑
狀

犼＝１
狓犼狑犼犆＋狌 （１２）

狓犼∈｛０，１｝，犼＝１，２，…，狀 （１３）
其中，犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］∈｛０，１｝狀，狓犼＝１（犼＝１，２，
…，狀）当且仅当物品犼被装入了背包中．

显然，模型ＫＰＣＭ２的解空间犛犃犘犆犈＝｛０，１｝狀，
其基数２狀＜犿２狀．在利用ＥＡｓ基于模型ＫＰＣＭ２求
解ＫＰＣ时，由于不涉及变量犛，大大降低了求解难
度．此外，当求得可行解犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］∈｛０，

１｝狀以后，变量犛可根据等式犛＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼－犳１（犡［ ］）／

犮确定．
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在基于模型ＫＰＣＭ２求解ＫＰＣ时，存在狀维
０１向量犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］∈｛０，１｝狀是ＫＰＣ的不
可行解的情况．不可行解的存在既影响算法求解效
率，还不能直接利用目标函数值对个体进行评价．
为此，借鉴求解ＫＰ问题时处理不可行解的成功经
验［１８，２４，３９４０］，基于“价值密度比较大而且能够使目标
函数值增大的物品优先装入”的贪心策略，给出一个
将不可行解修复为可行解、同时还能够对可行解做
进一步优化的算法Ｍ２ＧＲＯＡ．

在Ｍ２ＧＲＯＡ中，当输入犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］∈
｛０，１｝狀是一个不可行解时，反复将背包中价值密度
最小的物品从中取出，直到犡成为一个可行解为
止；当犡是可行解后，则反复对还没有装入背包、且
具有最大价值密度、并能够使目标函数值增大的物
品进行尝试装入，如果能被装入背包则装入之，否则
放弃它继续尝试其它还未装入的物品，直到所有未
被装入的物品均被尝试为止．

将狀个物品的下标按照价值密度狆犼／狑犼由大到
小的次序依次存入数组犎［１…狀］中，即犎满足
狆犎［１］／狑犎［１］狆犎［２］／狑犎［２］…狆犎［狀］／狑犎［狀］．令犢＝
［狔１，狔２，…，狔狀］∈｛０，１｝狀是一个临时向量，犡＝［狓１，
狓２，…，狓狀］∈｛０，１｝狀是ＫＰＣ的一个潜在解，则Ｍ２
ＧＲＯＡ的算法伪代码描述如算法２所示．

算法２．　Ｍ２ＧＲＯＡ．
输入：潜在解犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］和犎［１…狀］；
输出：可行解犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］和犳１（犡）．
１．犼←狀；
２．ＷＨＩＬＥ犠（犡）＞犆＋狌ＤＯ
３．ＩＦ狓犎［犼］＝１ＴＨＥＮ狓犎［犼］←０；
４．犼←犼－１；
５．ＥＮＤＷＨＩＬＥ
６．ＦＯＲ犼←１ＴＯ狀ＤＯ
７．ＩＦ（狓犎［犼］＝０∧犠（犡）＋狑犎［犼］犆＋狌）ＴＨＥＮ
８．犢←犡；狔犎［犼］←１；
９．ＩＦ犳１（犢）＞犳１（犡）ＴＨＥＮ狓犎［犼］←１；
１０．ＥＮＤＩＦ
１１．ＥＮＤＦＯＲ
１２．ＲＥＴＵＲＮ（犡，犳１（犡））
在算法２中，Ｓｔｅｐ２～Ｓｔｅｐ５将一个不可行解修

复为可行解，Ｓｔｅｐ６～Ｓｔｅｐ１１对可行解进行优化处
理，Ｓｔｅｐ１２输出优化后的可行解犡与其函数值
犳１（犡）．易知，算法２的时间复杂度是犗（狀２）．

在求解ＫＰＣ时，利用Ｍ２ＧＲＯＡ对ＨＢＤＥ中
每一个体对应的潜在解进行修复与优化处理，利用
所得可行解的目标函数值作为该个体的适应度对其

进行评价，这样既可消除不可行解，又能对个体进
行优劣评价．由于基于模型ＫＰＣＭ２求解ＫＰＣ时
ＨＢＤＥ仅有一个种群，为了区别后面的算法，我们
将在模型ＫＰＣＭ２下求解ＫＰＣ的单种群ＨＢＤＥ记
为ＳＨＢＤＥ，其算法伪代码描述如算法３所示．

算法３．　ＳＨＢＤＥ．
输入：ＫＰＣ实例∏，参数犃，犖，犆犚，犉和犕犐犜．
输出：∏的近似解（或最优解）犡犫与犳１（犡犫）．
１．按照狆犼／狑犼（１犼狀）由大到小的顺序依次将狀个

物品的下标存入数组犎［１…狀］中；
２．随机产生初始种群犘＝｛犢犻＝［狔犻１，狔犻２，…，狔犻狀］｜狔犻犼∈

［－犃，犃］，１犻犖，１犼狀｝；
３．ＦＯＲ犻←１ＴＯ犖ＤＯ
４．利用式（７）计算犢犻对应的潜在解犡犻；
５．（犡犻，犳１（犡犻））←Ｍ２ＧＲＯＡ（犡犻，犎［１…狀］）；
６．ＥＮＤＦＯＲ
７．根据犳１（犡犻）（１犻犖）确定犘中最好解犡犫；
８．ＦＯＲ狋←１ＴＯ犕犐犜ＤＯ
９．ＦＯＲ犻←１ＴＯ犖ＤＯ
１０．ＦＯＲ犼←１ＴＯ狀ＤＯ
１１．ＩＦ（狉＜犆犚∨犼＝犚（犻））ＴＨＥＮ
１２． 狕犻犼←狔狆１，犼＋犉（狔狆２，犼－狔狆３，犼）
１３．ＥＬＳＥ狕犻犼←狔犻犼；
１４．ＩＦ狕犻犼０ＴＨＥＮ狌犻犼←１ＥＬＳＥ狌犻犼←０；
１５．ＥＮＤＦＯＲ
１６．（犝犻，犳１（犝犻））←Ｍ２ＧＲＯＡ（犝犻，犎［１…狀］）；
１７．ＩＦ犳１（犝犻）＞犳１（犡犻）ＴＨＥＮ犢犻←犣犻，犡犻←犝犻；
１８．ＥＮＤＦＯＲ
１９．根据犳１（犡犻）（１犻犖）确定犘中最好解犡犫；
２０．ＥＮＤＦＯＲ
２１．ＲＥＴＵＲＮ（犡犫，犳１（犡犫））．
在ＳＨＢＤＥ中，Ｓｔｅｐ１由快速排序算法［４２］实

现，其时间复杂度为犗（狀ｌｏｇ狀）；Ｓｔｅｐ２的时间复杂度
为犗（狀犖），Ｓｔｅｐ３～Ｓｔｅｐ６的时间复杂度为犗（狀２犖），
Ｓｔｅｐ７的时间复杂度为犗（犖），Ｓｔｅｐ８～Ｓｔｅｐ２０的时
间复杂度为犗（犕犐犜狀２犖），因此ＳＨＢＤＥ的时间复
杂度为犗（狀ｌｏｇ狀）＋犗（狀犖）＋犗（狀２犖）＋犗（犖）＋
犗（犕犐犜狀２犖）＝犗（犕犐犜狀２犖）．

５　利用双种群犎犅犇犈求解犓犘犆
如果将单连续变量犛的取值区间［犾，狌］划分为

两个子区间［犾，０］和［０，狌］，则ＫＰＣ可分解为下面两
个子问题．记犗犘犜１为子问题１的最优值，犗犘犜２
为子问题２的最优值，则犓犘犆的最优值为犗犘犜＝
ｍａｘ｛犗犘犜１，犗犘犜２｝．
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ＫＰＣ子问题１：

ｍａｘ犳（犡，犛）＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼－犮犛

ｓ．ｔ．∑
狀

犼＝１
狓犼狑犼犆＋犛

狓犼∈｛０，１｝，犼＝１，２，…，狀，犛∈［犾，０］．
　　ＫＰＣ子问题２：

ｍａｘ犳（犡，犛）＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼－犮犛

ｓ．ｔ．∑
狀

犼＝１
狓犼狑犼犆＋犛

狓犼∈｛０，１｝，犼＝１，２，…，狀，犛∈［０，狌］．
　　类似于第４节中的分析，基于降维法如下建立
ＫＰＣ子问题１的一个类似于０１ＫＰ的离散数学模
型ＫＰＣＭ３．１，建立ＫＰＣ子问题２的一个类似于０
１ＫＰ的离散数学模型ＫＰＣＭ３．２：
　　ＫＰＣＭ３．１：

ｍａｘ犵１（犡）＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼＋ｍｉｎ犮（－犾），犮犆－∑

狀

犼＝１
狑犼狓（ ）｛ ｝犼

（１４）

　　ｓ．ｔ．∑
狀

犼＝１
狓犼狑犼犆 （１５）

　　　　狓犼∈｛０，１｝，犼＝１，２，…，狀 （１６）
　　ＫＰＣＭ３．２：

ｍａｘ犵２（犡）＝∑
狀

犼＝１
狓犼狆犼＋ｍｉｎ０，犮犆－∑

狀

犼＝１
狑犼狓（ ）｛ ｝犼

（１７）

　　ｓ．ｔ．∑
狀

犼＝１
狓犼狑犼犆＋狌 （１８）

　　　　狓犼∈｛０，１｝，犼＝１，２，…，狀 （１９）
　　显然，ＫＰＣ的最优值为ｍａｘ｛ｍａｘ犵１（犡），ｍａｘ犵２
（犡）｝，因此ＫＰＣＭ３．１与ＫＰＣＭ３．２构成了ＫＰＣ的
一个新的离散数学模型，记为ＫＰＣＭ３．易知ＫＰＣＭ３
的解空间犛犃犘犆犈＝｛０，１｝狀，其基数２狀＜犿２狀，而且也
不涉及连续变量犛，因此非常适用于ＥＡｓ求解．

下面根据ＫＰＣＭ３由ＫＰＣＭ３．１与ＫＰＣＭ３．２
两个子问题构成的事实，基于双种群ＨＢＤＥ提出一
个求解ＫＰＣ的离散演化算法（简记ＢＨＢＤＥ）．在
ＢＨＢＤＥ中，存在两个同等规模的种群犘１和犘２，其
中犘１用于对ＫＰＣＭ３．１的求解，犘２用于对
ＫＰＣＭ３．２的求解．于是，ＢＨＢＤＥ通过并行计算
ＫＰＣＭ３．１和ＫＰＣＭ３．２实现对ＫＰＣ的求解．

在利用ＢＨＢＤＥ求解ＫＰＣＭ３．１和ＫＰＣＭ３．２
时，也会出现个体对应的潜在解是不可行解的情况．

为此，基于前述贪心策略分别给出处理不可行解的
两个有效算法Ｍ３．１ＧＲＯＡ和Ｍ３．２ＧＲＯＡ，其中
Ｍ３．１ＧＲＯＡ用于处理ＫＰＣＭ３．１的不可行解，Ｍ３．２
ＧＲＯＡ用于处理ＫＰＣＭ３．２的不可行解．

设数组犎［１…狀］已按照物品的价值密度狆犼／狑犼
由大到小的顺序依次存放了狀个物品的下标，即犎
满足狆犎［１］／狑犎［１］狆犎［２］／狑犎［２］…狆犎［狀］／狑犎［狀］．
令犢＝［狔１，狔２，…，狔狀］∈｛０，１｝狀为一个辅助向量，犡＝
［狓１，狓２，…，狓狀］∈｛０，１｝狀是ＫＰＣＭ３．１的一个潜在
解，则算法Ｍ３．１ＧＲＯＡ的伪代码描述如算法４所示．

算法４．　Ｍ３．１ＧＲＯＡ．
输入：潜在解犡＝［狓１，…，狓狀］和犎［１…狀］；
输出：优化后的可行解犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］和犵１（犡）．
１．犼←狀；
２．ＷＨＩＬＥ犠（犡）＞犆ＤＯ
３．ＩＦ狓犎［犼］＝１ＴＨＥＮ狓犎［犼］←０；
４．犼←犼－１；
５．ＥＮＤＷＨＩＬＥ
６．ＦＯＲ犼←１ＴＯ狀ＤＯ
７．ＩＦ（狓犎［犼］＝０∧犠（犡）＋狑犎［犼］犆）ＴＨＥＮ
８． 犢←犡；狔犎［犼］←１；
９． ＩＦ犵１（犢）＞犵１（犡）ＴＨＥＮ狓犎［犼］←１；
１０．ＥＮＤＩＦ
１１．ＥＮＤＦＯＲ
１２．ＲＥＴＵＲＮ（犡，犵１（犡））
在Ｍ３．１ＧＲＯＡ中，函数犵１（犡）按照式（１４）进

行计算，Ｓｔｅｐ２～Ｓｔｅｐ５将不可行解修复为可行解，
Ｓｔｅｐ６～Ｓｔｅｐ１１对可行解进行优化处理，Ｓｔｅｐ１２输
出优化后的可行解犡与其函数值犵１（犡）．不难看
出，Ｍ３．１ＧＲＯＡ的时间复杂度是犗（狀２）．

由于除了目标函数的计算方法不相同之外，
Ｍ３．２ＧＲＯＡ的算法流程和时间复杂度均与Ｍ２
ＧＲＯＡ相同，即只需将Ｍ２ＧＲＯＡ中所有的犳１（犢）
与犳１（犡）分别替换为犵２（犢）与犵２（犡），并且按照式
（１７）计算犵２（犢）与犵２（犡）即可．由此，限于篇幅不再
赘述Ｍ３．２ＧＲＯＡ的算法伪代码．

在利用Ｍ３．１ＧＲＯＡ和Ｍ３．２ＧＲＯＡ处理不可
行解的基础上，算法ＢＨＢＤＥ的伪代码描述如算法
５所示．

算法５．　ＢＨＢＤＥ．
输入：ＫＰＣ实例∏，参数犃，犖，犆犚，犉和犕犐犜．
输出：∏的近似解（或最优解）与其目标函数值．
１．按照狆犼／狑犼（１犼狀）由大到小的次序依次将狀个

物品的下标存入数组犎［１…狀］中；
２．随机产生初始种群犘１＝｛犢１犻＝［狔１犻１，狔１犻２，…，狔１犻狀］｜

狔１犻犼∈［－犃，犃］，１犻犖，１犼狀和犘２＝｛犢２犻＝［狔２犻１，狔２犻２，
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…，狔２犻狀］｜狔２犻犼∈［－犃，犃］，１犻犖，１犼狀｝；
３．ＦＯＲ犻←１ＴＯ犖ＤＯ
４．利用式（７）分别计算犢１犻对应于ＫＰＣＭ３．１的潜在

解犡１犻和犢２犻对应于ＫＰＣＭ３．２的潜在解犡２犻；
５．（犡１犻，犵１（犡１犻））←犕３１犌犚犗犃（犡１犻，犎［１…狀］）；
６．（犡２犻，犵２（犡２犻））←犕３２犌犚犗犃（犡２犻，犎［１…狀］）；
７．ＥＮＤＦＯＲ
８．根据犵１（犡１犻）和犵２（犡２犻）（１犻犖）分别确定犘１和

犘２中最好解犡１犫和犡２犫；
９．ＦＯＲ狋←１ＴＯ犕犐犜ＤＯ
１０．ＦＯＲ犻←１ＴＯ犖ＤＯ
１１． ＦＯＲ犼←１ＴＯ狀ＤＯ
１２． ＩＦ（狉１＜犆犚∨犼＝犚１（犻））ＴＨＥＮ
１３． 狕１犻犼←狔１，狆１，犼＋犉（狔１，狆２，犼－狔１，狆３，犼）；
１４． ＥＬＳＥ狕１犻犼←狔１犻犼；
１５． ＩＦ狕１犻犼０ＴＨＥＮ狌１犻犼←１ＥＬＳＥ狌１犻犼←０；
１６． ＩＦ（狉２＜犆犚∨犼＝犚２（犻））ＴＨＥＮ
１７． 狕２犻犼←狔２，狆１，犼＋犉（狔２，狆２，犼－狔２，狆３，犼）；
１８． ＥＬＳＥ狕２犻犼←狔２犻犼；
１９． ＩＦ狕２犻犼０ＴＨＥＮ狌２犻犼←１ＥＬＳＥ狌２犻犼←０；
２０． ＥＮＤＦＯＲ
２１． （犝１犻，犵１（犝１犻））

←Ｍ３．１ＧＲＯＡ（犝１犻，犎［１…狀］）；
２２． ＩＦ犵１（犝１犻）＞犵１（犡１犻）ＴＨＥＮ

犢１犻←犣１犻；犡１犻←犝１犻；
２３． （犝２犻，犵２（犝２犻））

←Ｍ３．２ＧＲＯＡ（犝２犻，犎［１…狀］）；
２４． ＩＦ犵２（犝２犻）＞犵２（犡２犻）ＴＨＥＮ

犢２犻←犣２犻；犡２犻←犝２犻；
２５．ＥＮＤＦＯＲ
２６．根据犵１（犡１犻）和犵２（犡２犻）（１犻犖）确定犘１和犘２中

最好解犡１犫和犡２犫；
２７．ＥＮＤＦＯＲ
２８．ＩＦ犵１（犡１犫）犵２（犡２犫）ＴＨＥＮ

ＲＥＴＵＲＮ（犡１犫，犵１（犡１犫））；
２９．ＥＩＳＥＲＥＴＵＲＮ（犡２犫，犵２（犡２犫））．
在ＢＨＢＤＥ中，狉１和狉２为（０，１）中的随机数，犚１（犻）

和犚２（犻）表示［１，狀］上的随机整数．易知：ＢＨＢＤＥ
的时间复杂度也为犗（犕犐犜狀２犖）．注意：当ＢＨＢＤＥ
的两个种群的规模为｜犘１｜＝｜犘２｜＝犖，ＳＨＢＤＥ的
种群规模为｜犘｜＝犖时，ＢＨＢＤＥ一次进化过程耗
费的时间是ＳＨＢＤＥ的２倍．

６　实例计算与比较
由于ＧＡ和ＢＰＳＯ在求解组合优化问题中的成

功应用，已成为衡量其它ＥＡｓ在求解组合优化问题

时算法性能优劣的标准．为了验证ＳＨＢＤＥ和Ｂ
ＨＢＤＥ求解ＫＰＣ的性能，下面分别利用ＳＨＢＤＥ、
ＢＨＢＤＥ、ＡＰＫＰＣ、ＧＡ和ＢＰＳＯ对四类大规模ＫＰＣ
实例进行仿真计算，通过比较它们的计算效果说明
ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ的优异性．

所有仿真计算均使用ＡｃｅｒＡｓｐｉｒｅＥ１５７０Ｇ笔
记本，硬件配置为Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ５３３３７ｕＣＰＵ
１．８ＧＨｚ，４ＧＢＤＤＲ３内存（３．８２ＧＢ可用），操作系统为
ＭｉｃｒｏｓｏｆｔＷｉｎｄｏｗｓ８．所有算法均利用Ｃ＋＋编程实
现，编译环境为ＶｉｓｕａｌＣ＋＋６．０．
６１　犓犘犆实例生成方法

根据文献［２，４］中的方法，生成的四类大规模ＫＰＣ
实例分别是：不相关ＫＰＣ实例（记为ｕｋｐｃ），其编号为
ｕｋｐｃ１００～ｕｋｐｃ１０００；弱相关ＫＰＣ实例（记为ｗｋｐｃ），
其编号为ｗｋｐｃ１００～ｗｋｐｃ１０００；强相关ＫＰＣ实例
（记为ｓｋｐｃ），其编号为ｓｋｐｃ１００～ｓｋｐｃ１０００；逆强相关
ＫＰＣ实例（记为ｉｋｐｃ），其编号为ｉｋｐｃ１００～ｉｋｐｃ１０００．

在ｕｋｐｃ实例中，狑犼和狆犼在区间［１．０，犚］上随
机均匀取值．在ｗｋｐｃ实例中，狑犼在区间［１．０，犚］上
随机均匀取值，狆犼在区间［狑犼－犚／１０，狑犼＋犚／１０］上
随机均匀取值，并且狆犼１．０．在ｓｋｐｃ实例中，狑犼在
区间［１．０，犚］上随机均匀取值，并且狆犼＝狑犼＋犚／
１０．在ｉｋｐｃ实例中，狆犼在区间［１．０，犚］上随机均匀取
值，并且狑犼＝狆犼＋犚／１０．

在所有ＫＰＣ实例中，取犚＝１０００．１，犆＝０．５５犠，
其中犠＝∑

狀

犼＝１
狑犼．犾在区间［－犠／１２，－犠／３０］上随机

均匀取值，狌在区间［犠／３０，犠／１２］上随机均匀取值，犮
在区间［３犈／１０，２３犈／１０］上随机均匀取值，其中犈＝
１
狀∑

狀

犼＝１
狆犼．在网址ｈｔｔｐｓ：／／ｗｗｗ．ｒｅｓｅａｒｃｈｇａｔｅ．ｎｅｔ／

ｐｒｏｊｅｃｔ／ＫＰＣｐｒｏｂｌｅｍａｎｄＩｔｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ中给出了
所有ＫＰＣ实例的完整数据．
６２　计算结果比较

在ＢＨＢＤＥ、ＳＨＢＤＥ、ＧＡ和ＢＰＳＯ中，各算法
的种群规模均为犖＝２０，其中ＢＨＢＤＥ的迭代次数
为犕犐犜＝３狀，其它３个算法的迭代次数均为犕犐犜＝
６狀，狀为ＫＰＣ实例中物品的个数．此外，在ＳＨＢＤＥ
和ＢＨＢＤＥ中，交叉因子犆犚＝０．３，缩放因子犉＝
０．５，［－犃，犃］＝［－５．０，５．０］．在ＧＡ中，采用单点
交叉算子、基本变异算子和赌轮选择算子，交叉概率
犘犮＝０．８，变异概率为犘犿＝０．００３．在ＢＰＳＯ中，惯性
权重犠＝１．５，加速常数犆１＝犆２＝２．０，粒子速度向
量中各维分量的取值范围均为［－３．０，３．０］．
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记犗犘犜是利用文献［７］中方法求得ＫＰＣ实例
的最优值，犃犘犘为ＡＰＫＰＣ求得实例的近似值；
犅犲狊狋为ＳＨＢＤＥ、ＢＨＢＤＥ、ＧＡ和ＢＰＳＯ独立计算
实例５０次所得计算结果中的最好值，犕犲犪狀和犛狋犇
分别是５０次计算结果的平均值和标准差．对于ＡＰ
ＫＰＣ，犜犻犿犲是算法求解实例一次的耗费时间；对于
ＳＨＢＤＥ、ＢＨＢＤＥ、ＧＡ和ＢＰＳＯ，犜犻犿犲是算法求解
实例一次的平均耗费时间．在表１～表４中给出了
各算法求解四类ＫＰＣ实例的计算结果．

记犃犚表示各算法求解ＫＰＣ实例的计算结果
与最优值之间的绝对误差，对于算法ＡＰＫＰＣ，有
犃犚＝｜犗犘犜犃犘犘｜；对于算法ＳＨＢＤＥ、ＢＨＢＤＥ、

ＧＡ和ＢＰＳＯ，则有犃犚＝｜犗犘犜－犕犲犪狀｜．根据表１～
表４中的计算结果，在图１～图４绘出了五个算法
的犃犚拟合曲线，并利用它们比较五个算法的计算
结果优劣．

由图１可以看出：ＧＡ仅求解实例ｕｋｐｃ４００和
ｕｋｐｃ６００的计算结果很好，对于其它实例其计算结
果较差；ＢＰＳＯ求解实例ｕｋｐｃ１００～ｕｋｐｃ４００和ｕｋ
ｐｃ６００的结果较好，但是求解其它实例的计算结果
较差；ＡＰＫＰＣ的计算结果虽然比ＧＡ和ＢＰＳＯ的
好，但是均不如ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ的计算结果更
优，ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ求解所有实例的结果几乎
达到最优值，比其它算法的均优．

表１　犛犎犅犇犈，犅犎犅犇犈，犃犘犓犘犆，犇犘犓犘犆，犌犃和犅犘犛犗求解狌犽狆犮类实例的计算结果
Ｉｎｓｔａｎｃｅｓ ｕｋｐｃ１００ｕｋｐｃ２００ｕｋｐｃ３００ｕｋｐｃ４００ｕｋｐｃ５００ｕｋｐｃ６００ｕｋｐｃ７００ｕｋｐｃ８００ｕｋｐｃ９００ｕｋｐｃ１０００

ＤＰＫＰＣ犗犘犜３９０５２．３９８０４９４．３０１１８６２５．６０９５５１９．５１１８９０７９．１８１６００９４．７２３１１３５０．８７３２５５２８．６０３８８１７４．９５４０３４０１．３０
ＡＰＫＰＣ犃犘犘３８９４４．５９８０３９８．７２１１８５３４．８３９５４３７．０２１８９０４８．００１５９７５９．８２３１１１１５．２９３２５４１５．４８３８７６９５．２５４０３３９１．３１

犜犻犿犲 ０．０００ ０．０００ ０．０００ ０．００２ ０．００３ ０．００３ ０．０１５ ０．０１５ ０．０１５ ０．０１６

ＳＨＢＤＥ
犅犲狊狋３９０５２３９８０４９４３０１１８５９７．７７９５５１９５１１８９０７９１８１６００９４７２３１１３５０８７３２５５２４．５４３８８１７４９５４０３４０１３０
犕犲犪狀３９０４８．６５８０４９４３０１１８５９２．４０９５５１９５１１８９０７３．０９１６００９４７２３１１３２９．４５３２５４９８．７７３８８１４３．２３４０３３８９．０６
犛狋犇 ４．３１ ０．００ １２．４０ ０．００ １８．１７ ０．００ ５２．９６ ５９．８９ ５９．３９ ５４．１９
犜犻犿犲 ０．０７３ ０．２６４ ０．５８７ １．０８０ １．６２３ ２．３９１ ３．１０４ ４．０７１ ５．１３９ ６．２２４

ＢＨＢＤＥ
犅犲狊狋３９０５２３９８０４９４３０１１８６２５６０９５５１９５１１８９０７９１８１６００９４７２３１１３５０８７３２５５２１．４４３８８１６９．８５４０３４０１３０
犕犲犪狀３９０４９．７４８０４９３．７５１１８５９６．２２９５５１９５１１８９０６６．２８１６００９４７２３１１３１９．０４３２５４９１．３０３８８０８９．０４４０３３８３．５１
犛狋犇 ３．６８ １．８７ ７．８２ ０．００ ４４．２７ ０．００ ４２．０７ ５１．２２ ８２．４３ ５２．２３
犜犻犿犲 ０．０７０ ０．２７０ ０．５５６ １．１２１ １．５６７ ２．３９０ ３．０６９ ３．９５６ ５．０４７ ６．００３

ＧＡ
犅犲狊狋３９００４．４３８０１２５．３０１１８０５４．８２９５５１９５１１８６５０２．７０１６００９４７２３０８８８０．８６３２２２４４．９８３８５４３７．３０４０２９５４．９４
犕犲犪狀３８７３４．４０７９５５０．４２１１５８６９．０８９５５１９．４５１８５８１０．８３１６００９４７２３０７６９４．７４３２１４６８．６１３８４９９１．６４４０２６１６．２４
犛狋犇 ２４２．９７ ４１．１７ ９９．６８ ０．０８ １９１．５１ ０．００ ９４７．１１ ７７３．９６ ４０１．０１ １６２．４５
犜犻犿犲 ０．０６０ ０．１１５ ０．３８０ ０．６１６ ０．７８３ １．３０８ １．３３３ １．８０６ ２．３８４ ２．３２２

ＢＰＳＯ
犅犲狊狋３９０５１．１９８０４９４３０１１８５８８．３０９５５１９５１１８８７６６．０４１６００９４７２３１０６１０．５７３２３８１３．７２３８５７２４．３５４０２２１９．５９
犕犲犪狀３９０４７．２６８０４８１．８０１１８５２８．４５９５５１９５１１８８３２３．６８１６００９４７２３０９５４９．４３３２２７５１．１７３８５４１３．２４４０１３３０．４５
犛狋犇 ３．６０ ８．７３ ３８．９５７ ５．８５０ １８７．４１ ０．００ ３５９．６６ ４７８．０７ １５３．９１ ３８２．３２
犜犻犿犲 ０．１６４ ０．６３８ １．４８１ ３．３３４ ４．１２０ ７．０３３ ７．６７６ １１．６０１ １３．７０９ １５．３５１

表２　犛犎犅犇犈，犅犎犅犇犈，犃犘犓犘犆，犇犘犓犘犆，犌犃和犅犘犛犗求解狑犽狆犮类实例的计算结果
Ｉｎｓｔａｎｃｅｓ ｗｋｐｃ１００ｗｋｐｃ２００ｗｋｐｃ３００ｗｋｐｃ４００ｗｋｐｃ５００ｗｋｐｃ６００ｗｋｐｃ７００ｗｋｐｃ８００ｗｋｐｃ９００ｗｋｐｃ１０００

ＤＰＫＰＣ犗犘犜２７６４５．５４５３５９０．２９８１９１１．９１１１１３４７．９２１３５０３４．６６１７６１７１．０８２０３８９７．９９２１２９９６．０８２７１８６１．５５２７８３０１．９５
ＡＰＫＰＣ犃犘犘２７５６６．７１５３５４８．６９８１７２８．５５１１１２４３．４６１３４５８１．４４１７６１１５．２８２０３８８５．４１２１２８２４．１０２７１８４０．４５２７８０６０．４

犜犻犿犲 ０．０００ ０．０００ ０．０００ ０．０００ ０．００１ ０．００４ ０．００６ ０．００５ ０．０１１ ０．００９

犛犎犅犇犈
犅犲狊狋２７６４５５４５３５９０２９８１９１１９１１１１３４５．０６１３５０３１．１６１７６１７０．２０２０３８９７９９２１２９９４．７２２７１８６０．５０２７８２６８．０２
犕犲犪狀２７６４２．５９５３５８９．１７８１９０７．７３１１１３４２．１７１３５００６．６３１７６１５８．８３２０３８９６．４６２１２９８６．９７２７１８５３．５２２７８１８８．８２
犛狋犇 ２．４０ １．４６ ５．１３ ３．９４ ２１．２３ ７．８５ ４．３０ １７．７５ １１．２４ ４５．３７
犜犻犿犲 ０．０７１ ０．２６３ ０．５８３ １．０３８ １．５１９ ２．３２７ ３．０１８ ３．９３５ ４．８６６ ６．２９５

ＢＨＢＤＥ
犅犲狊狋２７６４３．６８５３５９０．０７８１９１１９１１１１３４５．０６１３５０３４．２４１７６１６１．３４２０３８９７９９２１２９９４．７２２７１８６０．３０２７８２０５．４６
犕犲犪狀２７６４１．６４５３５８８．２５８１９０７．５４１１１３３９．４２１３５０２９．５５１７６１３１．９７２０３８９２．５０２１２９８３．４５２７１８５０．４６２７８０８６．０８
犛狋犇 １０．０２ ２．６９ ５．４４ ７．１０ ９．８２ １８．４４ １０．８８ ８．４５ ９．７７ ６５．７１
犜犻犿犲 ０．０６８ ０．２４９ ０．５５１ ０．９９０ １．４６０ ２．１７８ ２．８４３ ３．６８１ ４．７２８ ６．４５１

ＧＡ
犅犲狊狋２７５３４．３６５２１８０．４９８０１１７．３９１１１１４０．７４１３５０３２．６６１７５２４１．２６２０３８５３．６７２１２９３３．１８２７１５８８．３５２７６００３．６７
犕犲犪狀２７５３０．０７５１８８４．２９７９６４０．１６１１０２３７．１５１３５０１３．１３１７４５３２．７２０３７９７．１４２１２８５９．０４２７１５１９．３１２７５３６８．０１
犛狋犇 ３．９６ ２１１．０２ ２１９．７７ ４０４．４３ １０．４ １１３．５８ ３０．７１ ３３．７２ ３２．６８ ３７６．１６
犜犻犿犲 ０．０３４ ０．１４１ ０．２６９ ０．５７２ ０．６１９ １．１４４ １．１７４ １．７１６ ２．０６７ ３．０３９

ＢＰＳＯ
犅犲狊狋２７６４５５４５３５８６．００８１８８２．５６１１１２６４．９８１３５０３２．６６１７５７６１．１８２０３７７２．００２１２８９４．８９２７１５１５．１５２７６１９６．７４
犕犲犪狀２７６４０．９１５３５６０．０４８１８１２．００１１１１８４．９３１３５０１８．８７１７５５９０．６１２０３６９７．４２２１２８００．８２２７１３９７．８３２７５７０４．１５
犛狋犇 ２．５７ １４．２６ ３２．２１ ３８．０８ ８．５２ ８８．２４ ３７．１１ ４９．５７ ６６．１７ ２３５．４２
犜犻犿犲 ０．１８５ ０．８３６ １．５１８ ２．７７０９ ３．９１５ ７．２４９ ８．２０３ １１．５５３ １４．１９６ １６．０８４

５７２２１０期 贺毅朝等：基于离散差分演化的ＫＰＣ问题降维建模与求解

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



表３　犛犎犅犇犈，犅犎犅犇犈，犃犘犓犘犆，犇犘犓犘犆，犌犃和犅犘犛犗求解狊犽狆犮类实例的计算结果
Ｉｎｓｔａｎｃｅｓ ｓｋｐｃ１００ｓｋｐｃ２００ｓｋｐｃ３００ｓｋｐｃ４００ｓｋｐｃ５００ｓｋｐｃ６００ｓｋｐｃ７００ｓｋｐｃ８００ｓｋｐｃ９００ｓｋｐｃ１０００

ＤＰＫＰＣ犗犘犜３１４９６．９８６１５２１．８６９５４３８．７９１３０８１５．６５１７１１１３．６４１８１３８１．２１２１４９２６．２２２７４７６０．２４２８２５０３．８７３１６１１１．０４
ＡＰＫＰＣ犃犘犘３１４９６９８６１５０５．４５９５４１９．８１１３０４９６．２１７０７３１．２３１８１３２５．９９２１４８７９．３２２７４４８２．４４２８２３４２．７７３１５８２８．８０

犜犻犿犲 ０．０００ ０．０００ ０．０００ ０．００１ ０．０１５ ０．０１５ ０．０１０ ０．０１６ ０．０１６ ０．０１５

ＳＨＢＤＥ
犅犲狊狋３１４９６９８６１５２１８６９５４３８７９１３０８１５６５１７１１１３６４１８１３８１２１２１４９２６２２２７４７６０２４２８２５０３８７３１６１１１０４
犕犲犪狀３１４９６９８６１５２１８６９５４３８．７８１３０８１５．６４１７１１１３．６３１８１３８１．２０２１４９２６．２１２７４７５７．５４２８２５０３．８５３１６１１１．００
犛狋犇 ０．００ ０．００ ０．０１ ０．０１ ０．０５ ０．０１ ０．０２ １３．９５ ０．０８ ０．０４
犜犻犿犲 ０．０６４ ０．２６５ ０．５８５ １．０２７ １．６７９ ２．２９０ ３．２１７ ４．１８９ ５．１４３ ６．３９３

ＢＨＢＤＥ
犅犲狊狋３１４９６９８６１５２１８６９５４３８７９１３０８１５６５１７１１１３６４１８１３８１２１２１４９２６２２２７４７６０２４２８２５０３８７３１６１１１０４
犕犲犪狀３１４９６９８６１５２１．５４９５４３８．７３１３０８１５．６３１７１１１３．５７１８１３８１．２０２１４９２６．１９２７４７３２．１０２８２５０３．６２３１６１１０．８７
犛狋犇 ０．００ １．０８ ０．０８ ０．０４ ０．１０ ０．０１ ０．０４ ４１．１１ ０．３０ ０．２８
犜犻犿犲 ０．０６８ ０．２５７ ０．５６２ ０．９８５ １．５８７ ２．２０１ ３．０１４ ４．０６３ ５．００３ ６．４７５

ＧＡ
犅犲狊狋３１４９６９８６１１７９．８９９５４３８７９１３０８１５６５１７１１０８．５６１８１３８１２１２１４８３４．２２７４１２５．６４２８２５０３８７３１６１１１０４
犕犲犪狀３１４９６９８６０９９８．２８９５４３８７９１３０８１５．６４１７０５４１．０７１８１３８１２１２１４１３３．６２７３８６４．４２２８２５０３８７３１６１１１．００
犛狋犇 ０．００ １２２．７０ ０．００ ０．０１ ５１．００ ０．００ ９４．８１ １０８．３２ ０．００ ０．０２
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图１　求解实例ｕｋｐｃ１００～ｕｋｐｃ１０００的犃犚拟合曲线 图２　求解实例ｗｋｐｃ１００～ｗｋｐｃ１０００的犃犚拟合曲线
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图３　求解实例ｓｋｐｃ１００～ｓｋｐｃ１０００的犃犚拟合曲线

图４　求解实例ｉｋｐｃ１００～ｉｋｐｃ１０００的犃犚拟合曲线

　　从图２中不难看出：ＧＡ和ＢＰＳＯ求解所有实
例的结果明显较差；ＡＰＫＰＣ仅对实例ｗｋｐｃ６００～
ｗｋｐｃ１０００的求解结果较好；ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ
对所有实例的计算结果均很好，几乎均能达到最优
值，比其它算法的结果均优．

由图３可以看出：ＧＡ和ＡＰＫＰＣ求解所有实
例的结果均较差；虽然ＢＰＳＯ对实例ｓｋｐｃ１００～
ｓｋｐｃ６００的计算结果很好，但仍然比ＳＨＢＤＥ和Ｂ
ＨＢＤＥ的计算结果相差许多；ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ
求解所有实例的结果几乎达到最优值，明显优于其
它算法．

从图４中不难看出：ＡＰＫＰＣ对所有实例的计
算结果都非常差；虽然ＳＨＢＤＥ、ＢＨＢＤＥ与ＧＡ、
ＢＰＳＯ一样求解实例ｉｋｐｃ１００～ｉｋｐｃ６００的计算结果
很好，求解实例ｉｋｐｃ７００～ｉｋｐｃ１０００的结果不佳，但
整体而言ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ的计算结果明显比
ＧＡ和ＢＰＳＯ的更好．

通过以上比较可以看出：ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ

求解四类ＫＰＣ实例的计算结果不仅比ＡＰＫＰＣ、
ＧＡ和ＢＰＳＯ的均优，而且非常接近实例的最优值．

在图５～图８中给出了各算法求解实例一次的
耗费时间（或平均耗费时间）变化曲线．从中不难看
出：各算法求解四类实例的耗费时间变化曲线的趋
势基本保持不变，并且根据它们的变化趋势可知

图５　求解实例ｕｋｐｃ１００～ｕｋｐｃ１０００的时间变化曲线

图６　求解实例ｗｋｐｃ１００～ｗｋｐｃ１０００的时间变化曲线

图７　求解实例ｓｋｐｃ１００～ｓｋｐｃ１０００的时间变化曲线
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图８　求解实例ｉｋｐｃ１００～ｉｋｐｃ１０００的时间变化曲线

ＡＰＫＰＣ的速度最快，它求解所有实例的耗费时间
几乎为０；其次是ＧＡ、ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ，它们的
时间变化曲线均可视为是线性的，其中ＧＡ的速度
最快；ＢＰＳＯ的速度最慢，并且随着实例规模的增
大，ＢＰＳＯ耗费的时间呈现出急剧上升的态势．

在图９～图１２中是ＳＨＢＤＥ、ＢＨＢＤＥ、ＧＡ和
ＢＰＳＯ的犛狋犇对应的直方图，从中不难看出，对于
ｕｋｐｃ、ｗｋｐｃ和ｓｋｐｃ类实例，ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ
的算法稳定性不仅很好，而且比ＧＡ和ＢＰＳＯ的均
优；对于ｉｋｐｃ类实例，虽然ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ的
稳定性略差，但仍然比ＧＡ和ＢＰＳＯ的优．

图９　求解实例ｕｋｐｃ１００～ｕｋｐｃ１０００的犛狋犇直方图

图１０　求解实例ｗｋｐｃ１００～ｗｋｐｃ１０００的犛狋犇直方图

图１１　求解实例ｓｋｐｃ１００～ｓｋｐｃ１０００的犛狋犇直方图

图１２　求解实例ｉｋｐｃ１００～ｉｋｐｃ１０００的犛狋犇直方图

综上所述，ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ的计算结果与
算法稳定性均比ＡＰＫＰＣ、ＧＡ和ＢＰＳＯ的优，虽然
它们的求解速度比不上ＡＰＫＰＣ和ＧＡ的快，但足
以满足实际应用中的快速求解要求．因此，ＳＨＢＤＥ
和ＢＨＢＤＥ的求解效果最佳，最适于快速高效求
解实际应用中的大规模ＫＰＣ实例．

７　结束语
本文提出了利用差分演化算法快速高效求解

ＫＰＣ的新方法．首先，基于降维法建立了ＫＰＣ的
两个离散数学模型，给出了处理不可行解的有效算
法；然后，基于ＨＢＤＥ提出了求解ＫＰＣ的两个离散
演化算法ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ．对于四类大规模的
ＫＰＣ实例，通过与ＡＰＫＰＣ、ＧＡ和ＢＰＳＯ的计算结
果比较指出：ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ不仅求解速度
快，而且求解效果好，非常适于求解ＫＰＣ问题．

按照Ｐｉｓｉｎｇｅｒ［４］的观点，ｓｋｐｃ类实例应该是一
类最难求解的实例，但是从ＳＨＢＤＥ和ＢＨＢＤＥ的
求解结果来看，ｓｋｐｃ类实例的计算结果却是最佳．
由此我们猜测：Ｐｉｓｉｎｇｅｒ所提出的难实例分类方法
对于精确算法具有一定的适用性，但是对演化算法
等非精确算法而言不一定适用．为进一步证实这一
猜测，我们将继续基于演化算法求解其它ＫＰ问题，
以期寻找到充分的证据．

根据ＫＰＣＭ３．１和ＫＰＣＭ３．２的相互独立性易
知：算法ＢＨＢＤＥ完全可以在并行环境下（如
ＭＰＩ）对ＫＰＣＭ３．１和ＫＰＣＭ３．２并行编程实现，这
样ＢＨＢＤＥ的计算速度可提高一倍，从而更具有实
用性．此外，探讨利用其它演化算法（例如ＡＦＳ［１３］、
ＡＢＣ［１５］和ＧＷＯ［１６］等）求解ＫＰＣ的性能优劣也是
今后一个值得研究的问题．

致　谢　感谢审稿人提出的评审意见，这些评审意
见对提高论文水平有很大的帮助．感谢本刊编辑的
辛勤工作！
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ｄｅｓｉｇｎｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｗｅｐｒｏｐｏｓｅｔｗｏａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｓ，ＳＨＢＤＥａｎｄＢＨＢＤＥ，ｂａｓｅｄｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｖｏｌｕ
ｔｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍａｔｈｅｍａｔｉｃｍｏｄｅｌｓ．Ｔｈｅｅｘｔｅｎｓｉｖｅｓｉｍｕ
ｌａｔｉｏｎｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅＳＨＢＤＥａｎｄＢＨＢＤＥｃａｎａｃｈｉｅｖｅ
ｅｘｃｅｌｌｅｎｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｌａｒｇｅｓｃａｌｅａｎｄｈａｒｄ
ｉｎｓｔａｎｃｅｓｏｆＫＰＣ．
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