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基于变分贝叶斯层次概率模型的非刚性点集配准
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摘　要　非刚性点集配准是计算机视觉和模式识别领域的基础研究问题，现今的非刚性点集配准算法在存在大量
离群点、噪声、点集对应关系缺失、旋转和形变情况下，不能非常准确地评估出两个点集间的对应关系．本文通过交
替执行点集对应关系评估和空间转换更新两个步骤来逐步恢复点集间一一对应关系．在对应关系评估步骤，首先
本文基于有限重尾学生ｔ分布隐变量混合模型（ｓｔｕｄｅｎｔｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＬａｔｅｎｔＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ，简称ＴＬＭＭ）构造变
分贝叶斯层次概率模型（ＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＢａｙｅｓＨｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＭｏｄｅｌ，简称ＶＢＨＰＭ）并将其分为对应关系评估
组件和离群点聚合组件，分别用来评估点集间对应关系和聚合离群点，同时使用贝叶斯线性回归方法来抵抗噪声
的干扰．其次本文加入Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ先验分布来动态调节模型的混合比例，为对应关系缺失的点分配较小的混合比例
以保持点集结构的稳定性．在空间转换更新步骤，本文基于变分贝叶斯（ＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＢａｙｅｓ，简称ＶＢ）框架来迭代更
新模型参数，并提出树状平均场因式分解方法来维持模型参数间的依赖关系，以获得更紧致的变分下界．此外，本
文提出自适应全局局部约束策略来维持点集间结构的稳定性，抵抗形变和旋转影响的同时实现从局部到全局的
约束过程．最后，本文采用了双阶段先验退火方案，在退火过程中使用Ｇａｍｍａ先验分布来动态调节精度，实现由粗
到精的配准过程．在实验部分，本文不仅测试了ＶＢＨＰＭ的性能，而且展示了点集和图像配准的结果，并与当前流
行的１３种算法进行了比较，ＶＢＨＰＭ皆能展现较准确的配准结果和较高的精度．
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阶段先验退火方案
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１　引　言
非刚性点集配准被广泛运用于遥感图像配准［１］、

运动跟踪［２］、医学影像分析［３］等领域．当存在大量离
群点、噪声、对应关系缺失、旋转和较大程度形变时，
如何正确且有效地评估点集间的对应关系是非刚性
点集配准的研究难点．

当前的非刚性点集配准模型大致可以分为两
类：（１）非迭代模型．仅使用某些特定特征来一次性
评估点集间对应关系；（２）迭代模型．交替执行对应
关系评估和空间转换更新两个步骤来评估点集间的
对应关系．目前，当存在离群点，噪声，对应关系缺
失，旋转和较大形变时的对应关系评估和目标方程
优化是该领域的两个重要热点研究方向，其核心为：
（１）在对应关系评估问题中，离群点和噪声不仅会
增加算法的复杂度，还会干扰点集间正确对应关系
的评估，所以需要对离群点和噪声进行显式建模来
减小估计偏差．由于通常缺少先验信息，点集间的空
间转换常常被默认为普适性更强的非线性关系．但是
当点集对应关系缺失时，这种非线性关系容易引起
过拟合问题．此外，当点集发生较大程度形变或旋转
时，空间转换的先验信息缺失也会产生不适定问题，
导致点集发生过度形变或塌缩；（２）在目标方程优化
问题中：最大期望算法（ＥｘｐｅｃｔａｔｉｏｎＭａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ，简
称ＥＭ）［４５］和变分贝叶斯（ＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＢａｙｅｓ，简称
ＶＢ）［６］推断是目标方程优化中的主流框架．但是
ＥＭ在处理大规模数据时效率较低且容易陷入局部
最优解，而ＶＢ虽然可以加快收敛速度，但是常用的

平均场因式分解方法会降低后验分布近似的准
确性．

本文从对应关系评估和目标方程优化两个方
面来介绍当前研究热点问题：①离群点问题；②对
应关系缺失，旋转和形变问题；③局部最优解问题；
④后验近似问题．

（１）对应关系评估：①离群点问题．当前处理离
群点的两类方法为：（ａ）使用对离群点更鲁棒的对应
关系估计方法或模型．ＧＭＭＲＥＧ（ＧａｕｓｓｉａｎＭｉｘｔｕｒｅ
ＭｏｄｅｌｂａｓｅｄＲｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ）［７］使用最大化似然估计
（ＭａｘｉｍｕｍＬｉｋｅｌｉｈｏｏｄＥｓｔｉｍａｔｅ，简称ＭＬＥ）通过最
小化点集间的Ｌ２距离，来评估两个混合高斯分布的
空间转换函数参数．ＭＡＬ２Ｅ（ＭＡＬ２ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇ
Ｅｓｔｉｍａｔｅ）［８］使用形状上下文特征和鲁棒性更好的
Ｌ２估计来评估点集的对应关系，从而建立更可靠的
空间转换函数．Ｔｓｉｎ等人提出的核相关（Ｋｅｒｎｅｌ
Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ，简称ＫＣ）［９］方法，通过优化两组点集间
的非线性空间转换函数来最大化两组核密度的相似
性，该方法仅利用了高斯核函数对离聚类中心较远
点的不敏感性来减弱离群点的影响．然而当存在大
量离群点时，以上方法往往会产生一定的估计偏差．
由于Ｌ２估计比二次惩罚曲线更平滑［８］，因此离群
点也会被分配到较低的概率值．此外惩罚曲线尾部
依赖于人工退火来调整精度，在所有源点集和目标
点集共用一个方差的情况下，混合高斯组件的比例
不能根据每个点的上下文变化而自动调整，因此以
上方法对不同分布的离群点的抵抗性较差．ＬＭＲ
（ＬｅａｒｎｉｎｇｆｏｒＭｉｓｍａｔｃｈＲｅｍｏｖａｌ）［１０］设计了一个学
习通用分类器来确定任意假定匹配的正确性，从而剔
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除离群点．ＳＩＲ（ＳｔｅｐｗｉｓｅＩｍａｇｅＲｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ）［１１］设计
了内点池和候选池，在迭代过程中分别存放筛选出来
的内点和不确定点，并使用这些内点逐步完善空间转
换函数．ＬＰＭ（ＬｏｃａｌｉｔｙＰｒｅｓｅｒｖｉｎｇＭａｔｃｈｉｎｇ）［１２］和
ＧＬＰＭ（ＧｕｉｄｅｄＬｏｃａｌｉｔｙＰｒｅｓｅｒｖｉｎｇＭａｔｃｈｉｎｇ）［１３］
通过建立数学模型推导出具有线性时间和线性空
间复杂性的封闭解来保持两个图像之间潜在真实
匹配的邻域结构，以便于从潜在的内点集中移除离
群点．但是上述方法均未对离群点进行显式建模，其
配准精度完全依赖于对应关系估计方法对离群点的
抑制性．Ｐｅｅｌ等人［１４］提出了学生ｔ分布混合模型
（ＳｔｕｄｅｎｔｔＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ，简称ＳＭＭ）并将其加入
到ＥＭ框架中，通过调整重尾分布的尾巴长度来处理
不同分布的离群点，其中重尾学生ｔ分布比高斯分
布有更长的尾巴，可以为离聚类中心较远的点分配
较小的混合比例，在迭代中优化目标方程对随机数
据进行聚类的同时抵抗离群点的影响．Ｇｅｒｏｇｉａｎｎｉｓ
等人［１５］将ＳＭＭ应用到基于像素的图像配准中，通
过最小化像素块间的距离来减小对应点间的差异．
但是以上方法都没有对离群点进行显式建模，而
是完全依赖于ＳＭＭ对离群点的抵抗性，因此模型
不能很好抵抗多簇离群点．（ｂ）增加额外项建模离
群点，以减弱离群点的影响．ＶＦＣ（ＶｅｃｔｏｒＦｉｅｌｄ
Ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ）［４］基于贝叶斯框架使用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则
化方法来处理点集，并引入一个潜在变量来抵抗离
群点．迭代使用匈牙利算法来最小化点集间的Ｌ２
估计，并采用向量场一致性原则来估计空间转换函
数参数，但是匈牙利算法的计算复杂度较高．ＲＰＭ
（ＲｏｂｕｓｔＰｏｉｎｔＭａｔｃｈｉｎｇ）［１６］使用薄板样条函数对
点集进行建模，并且在空间转换矩阵里加入额外列
来表示离群点，使得对应矩阵在线性分配中限制了
离群点的数量．ＭＰＭ（ＭｉｘｔｕｒｅＰｏｉｎｔＭａｔｃｈｉｎｇ）［１７］
和ＣＰＤ（ＣｏｈｅｒｅｎｔＰｏｉｎｔＤｒｉｆｔ）［１８］都建立了具有相同
协方差的高斯混合模型（ＧａｕｓｓｉａｎＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ，简
称ＧＭＭ），通过优化刚性和非刚性空间转换函数来
最小化两个点集间的欧式距离，获得一一对应关系．
ＧＬＣＡＴＥ（ＧｌｏｂａｌＬｏｃａｌＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅａｎｄＴｒａｎｓ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ）［５］分别使用欧式距离和形状
上下文距离分别作为全局特征和局部特征来构造
ＧＭＭ，以克服单一特征的ＧＭＭ对点集相邻结构
辨识力较弱的缺陷．但是以上基于ＧＭＭ的方法
不能自动调节模型尾部，从而忽略了离聚类中心较
远的目标，因此导致内点的筛选产生一定偏差．此
外，算法［５，１７１８］都添加了均匀分布额外项来聚合离
群点，但是固定的额外项无法完全准确地捕获非

均匀分布的离群点，因此导致点集间对应关系评估
出现偏差．ＶＢＰＳＭ（ＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＢａｙｅｓｉａｎＰｏｉｎｔＳｅｔ
Ｍａｔｃｈｉｎｇ）［６］使用额外的ＧＭＭ来聚合离群点，以
减轻因离群点位置密集而造成的估计偏差，但是算
法对处理呈现非高斯分布的离群点缺乏鲁棒性．

②对应关系缺失、旋转和形变问题．当前处理对
应关系缺失、旋转和形变问题的两类方法为：（ａ）优化
分布间差异评估方法．ＫＬ散度（ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ
ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ）是衡量分布间差异的最广泛方法之一［６］，
ＫＬ散度对于分布差异度量的不对称性往往会低估
对源点集分布的支持度，这使得目标点集局限定位
于某个源点集．Ｌ２Ｅ（Ｌ２ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇＥｓｔｉｍａｔｅ）［７８］使
用对称散度来评估分布间的差异，以解决由于不对
称度量而产生的点集间对应关系评估失效问题．尽
管这些算法在统计学习过程中通过逐渐对缺失对
应关系的高斯组件进行重新加权，使其至少获得一
个较小的混合比例，但是这些方法仍然只能间接处
理模型中对应关系缺失的问题．（ｂ）加入空间约束
项．空间约束能够维持点集间结构的稳定性，以解决
点集间缺少对应关系，发生较大规模形变和大尺度旋
转造成的点集间结构失效问题．当前大多方法［５，１９２０］

使用空间转换约束来维持点集间结构的稳定性，
ＣＰＤ［１８］将空间一致性约束加入到目标方程中，使得
点集在空间转换过程中保持一致的运动方向，但是
这种单一的一致性约束往往会阻碍点集运动的自
由度，使得点集中发生较大程度形变的部分产生
配准偏差．ＲＰＭ［１６］使用图的相邻边来描述点集的
局部结构，当两个图相匹配时即得到最优的对应关
系．由于点集间局部关系往往比全局关系更加可靠，
所以ＧＬＣＡＴＥ［５］提出将全局局部约束加入到目
标方程的正则化项中，但是这种正则化项约束是固
定的，不能根据点集空间转换的状态来切换约束的
强度．Ｍａ等人［１９］提出了全局和局部相结合的点集特
征描述方法，根据点集间的全局和局部差异来评估对
应关系．ＬＬＴ（ＬｏｃａｌＬｉｎｅａｒＴｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇ）［２１］引入
了新的几何约束，通过使用非线性降维来保持点集
间局部相邻结构．Ｙａｎｇ等人［２０］提出局部约束和空
间曲率约束相结合的方法来克服点集的大尺度形
变．然而由于上述方法只采用固定的空间约束来限
制点集的空间转换，而且不能根据点集转换前的历
史结构来评估约束项的强度，使得算法的普适性和
灵活性较差，不能同时解决点集配准中存在的形变，
旋转和对应关系缺失问题．

（２）目标方程优化：③局部最优解问题．ＥＭ框
架［４５，１９，２２］是目标方程优化中的主流框架之一．基于
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ＥＭ框架的算法ＲＰＭ［１６］、ＭＰＭ［１７］、ＣＰＤ［１８］和ＬＬＴ［２１］
通过计算目标方程的最大似然值来估计模型中的参
数，由于似然函数往往表示为对数形式且包含隐变
量，使其导数求解较复杂．此外基于ＥＭ框架的优
化算法对目标方程的参数初始值较敏感，从而影响
算法的收敛效率并容易使算法陷入局部最优解．基
于ＥＭ框架的点估计方法［５，１９］在处理大规模数据时
效率较低且容易陷入局部最优解．虽然这种情况可
以通过使用确定性退火（ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃａｎｎｅａｌｉｎｇ）技
术来摆脱局部最优解，但是现有的退火方法［７，１６，１８］

通常只是直接更新方差，而忽略了过去迭代积累的
信息对未来潜在信息的影响．

④后验近似问题．ＶＢ框架［６］也是目标方程优
化中的主流框架之一．ＶＢＰＳＭ［６］基于ＶＢ框架对模
型参数执行贝叶斯估计，相比于ＭＬＥ而言，在聚类
模型或者空间转换函数中加入先验信息来对后验分
布进行约束，有效避免了目标方程陷入局部最优解
问题．相比于最大后验估计（ＭａｘｉｍｕｍａＰｏｓｔｅｒｉｏｒ，
简称ＭＡＰ）［４，１９］而言，贝叶斯估计方法计算了完整
的后验概率值．但是目前基于ＶＢ框架的目标方程
优化方法通常采用平均场因式分解来近似模型后验
的边缘概率密度，但是忽略了模型参数间依赖关系，
因此造成近似后验分布和真实分布之间存在一定的
偏差．

本文构建了变分贝叶斯层次概率模型（Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ＢａｙｅｓＨｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＭｏｄｅｌ，简称ＶＢＨＰＭ），
并基于变分贝叶斯推断将非刚性点集配准问题重建
为目标方程优化问题．即在ＶＢ框架下，根据加入的
先验信息不断迭代更新参数的后验概率，直至空间
转换后的参数代理和真实分布后验的相似度达到最
大，同时恢复两个点集间一一对应关系．本文的贡献
总结如下：

（１）为了解决①离群点问题，本文采用聚合和
回归两个步骤来处理离群点（本文将噪声视为特殊
离群点）．在聚合步骤中，本文基于有限重尾学生ｔ
分布隐变量混合模型（ｓｔｕｄｅｎｔｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＬａｔｅｎｔ
ＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ，简称ＴＬＭＭ）构建ＶＢＨＰＭ，并将
其分为对应关系评估组件和离群点聚合组件，分别
用于对应关系评估和离群点聚合．在回归步骤中，本
文使用贝叶斯线性回归的方法，加入零均值高斯分
布来拟合噪声，使得模型能够更好地抵抗离群点．为
了解决②中点集对应关系缺失问题，根据贝叶斯共
轭先验理论［２３］，本文使用Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ先验分布来动态
调节ＴＬＭＭ的混合比例，为缺失对应关系的点分
配较小的混合比例，以保持点集结构的稳定性．

（２）为了解决②中点集旋转和形变问题，本文
提出了自适应全局局部约束策略，通过使用精度的
先验尺度参数来自动调节全局和局部约束强度，并
将该约束项加入空间转换的能量方程中，使得在空
间转换过程充分考虑点集的历史结构，从而更灵活
地选择点集间全局和局部结构约束比例，实现从局
部到全局的约束过程．同时，为避免点集在空间转换
过程中出现过度形变或塌缩的问题，本文使用双阶
段先验退火方案来增加配准过程的稳健性，即对精
度的Ｇａｍｍａ先验分布进行退火［６］，从而实现由粗
到精的配准过程．此外，为了解决③局部最优解和④
后验近似问题，本文采用基于先验信息调节的ＶＢ
框架来近似复杂后验分布，并提出了树状平均场因
式分解方法以保持参数间的依赖关系，从而获得更
紧致的变分下界．

２　方　法
２１　方法总述

同时给定分别由犔和犣个点组成的犱维的源
点集犈＝｛犲犾｝犔犾＝１和目标点集犢＝｛狔狕｝犣狕＝１，点集中所
有元素都用向量坐标表示．图１展示了非刚性点集
配准的目的，即当存在离群点、噪声、旋转、形变和对
应关系缺失的情况下准确地恢复点集间的对应关
系．其中“ｏ”和“＋”分别表示含有离群点的源点集和
目标点集，往往源点集和目标点集的数量不同．源点
集和目标点集的配准问题可以表示为空间转换函数
犜和目标点集犢的联合概率密度的边缘积分形
式［６］，表示如下：

图１　非刚性点集配准问题展示

狆（犢｜犈）＝∫狆（犢，犜｜犈）狆（犜）ｄ犜 （１）

等式（１）中，空间转换函数犜＝∑
犔

犾＝１
｛狋^犾｝用于对源点集

进行空间转换（仿射及非刚性）和回归分析，并将
转换后的源点集映射到目标点集空间中，此在目标
点集空间中产生了一个与源点集有关且包含犔个
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子组件的混合模型，本文基于重尾分布ＴＬＭＭ构
建混合模型ＶＢＨＰＭ，为了消除多簇离群点对配准
精度的影响，本文在ＶＢＨＰＭ中加入额外包含犔０个
子组件的ＴＬＭＭ来聚合离群点．根据变分贝叶斯
理论，每个目标点集都可以根据后验概率聚类到
ＶＢＨＰＭ中的某个子组件中，并依据此概率来评估
两个点集间的对应关系．通过不断使用先验信息
对混合模型中的参数进行更新，使得目标点集在
ＶＢＨＰＭ中的概率密度足够小，如此反复迭代直至
证据下界（ＥｖｉｄｅｎｃｅＬｏｗｅｒＢｏｕｎｄ，简称ＥＬＢＯ）收
敛．具体流程如图２所示，给定源点集和目标点集
后，通过交替进行点集对应关系评估和空间转换更
新两个步骤直至ＥＬＢＯ收敛，从而恢复两个点集间
的一一对应关系．

图２　非刚性点集配准流程图

（１）对应关系评估步骤：①在２．２．１节里，本文
基于ＴＬＭＭ构建ＶＢＨＰＭ并将其分为对应关系评
估组件和离群点聚合组件，对应关系评估组件对目
标点集进行聚类，离群点聚合组件用于抵抗多簇离
群点的干扰；②在２．２．２节里，本文使用贝叶斯线
性回归方法对点集进行回归分析，抵抗噪声干扰；
③在２．２．３节里，基于贝叶斯共轭先验理论［６］，本文
使用Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ先验分布来动态调节模型混合比例，
以避免由于点集对应关系缺失造成的过度形变或塌
缩问题．

（２）空间转换更新步骤：④在２．３．１节里，本文
提出基于ＶＢ框架的树状平均场因式分解方法来维
持模型中参数间的依赖关系，以获得更紧致的变分
下界；⑤在２．３．２节里，本文提出自适应全局局部
约束策略来自动调节空间转换约束的正则化强度，
实现由局部到全局约束过程；⑥在２．３．３节里，本
文采用由Ｇａｍｍａ先验分布调节的双阶段先验退火

方案来实现由粗到精的配准过程．
２２　点集对应关系评估

为了在大量离群点和点集对应关系缺失的情况
下准确恢复点集间一一对应关系，本文构建了基于
ＴＬＭＭ的ＶＢＨＰＭ，以空间转换后的源点集均值为
聚类中心来评估与目标点集间的对应关系，并使用
贝叶斯线性回归对空间转换后的源点集均值与目标
点集所对应的映射函数重新回归．此外，根据贝叶斯
共轭先验理论［２３］，本文使用Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ先验分布来动
态调节模型混合比例，解决点集间对应关系缺失的
问题．
２．２．１　变分贝叶斯层次概率模型

（１）构建ＶＢＨＰＭ
为了消除多簇离群点对匹配精度的影响，准确

评估空间转换后源点集均值和目标点集间坐标的差
异，本文基于ＴＬＭＭ构建ＶＢＨＰＭ，并将其分为不
同混合比例的点集对应关系评估组件和离群点聚合
组件．如等式（２）所示，对应关系评估组件由犔个不
同混合比例的ＴＬＭＭ构成．该组件以源点集映射
到目标点集空间中犔个ＴＬＭＭ为聚类中心，根据
后验概率对目标点集进行聚类．随着迭代进行，两个
点集间的对应关系逐渐由一对多更替为一对一．离
群点聚合组件由犔０个不同混合比例的ＴＬＭＭ构
成，用于辅助对应关系评估组件来抵抗离群点簇的
影响．应当注意的是，与需要对离群点聚合子组件进
行准确评估的算法不同［１８］，ＶＢＨＰＭ中的离群点聚
合组件的所有参数都由先验信息进行调节，并且这
些参数的后验信息在变分逼近真实后验分布的过程
中自动更新，所以只需给定离群点聚合子组件的估
计值或者通过ＢＯＤ（ＢｉｒｔｈｏｒＤｅａｔｈ）过程［２３］来确定
其数量，就可以对点集中的离群点进行有效聚类．

在配准过程中，目标点集中包含的离群点会使
对应关系评估组件的均值犜产生偏移，空间转换后
包括离群点在内的所有源点集都能在犜中获得相
应的混合子组件，这些子组件的均值由先验分布的
均值来决定．但是往往没有目标点集会落入这些子
组件中，这些子组件的后验混合概率仍然由其先验
概率决定，因此可以根据犜的后验概率来判定出与
目标点集有对应关系的点（内点）和没有对应关系的
点（离群点），而不是简单地根据点间的欧式距离来
判定内点和离群点．ＶＢＨＰＭ表示如下：

狆（狔狕｜犐）＝∑
犔

犾＝１
π犾犛狋（狔狕｜犜（犲犾），（犿狕犾Γ犾）－１）＋

∑
犔＋犔０

犾＝犔＋１
π犾犛狋（狔狕｜!犾，（狀狕犾Λ犾）－１） （２）
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定义犐＝｛犜，犿，狀，π，Λ，!，Γ｝，混合比例π满足约

束条件∑
犔＋犔０

犾＝１
π犾＝１．犜，Γ和犿分别为对应关系评估组

件的均值，各向异性精度和规模参数；!，Λ和狀分
别为离群点聚合组件的均值，各向异性精度和规模
参数．学生ｔ分布犛狋可表示高斯与Ｇａｍｍａ分布的
卷积形式，如等式（３）所示，Ｇａｍｍａ函数调节学生ｔ
分布的规模参数使其可以成为一类更广泛的分布，
从而灵活地适应不同规模的离群点．为了方便共轭
推理，学生ｔ分布表示如下：
犛狋（犢｜μ，γ，狋）＝∫犚"（犢｜μ，（狅γ）－１）# 狅狋２，狋（ ）２ｄ狅

（３）
式中，μ和γ分别表示高斯分布" 的均值和精度，其
中规模参数狅由自由度为狋／２的Ｇａｍｍａ函数# 调
节．每个源点集可以根据后验概率聚合到犔个
ＴＬＭＭ分量中，并以概率形式表示点集间的模糊
对应关系．为了方便计算，本文引入指示变量犓＝

∑
犣

狕＝１∑
犔＋犔０

犾＝１
｛犽狕犾｝来表示目标点集隶属于某个混合分量，

其中犽狕犾为１ｏｆ犔＋犔０的二值向量，因此等式（２）可
重新表示为等式（４）：

狆（狔狕｜犐）＝∏
犔

犾＝１
犛狋（狔狕｜犜（犲犾），（犿狕犾Γ犾）－１）犽狕犾×

∏
犔＋犔０

犾＝犔＋１
犛狋（狔狕｜!犾，（狀狕犾Λ犾）－１）犽狕犾 （４）

式中，通过空间转换更新，在目标点集空间中产生了
一个具有犔个分量的ＴＬＭＭ，每个目标点集都可视
为由ＶＢＨＰＭ随机生成，并且皆可根据后验概率聚
类到某个混合子组件中．根据共轭先验理论［６，２３］，当
１犾犔时，精度Γ由Ｇａｍｍａ先验分布#

（Γ｜ρ０／２，
０／２）进行动态调节．当犔＋１犾犔＋犔０时，均值!

和精度Λ由ＧａｕｓｓｉａｎＷｉｓｈａｒｔ先验分布" $

（
!

，
Λ｜η０，ζ０，ε０，β０）进行动态调节．上述模型参数更新
详见２．３．４节．

（２）层次化概率图模型
本文将点集配准过程中各变量间的依赖关系表

示为图３所示的层次化概率图模型，该概率图模型
分为两个ＴＬＭＭ组件，分别聚类目标点集和估计
离群点．本文提出的层次概率图模型不同于其他贝
叶斯网络图模型，主要区别为：①本文基于ＴＬＭＭ
构建ＶＢＨＰＭ并将其分为对应关系评估组件和离
群点聚合组件，每个ＴＬＭＭ混合分量都有不同尺
度的各向异性协方差矩阵．此外，在对应关系评估组
件里，本文使用Ｇａｍｍａ分布对混合分量的尾部进
行动态调节来抵抗离群点，同时加入贝叶斯回归来

估计噪声；②本文将非刚性点集配准问题建模为概
率模型优化问题，将所有的参数和变量设置为有先
验的随机变量，同时引入指示变量来描述点集与混
合模型分量间的对应关系．此外，本文将从局部到全
局的点集配准设想用概率值线性表示为由先验参数
自动调节的空间转换函数，加强了设想的可推理性；
③在ＶＢ框架下采用先验分布调节参数可以有效避
免目标方程优化过程中的局部最优解问题．此外本
文采用树状结构平均场因式分解方法来保持后验近
似中变量间的依赖关系，以获得更紧致的变分下界．

图３　非刚性点集配准层次概率图模型
图３中的层次化概率图模型描述了非刚性点集

配准过程中模型结构及参数：①对应关系评估组件
的精度Γ用于调节点集间模糊对应关系的评估范
围；②空间转换函数犜为对应关系评估组件的均
值，由仿射参数矩阵犃和径向基函数参数矩阵犅组
成；③离群点聚合组件的均值! 和精度Λ分别控制
混合组件的聚合中心和聚合范围；④噪声方差变量
犳在回归过程中估计噪声；⑤指示变量犓被分解为
犿狕犾和狀狕犾来分别描述目标点集隶属于两个混合组件
的概率．

定义ＶＢＨＰＭ的参数和变量集合Θ＝｛犓，犕，
犖，Λ，!，Γ，π，犜，犳｝．在等式（５）中，规模参数犕＝

∑
犣

狕＝１∑
犔

犾＝１
犿狕犾和犖＝∑

犣

狕＝１∑
犔＋犔０

犾＝犔＋１
狀狕犾分别描述目标点集与两

个混合组件的隶属关系．根据层次化概率图模型，目
标点集和模型参数的联合密度狆（犢，Θ）表示为
狆（犢，Θ）＝狆（犢｜Θ）狆（犕｜犓）狆（! ）狆（Γ）狆（犖｜犓）×

狆（犜｜犳）狆（犳）狆（Λ）狆（犓｜π）狆（π） （５）
２．２．２　贝叶斯线性回归

为了使得目标点集和源点集的坐标最大化重
合，本文引入了空间转换函数犜作为点集配准过程
中的隐变量，用于指导源点集犈进行空间转换并作
为混合模型的均值对目标点集犢进行聚类分析．此
外本文还使用贝叶斯线性回归来对源点集进行回归
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分析的同时降低噪声干扰．
本文将非刚性点集配准问题建模为ＶＢＨＰＭ

优化和参数估计的问题，即寻找一个最优的空间转
换函数犜使得边际概率狆（犢｜犈）最大化．空间转换
函数犜将源点集中的点映射到目标点集的空间中，
本文定义空间转换函数如下：

犜（犈）＝犃犈＋犅犌 （６）
等式（６）中，空间转换函数犜表示为线性转换项
犃犈和非线性转换项犅犌相加的形式［１８］．其中犃是
犱×（犱＋１）维的仿射转换参数矩阵，控制源点集进
行旋转，平移等仿射转换，并且该矩阵的第犱＋１列
为平移向量．非线性转换项使用可复制的核希尔伯
特空间（ＲｅｐｒｏｄｕｃｉｎｇＫｅｒｎｅｌＨｉｌｂｅｒｔＳｐａｃｅ，简称
ＲＫＨＳ）［２４］来表示点集的非刚性形变，其中犱×犣维
参数矩阵犅是高斯径向基函数犌（ＧａｕｓｓｉａｎＲａｄｉｕｓ
ＢａｓｉｓＦｕｎｃｔｉｏｎ，简称ＧＲＢＦ）的系数．当空间转换函
数犜被指定为等式（６）时，寻找最优的空间转换函
数的问题就转换为参数矩阵犃和犅的估计问题．为
了在配准过程中消除高斯噪声对参数估计的影响和
对源点集进行回归分析使得混合模型更具有一般
性，本文基于贝叶斯线性回归理论，在空间转换函数
中添加了方差为犳－１的犱维零均值高斯噪声［６］，因
此空间转函数犜重新表示为等式（７）．

狆（犜（犈））＝∏
犔

犾＝１
"

（犜（犲犾）｜犃犲犾＋犅犌，犳－１）（７）
２．２．３　动态调节的混合比例

在贝叶斯共轭先验理论中［２３］，指数族分布的
先验概率和后验概率属于同分布簇．根据多项式分
布的先验信息为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ分布［６］理论，本文采用
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ分布作为混合比例π的先验信息，动态调
节ＶＢＨＰＭ中的对应关系评估组件和离群点聚合
组件的混合比例，为对应关系缺失的点分配较小的
混合比例以保持点集间结构的稳定性，避免在配准
过程中出现过度形变或塌缩．

等式（８）中，混合比例π概率分布由超参数为
α０的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ先验分布%

（π｜α０）调节．指示变量犓
是评估目标点隶属于不同学生ｔ分布的关键因素，
当目标点属于第犾个ＴＬＭＭ分量时，犽狕犾等于１，否
则等于０．指示变量犓的条件概率表示如下：

狆（犓｜π）＝∏
犔＋犔０

犾＝１
π犽狕犾犾 （８）

２３　空间转换更新
为了避免在目标方程优化中陷入局部最优解并

获得更紧致的变分下界，本文使用基于变分贝叶斯
的树状平均场来近似真实后验分布．为了使得源点

集能够更稳健地进行空间转换更新并准确恢复点集
间的一一对应关系，避免在空间转换过程中点集出
现过度扭曲或塌陷的问题，本文提出了自适应全局
局部约束策略和双阶段先验退火方案来实现由局部
到全局的约束过程和由粗到精的配准过程．
２．３．１　基于ＶＢ框架的树状平均场近似

本文基于ＶＢ框架采用参数代理来近似真实后
验分布以避免目标方程陷入局部最优解，同时提出
了树状平均场因式分解方法来保持参数间的依赖关
系，以获得更紧致的变分下界．

变分贝叶斯后验近似方法是指用呈现某种特定
分布的参数代理来近似复杂难处理的真实后验分
布，将最小化分布间差异问题转换为最大化后验问
题，并加入先验分布来调节参数代理，以避免目标方
程优化过程中陷入局部最优解．等式（９）中的边缘条
件概率密度ｌｎ狆（犢｜犈）是参数代理要近似的真实后
验分布，由ＥＬＢＯ和ＫＬ散度相加组成．
ｌｎ狆（犢｜犈）＝&

（狇（Θ），犢）＋ＫＬ（狇（Θ）‖狆（Θ｜犢））（９）
其中，ＥＬＢＯ表示为
&

（狇（Θ），犢）＝∫Θ狇（Θ）［ｌｎ狆（犢，Θ）－ｌｎ狇（Θ）］ｄΘ（１０）
等式（９）中，&被称为证据下界或者变分自由能，等
式（１０）中的狆（犢，Θ）是目标点集和参数的联合概率
密度．经过等式（１１）中的一系列ＶＢＥＭ迭代过程，
非凸函数& 不断逼近边缘条件概率密度的似然函
数，参数代理狇（Θ）和真实后验分布狆（犢，Θ）间的相
似度逐渐增大，ＫＬ散度逐渐变小．当ＫＬ散度趋近
于０时，空间转换后的源点集和目标点集最大程
度重合．ＶＢＥＭ迭代求解ＥＬＢＯ最大值的步骤表示
如下：

狇狀＋１（犛）＝ａｒｇｍａｘ犔（狇（犛），狇狀（犛^），犢），
狇狀＋１（犛^）＝ａｒｇｍａｘ犔（狇狀＋１（犛），狇（犛^），犢）（１１）

其中，狇狀为迭代了狀次的变分近似后验概率，犛^为除
犛外其余变量的集合．依次对模型中的变量求取变
分，然后迭代求解出各变量的变分近似后验概率．根
据图３中的层次概率图模型，近似一个变量的后验
分布需要求解其余变量的联合概率密度期望，因此
求解某变量的近似后验分布往往会采用位于其马尔
可夫毯上的所有其他变量的均值，以避免目标方程
陷入局部最优解．

参数代理的完整阶乘假设是最常见的参数代理
分解方法，根据平均场理论，参数代理可分解为变量
和参数独立相乘的形式或者边缘概率密度相乘的形
式［２５］．平均场近似变分后验的方法以牺牲准确度为
代价来换取算法的效率，忽略了变量间的依赖关系，
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造成真实后验分布和参数代理间有一定的差异．为
解决这个问题，本文提出了一种基于ＶＢ框架的树
状平均场因式分解方法来保持变量间的依赖关系，
表示如下：

狇（Θ）＝狇（π）狇（犜）狇（犳）∏
犔

犾＝１
狇（犿狕犾｜犽狕犾）狇（Γ犾）×

∏
犔＋犔０

犾＝犔＋１
狇（狀狕犾｜犽狕犾）狇（!犾）狇（Λ犾） （１２）

等式（１２）中，由隐变量犓调节对应关系评估组件和
离群点聚合组件的规模参数犕和犖．等式（１３）和
（１４）中，犕和犖分别是参数为狌和狏的Ｇａｍｍａ函
数，且参数狌和狏没有共轭先验．

狆（犿狕犾｜犽狕犾）＝# 犿狕犾狌犾２，
狌犾（ ）２犽狕犾 （１３）

狆（狀狕犾｜犽狕犾）＝# 狀狕犾狏犾２，
狏犾（ ）２犽狕犾 （１４）

２．３．２　自适应全局局部约束策略
本文提出了自适应全局局部约束策略，在每次

迭代中自动调整空间转换函数的全局和局部约束的
正则化强度，使转换后的源点集与目标点集具有更
高的相似性，从而实现从局部到全局的约束过程．

在源点集空间转换过程中，形变和旋转容易
使得点集间单一的结构约束失效，为了在配准的过
程中更灵活和有效地维护点集间结构的稳定性，
本文提出了一种自适应全局局部结构约束策略作
为空间转换函数犜的约束项．等式（１５）中的参数
ｅｘｐ（Γ犾）和ｅｘｐ（１／Γ犾）分别为全局结构约束' 和局
部结构约束犡的正则化项，在迭代过程中，精度Γ随
着源点集和目标点集间差异的降低而增大，此时两
种约束的主导地位进行更迭，从而实现从局部到全
局的约束过程．

犈（犜）＝ｌｎｅｘｐ（Γ犾）２ ' ＋ｅｘｐ（１／Γ犾）２［ ］犡（１５）
（１）全局结构约束．基于运动一致性理论（Ｍｏｔｉｏｎ

ＣｏｈｅｒｅｎｔＴｈｅｏｒｙ，简称ＭＣＴ）［２６］，空间位置越相近
的点集运动趋势越一致，通过强制点集保持一致
的运动方向来限制点集移动的自由度．当点集发
生非刚性形变或大尺度旋转时，运动一致性约束
能够抑制不符合点集总体运动方向的错误移动，
但是单一的全局结构约束往往会阻碍点集的最
大化重叠．全局结构约束项犜狉（犅Ｔ犌犅）中的犜狉（·）
代表矩阵的迹．犅是高斯径向基函数犌犻犼（犈）＝
ｅｘｐ－１２Γ２犲犻－犲犼（ ）２２的带权矩阵．

（２）局部结构约束．当发生非刚性形变或大尺
度旋转时，点集间的局部结构比全局结构更加牢靠．

在配准初期，离群点往往散布在偏离聚类中心较远
的位置，所以点集局部段间结构差异较为显著，局部
向量长度明显．本文通过加入局部结构约束（Ｌｏｃａｌ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎ，简称ＬＳＣ）［５］来最小化点集
局部段间的结构差异，以保存对应点局部结构的相
似性，提高配准结果的准确性．如图４所示，ＬＳＣ通
过强制对齐两个点的局部结构来使得两个点的局部
段结构差异最小．ＬＳＣ表示为等式（１６）．
犔犛犆（犜）＝π（犡^）－π（犜（犢^））２＝犜狉（犗犗Ｔ）（１６）

犡^和犢^分别表示待配准的目标点集和源点集，π（·）
为局部结构描述子．当点集犡^包含犻个点，且每个
点有犓^个相邻点时，犡^的局部结构描述子可表示为

π（狓犻）＝∑
犓^

犽^＝１
Ω犻犽^狓犻狓犻犽^．犗在文中表示为犗＝（Ω犡^－

犓^犐^）犡^－（Ω犢^－犓^犐^）（犃犢^＋犅犌）．矩阵Ω用于选取
离点集中第犻个点最近的犓^个非零相邻点，犌犻＝
ｅｘｐ（－狓犻犓^－狓犻２／狏^２），狏^为所有局部向量长度的方
差，Ι^为单位矩阵．

图４　局部结构约束（（ａ）为在给定的点集中任意选取一
个点，并找到犓^个与其相邻的点；（ｂ）为提取该点两
个局部段的局部结构描述子，虚线箭头代表局部结
构差异；（ｃ）为最小化目标方程等于向局部向量施
加外力；（ｄ）为两个点集的局部段实现最大化重叠）

２．３．３　双阶段先验退火方案
本文提出了基于ＶＢ框架的双阶段先验退火方

案，在退火过程中使用Ｇａｍｍａ先验分布动态调节
精度Γ，同时实现由粗到精和由局部到全局的配准
过程，并更稳健地恢复点集间一一对应关系的同时
避免算法陷入局部最优解．

通常退火策略［４］首先增加退火温度来对低熵分
布进行惩罚，再实施一系列阶段降温方案来降低惩
罚强度以细化空间转换过程，来实现由粗到精的配
准．但是在基于ＶＢ框架下的双阶段退火方案中，通
过调节精度Γ的先验尺度矩阵即可准确恢复点集
间对应关系．较大的能够提升点集的配准精度，但
是容易造成算法陷入局部最优解中，与此相反，较小
的能够为目标点集更均匀地分配混合子组件，提
升算法克服局部最优解的能力，但是这种均匀的混
合子组件会使得点集间的不确定性上升，从而降低
配准精度．因此，在配准初期，本文将先验尺度矩阵
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设为较小值，以增大混合子组件的可配准范围，获
得更多潜在的正确对应点，同时较小的也减少了
局部结构约束的强度，保持点间局部结构的稳定性
为现阶段空间转换的主要约束．在配准过程中，将线
性和非线性对应关系转换的两个阶段加入到退火框
架中，将的调整作为衡量不确定对应关系的度量
方法，随着增大，混合子组件的可配准范围变窄，
点间对应关系的不确定性减小，此时保持点间全局
结构的稳定性为空间转换的主要约束．在配准后期，
随着温度趋于稳定，空间转换后的目标点集落在较
狭窄的可配准范围里，直至目标方程收敛．
２．３．４　参数后验近似推理

基于ＶＢ框架的真实后验近似方法是根据指数
族分布的共轭特性，即先验分布和后验分布有相同
的分布簇，从而根据等式（５）、（１０）和等式（１２）来推
理出模型中参数和变量的后验近似概率．

（１）规模参数犕
定义犽狕犾＝犺，参数代理狇（犿狕｜犺）的近似表达式

为等式（１７），详细推导见附录．
狇（犿狕｜犺）∝ｅｘｐ〈ｌｎ［狆（狔狕｜犿狕，犺）狆（犿狕｜犺）］〉（１７）

迭代了犾次后的变分近似代理狇（犿狕｜犺）服从形状和
尺度参数分别为ω狕犾和ψ狕犾的Ｇａｍｍａ分布#

（犿狕｜
ω狕犾，ψ狕犾），其参数的更新为等式（１８）．

ω狕犾＝狌犾＋犱２；ψ狕犾＝
狌犾＋φ～狕犾
２ （１８）

其中，φ～狕犾表示马氏距离的期望，φ～狕犾〈（狔狕－犜（犲犾））Ｔ
犿狕犾Γ犾（狔狕－犜（犲犾））〉，〈·〉代表期望算子．

（２）规模参数犖
参数代理狇（狀狕｜犺）的近似表达式为等式（１９）：
狇（狀狕｜犺）∝ｅｘｐ〈ｌｎ［狆（狔狕｜狀狕，犺）狆（狀狕｜犺）］〉（１９）

迭代了犾次后的变分近似代理狇（狀狕｜犺）服从形状和尺
度参数分别为γ狕犾和τ狕犾的Ｇａｍｍａ分布#

（狀狕｜γ狕犾，τ狕犾），
其参数的更新为等式（２０）．

γ狕犾＝狏犾＋犱２；τ狕犾＝狏犾＋ε
～狕犾
２ （２０）

其中，ε～狕犾＝〈［狔狕－!犾］Ｔ狀狕犾Λ犾［狔狕－!犾］〉为马氏距离
的期望．

（３）混合比例π
潜在的指示变量和尺度变量的联合后验能从它

们的全条件分布的期望里获得，通过归一化和边缘
化后，可以得到犽狕犾的期望表达式为等式（２１）（详细
推导见附录）．

〈犽狕犾〉＝狇（犽狕犾）

∑
犔

犾＝１
狇（犽狕犾）

（２１）

定义犣犾＝∑
犣

狕＝１
〈犽狕犾〉，α０为第犾个混合自组件的先验样

本大小．混合比例π的后验概率仍然是样本大小为
α犾的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ分布，其中犾∈［１，犔＋犔０］，则π的后
验概率参数更新如等式（２２）所示：

α犾＝α０＋犣犾 （２２）
（４）离群点聚合组件的均值! 和精度Λ
在离群点聚合组件中，参数η０，ζ０，ε０和β０分别

为ＧａｕｓｓｉａｎＷｉｓｈａｒｔ先验分布的先验均值，相对精
度，自由度和先验精度．均值! 和精度Λ仍然服从
ＧａｕｓｓｉａｎＷｉｓｈａｒｔ分布，则后验概率参数更新如等
式（２３）所示：

η犾＝η０＋犣犾
ε犾＝ε０＋犣犾
ζ犾＝１η犾［η０ζ０＋犣犾狔狕］

β－１犾＝β－１０＋１η犾［η０ζ０ζ
Ｔ０＋犢〈犾〉犢Ｔ］

（２３）

式中犾＝犱（［犽１犾，犽２犾，…，犽狕犾］），其中下标的取值范围
为犔＋１犾犔＋犔０，函数犱（·）将向量转换为对角
矩阵．

（５）对应关系评估组件的精度Γ
精度矩阵Γ的先验分布是形状和尺度参数分

别为ρ犾和犾的Ｇａｍｍａ分布，定义犅狕犾＝〈犽狕犾〉〈犿狕犾〉，
仍然服从Ｇａｍｍａ分布的精度Γ的后验概率参数更
新如等式（２４）和（２５）所示．

ρ犾＝ρ０＋犣犾 （２４）

犾＝０＋１２∑
犣

狕＝１
犅狕犾〈［狔狕－犜（犲犾）］Ｔ［狔狕－犜（犲犾）］〉（２５）

（６）噪声方差犳
噪声方差犳的先验分布是形状参数为狉０和尺

度参数为犵０的Ｇａｍｍａ分布，不考虑Α和Β的先验
信息，犳的后验概率相关参数迭代更新如等式（２６）
和（２７）所示．

狉犾＝狉０＋１２犔 （２６）

犵犾＝犵０＋１２∑
犔

犾＝１
〈（犜（犲犾）－犃犲犾－犅犌．犾）Ｔ×

（犜（犲犾）－犃犲犾－犅犌．犾）〉 （２７）
（７）空间转换函数权重矩阵Α和Β
根据变分贝叶斯理论，空间转换函数犜的近似

代理为等式（２８）所示：
ｌｎ狇（犜）∝－１２∑

犣

狕＝１∑
犔

犾＝１
〈犽狕犾〉φ～狕犾－ｌｎ狆（犜）＋犈（犜）（２８）

由于犜的后验分布呈现对称凹形，模型存在唯一的
极值点，转换方程的最优解被转化成为求解系数矩
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阵Α和Β的最优解．在等式（２９）、（３０）中定义狑^＝
（Ω犡^－犓^犐^）犡^－（Ω犈－犓^犐^）犅犌，狌^＝（Ω犡^－犓^犐^）犡^－
（Ω犈－犓^犐^）犃犈，狏^＝（Ω犈－犓^犐^），通过对等式（２８）两
边的期望求偏导可以得到犃和犅的更新方程为

犃＝［犳犜－犅犌＋ｅｘｐ（１／Γ犾）狑^狏^］×
［犳犈＋ｅｘｐ（１／Γ犾）狏^Ｔ犈狏^］－１ （２９）

犅＝［犳犜－犃犈－ｅｘｐ（Γ犾）犌＋ｅｘｐ（１／Γ犾）狌^狏^］×
［犳犌＋ｅｘｐ（１／Γ犾）狏^Ｔ犌狏^］－１ （３０）

２４　算法复杂度分析
算法１给出了基于变分贝叶斯层次概率模型的

点集配准算法的伪代码，显而易见，这些公式之间是
相互关联的，必须通过迭代步骤来依次求解．

算法１．　基于变分贝叶斯层次概率模型的点
集配准．

输入：犈＝｛犲犾｝犔犾＝１，犢＝｛狔狕｝犣狕＝１，Δ
输出：迭代后的空间转换函数犜
初始化：ρ０，０，ε０，β０，η０，ζ０，α０，狉０，犵０
１．ＷＨＩＬＥＥＬＢＯ小于ΔＤＯ
２．ＶＢＥＳＴＥＰ：
３． 根据等式（１７）计算规模参数犕的参数代理

狇（犕｜犓）
４． 根据等式（１９）计算规模参数犖的参数代理

狇（犖｜犓）
５． 根据等式（２８）计算空间转换函数犜的期望
６． 根据等式（４１）和（４２）计算指示变量犓的期望
７．ＶＢＭＳＴＥＰ：
８． 根据等式（２２）更新混合比例π的后验参数α
９． 根据等式（２３）更新均值! 和精度Λ的后验参数

η，ε，ζ，β（离群点聚合组件）
１０．根据等式（２４）和（２５）更新精度Γ的后验参数

ρ，（对应关系评估组件）
１１．根据等式（２６）和（２７）更新噪声方差犳的后验参

数狉，犵
１２．根据等式（２９）计算权重矩阵Α
１３．根据等式（３０）计算权重矩阵Β
１４．ＥＮＤＷＨＩＬＥ
由等式（２５）和（４１）可知，参数代理在每次迭

代过程中逼近真实后验分布的计算复杂度分别为
犗（犱２（犣＋犱）犔）和犗（犱３犔犣）．不同于非ＶＢ框架的
优化算法［４５，７，１８］，基于ＶＢ框架下的代理参数在逼
近真实后验概率时，算法的复杂度明显增加，尤其求
取精度矩阵时需要进行大量矩阵逆运算，所以ＶＢ
方法不被建议用于大规模的点集配准，但是可以通
过降采样，下采样等方法来构建源点集稀疏化特征
点集［２７］，然后再利用ＶＢＨＰＭ对特征点集和目标点

集进行配准，以降低算法计算的复杂度．

３　实验结果
本文使用Ｍａｔｌａｂ２０１９ａ来实现算法，并通过两

类配准实验测试了本文算法的各项性能．
（１）算法贡献实验结果展示：
①ＶＢＨＰＭ抵抗离群点；
②自适应全局局部约束策略；
③双阶段先验退火．
（２）点集和图像配准：
①轮廓点集配准；
②３Ｄ点集配准；
③图像配准．
本文算法与当前１３种流行算法进行了比较实验：
（１）在点集配准实验中，本文使用ＧＬＣＡＴＥ［５］、

ＶＢＰＳＭ［６］、ＧＭＭＲＥＧ［７］、ＭＡＬ２Ｅ［８］、ＣＰＤ［１８］、ＩＰＣ
ＭＣＣ（ＩｔｅｒａｔｉｖｅＣｌｏｓｅｓｔＰｏｉｎｔＭａｘｉｍｕｍＣｏｒｒｅｎｔｒｏｐｙ
Ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ）［２８］算法和本文方法ＶＢＨＰＭ进行比较；

（２）在图像配准实验中，本文使用ＶＦＣ［４］、ＧＬ
ＣＡＴＥ［５］、ＬＭＲ［１０］、ＳＩＲ［１１］、ＬＰＭ［１２］、ＧＬＰＭ［１３］、
Ｙａｎｇ等人［２０］、ＬＬＴ［２１］算法和本文方法ＶＢＨＰＭ进
行比较．

实验性能评估标准：本文使用配准精度
（犘狉犲犮犻狊犻狅狀），绝对中位差（犕犃犇），平均绝对误差
（犕犃犈），均方根误差（犚犕犛犈）和标准差（犛犇）来评
估算法的性能：

犘狉犲犮犻狊犻狅狀＝犜犘
犜犘＋犉犘 （３１）

犕犃犇＝犿犲犱犻犪狀（犿狀－狊狀） （３２）

犕犃犈＝∑
犖犾

狀＝１
犿犾狀－狊犾狀
犖犾 （３３）

犚犕犛犈＝１
犖犾∑

犖犾

狀＝１
犿犾狀－狊犾狀槡 ２ （３４）

犛犇＝１
犖犾∑

犖犾

狀＝１
（犱（犿犾狀，狊犾狀）－犚犕犛犈）槡 ２ （３５）

其中犜犘为正确的对应关系的点集，犉犘为错误的对
应关系的点集，其中正确对应关系的点集可直接由指
示变量犓中获得．犿犾狀和狊犾狀分别表示源图像和目标图
像的第狀个标记点，犖为标记点数量，犱（犿犾狀，狊犾狀）为
犿犾狀和狊犾狀间的距离．犿犲犱犻犪狀用于求解中值．

在点集配准实验中，（１）形变程度设定：二维点
集设定８个控制点，分别均匀分布在轮廓点集边缘的
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上、下、左、右、左上、左下、右上、右下方．三维点集设
定６个控制点，分别均匀分布在点集的上、下、左、
右、正前、正后方［２９］．控制点移动顺序和方向随机，
其中每个控制点有上、下、左、右四个移动方向及
０．２的移动步长；（２）离群点规模设定：按源点集总
数的０．５到１．３倍来随机生成不同分布的离群点；
（３）旋转角度设定：以１５°为间隔，按照－９０°到９０°
的范围对源点集进行旋转；（４）对应关系缺失设定：
按源点集总数的０．１到０．５倍来随机或连续删除部
分源点集；（５）实验中的先验超参数设置：①对应关
系评估组件：ρ０＝犱＋１，０＝１犐^；②离群点聚合组件：
ζ０＝犱＋１，ε０＝０．０１，β０＝１犐^；③混合比例：α０＝１；
④噪声：狉０＝１，犵０＝１犐^；（６）离群点聚合子组件数量
犔０设定：不同于其他方法需要对离群点聚合子组件
的数量进行准确估计［４，１８］，ＶＢＨＰＭ中离群点聚合
子组件数量可选取为估计值，本文根据经验将离群
点聚合分量的数量设定为犔０＝ｌｏｇ（犣－犔），该假设
基本能够满足实验精度要求．
３１　犞犅犎犘犕抵抗离群点

为了评估基于不同混合模型（ＴＬＭＭ，ＧＭＭ）
和优化框架（ＥＭ，ＶＢ）的配准性能，本文使用３６３个
点的３Ｄ数据集ｒａｂｂｉｔ展示了当离群点规模为１．１
且无噪声时，使用不同聚类算法和优化框架的配准结
果．如图５所示，（ａ）为离群点规模为１．１且无噪声
时，源点集“＋”和目标点集“ｏ”的初始位置；（ｂ）和
（ｃ）分别为基于ＴＬＭＭ（ＶＢ）和基于ＧＭＭ（ＥＭ）的
聚类模型配准结果；椭球表示离群点混合组件均值
狇（! ）的后验概率分布范围，混合模型的每个子组
件根据混合比例狇（π）用不同的灰度级表示；（ｄ）为
离群点规模为０．８，噪声规模为０．２时ＶＢＨＰＭ的
配准结果；（ｅ）为在不同规模的离群点下，本文分别
使用ＧＭＭ和ＥＭ来替换ＶＢＨＰＭ中的ＴＬＭＭ和
ＶＢ，并展示了配准后的平均误差，其中模型中涉及
的部分共同参数值设置相同．从图５（ｅ）中可以看
出，四种方法均可在离群点规模较小的情况下达到
较小的平均误差，因为当离群点较稀疏时，ＴＬＭＭ
的协方差矩阵逐渐增大，可近似看作是高斯分布．但
当离群点规模增大后，基于ＥＭ框架的算法更容易
陷入局部最优解，使得实验平均误差增大．基于
ＴＬＭＭ和ＶＢ框架的ＶＢＨＰＭ比其他三种方法获
得更小的平均误差．实验结果表明，由Ｇａｍｍａ函数
来调节的学生ｔ分布因为有比高斯分布更长的尾
巴［３０］，在迭代过程中为离聚类中心较远的点分配较
小的概率值，从而降低离聚类中心较近的离群点的
影响，因此ＴＬＭＭ能够提供比ＧＭＭ更鲁棒的配
准性能．由于ＥＭ框架对待优化目标方程的参数初

始值较敏感，而初始值往往根据经验设定，不能根据
历史迭代状态进行调整，使得目标方程容易陷入局
部最优解．而基于ＶＢ框架的优化算法通过引入先
验信息来指导参数的更新，降低了目标方程对初始
值的影响．随着离群点规模逐渐增大，参数的更新更
为复杂，单一的初始值设定往往会导致目标方程难
以收敛．

图５　离群点聚合方法比较（（ａ）为离群点规模为１．１时的
点集初始位置；（ｂ）为ＶＢＨＰＭ配准结果；（ｃ）为基于
ＧＭＭ（ＥＭ）算法的配准结果；（ｄ）为离群点规模为
０．８，噪声规模为０．２时ＶＢＨＰＭ的配准结果；（ｅ）为
基于不同混合模型和优化方法的配准平均误差比较）

３２　自适应全局－局部约束策略
为了展示自适应全局局部约束策略能够在点

集发生较大程度的形变，旋转和对应关系缺失的情
况下仍能保持点集间结构的稳定性，本节使用公开
轮廓数据集［５］来观测源点集空间转换后的配准结
果．图６的第１行为源点集和目标点集的初始位置；
第２行为变分后验近似结果，ＶＢＨＰＭ中每个分量
的混合比例由不同的灰度级表示．从左到右每一列
分别是：ｆｉｓｈ２（９１个点）中目标点集发生了程度为３
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图６　群点聚合方法比较（（ａ）为离群点规模为１．１时的点集初始位置；（ｂ）为ＶＢＨＰＭ配准结果；（ｃ）为基于ＧＭＭ（ＥＭ）算法
的配准结果；（ｄ）为离群点规模为０．８，噪声规模为０．２时ＶＢＨＰＭ的配准结果；（ｅ）为基于不同混合模型和优化方法的
配准平均误差比较）

非刚性形变后的配准结果；ｆａｃｅ（３１７个点）中源点集
缺失５２个点且目标点集旋转７０°后的配准结果；
ｆｉｓｈ１（９８个点）中源和目标点集皆缺失１４个点且发
生程度为２的非刚性形变后的配准结果；ｈｅａｒｔ（９６
个点）中目标点集旋转３０°，发生程度０．５的形变且
加入规模为１．５的离群点的配准结果；ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ
（１７２个点）中加入规模为１的非均匀分布离群点并
且发生程度为１．５的形变后的配准结果．

在非刚性配准实验中，本文使用ＧＲＢＦ作为空
间转换函数的非线性部分，对非刚性形变所产生的
非线性位移噪声进行补偿．本实验中，高斯核的尺度
参数设定为１．当点集发生较大形变时，本文提出了
自适应全局局部约束策略来自动调整全局和局部
约束的正则化强度，从而实现从局部到全局的约束
过程．在局部转换阶段，首先设置较小的精度先验作
为局部约束的正则化项来增大局部约束的占比，此
时点集配准以维护局部结构的稳定性为主．在全局
转换阶段，随着精度逐渐增大，全局约束项正则化参
数增大，此时点集以维持全局结构稳定性为主，即限
制点集非线性转换的自由度．ｆｉｓｈ中的点集不仅准
确恢复了对应关系，并且每个混合分量的混合比例
相同，配准结果达到稳定状态．在点集对应关系缺失
配准实验中，本文采用Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ先验分布来动态调
节混合模型的混合比例，为缺失对应关系的点分配
较小的混合比例，同时为相邻点缺失的点分配较大
的混合比例以保持点集局部结构的稳定性．由于
ｆａｃｅ点集随机删除部分点，配准完成后每个混合分
量的混合比例不同，相邻点未缺失的点能够被分配
到较均匀的比例，此时点集状态不稳定．当连续删除
ｆｉｓｈ１的部分点后，剩余点集间结构更稳定，因此配
准后的混合模型被更均匀地分配混合比例．当存在
离群点时，自适应全局局部约束策略可以根据点集

间局部和全局结构的相似性来评估点集间对应关系
的同时抵抗离群值的干扰，防止错误的对应关系导
致的点集发生过度形变问题．综上所述，自适应全
局局部约束策略能够在同时发生形变，旋转，存在
对应关系缺失和大规模离群点的情况下皆能准确地
恢复一一对应关系．
３３　双阶段先验退火

为了验证在配准中使用双阶段先验退火方案来
动态调节先验分布Ｇａｍｍａ的尺度矩阵０比设置固
定的先验尺度矩阵０能更准确地评估点集一一对
应关系，实验选用１０５个点的Ｃｈｉｎｅｓｅｃｈａｒａｃｔｅｒ［５］
并将发生程度为４的形变后的点集作为目标点集进
行配准，通过使用不同的尺度参数０来观测狇（Θ）的
后验近似结果．图７精度的初始值设定为待配准的目
标点集提供了初始配准的邻域范围，从而影响配准的
准确度．由图７可知，当先验尺度矩阵０＝１２×犐^时，
算法陷入局部最优解．初配准时若没有少量已知正
确对应关系的点作为参考，则较大的０使得配准的
误差增大，极易使算法陷入局部最优解中．当先验尺
度矩阵０＝０．３×犐^时，后验精度Γ往往较小，此时
子组件的混合比例分配均匀，配准结果的不确定性
增加，因此较小的０只能大致圈定部分点作为潜在
的正确对应关系点，而不能准确预估点集间的一一
对应关系．因此在配准过程中，设置较小的先验精度
为点集均匀分配混合比例，在形变较大的情况下有
利于维持点集间结构的稳定性，避免目标方程陷入
局部最优解．然而这也限制了非刚性转换的自由度，
使得点集间对应关系难以评估．基于以上情况，本文
使用Ｇａｍｍａ先验分布来动态调节精度Γ，在迭代过
程中通过设置由小到大的先验尺度矩阵０来灵活
调节点集的可配准范围，在获得较高的配准精度的
同时避免算法陷入局部最优解．
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图７　先验尺度矩阵０对配准结果的影响（（ａ）为源点集“＋”
和目标点集“ｏ”的初始位置；（ｂ）～（ｄ）分别为精度的先
验尺度矩阵分别固定为１２×犐^、０．３×犐^和使用ＶＢＨＰＭ
自动调节０的配准结果．其中混合模型的每个子组件
根据混合比例狇（π）用不同的灰度级表示；（ｂ）中的除目
标点集的圆圈为离群点混合组件均值的后验概率分布
范围；（ｃ）中除目标点集的圆圈为空间转换函数犜的变
分近似概率）
图８展示了基于双阶段退火方案调节的由粗到

精配准过程，实验使用数据集ｆｉｓｈ１（９８个点）［５］在目
标点集包含规模为１．５的离群点的情况下进行配
准．（ａ）为点集的初始位置，其中“＋”和“ｏ”分别表
示源点集和目标点集；（ｂ）～（ｄ）分别为迭代１００次，
２００次和３００次后的点集配准结果，由以目标点集
为中心的混合高斯分量比例及点集的配准邻域范围
来展示由粗到精的配准过程；除了目标点集外的圆
圈表示空间转换函数犜的变分近似概率；（ｅ）为迭
代３００次后的狆（犢｜犈）变分近似后验．在粗配准阶
段，首先设置较小的精度先验矩阵，为每个混合分量
均匀分配的混合比例，此时目标点的邻域范围较大，
点集间的对应关系不确定，狆（犢｜犈）的后验近似代理
分布较为平坦．在精配准阶段，通过逐渐增大先验尺
度矩阵０来降低退火的温度，此时目标点集的可配
准邻域范围被缩小，点集间关系的确定性增加，混合
子组件的不确定性降低，从而达到获取点集间一一
对应关系的目的．此时内点在对应关系评估组件中
混合比例增加，离群点聚合组件在聚合离群点的同
时依据先验信息来更新参数，从而确定聚类中心的
数量．需要指出的是，离群点聚合子组件数量的不确
定性可能会导致算法性能下降，过小的子组件初始
值也会增大组件聚类的难度，使得配准精度下降．当
退火直至点集状态稳定时，离群点在离群点混合组
件中的混合比例和总数趋于稳定，此时不仅恢复能
够点集间的一一对应关系，并且采用的树状平均场
因式分解方法同时获得了更紧致的变分下界．

图８　双阶段退火方案调节的由粗到精配准过程（（ａ）为点
集的初始位置；（ｂ）～（ｄ）分别为迭代１００次、２００次和
３００次后的配准结果，根据混合比例狇（π）用不同的
灰度级表示子组件的概率；（ｅ）为迭代３００次后的
狆（犢｜犈）变分近似后验）

３４　轮廓点集配准
图９展示了点集的初始位置和六种算法（ＧＬ

ＣＡＴＥ［５］、ＶＢＰＳＭ［６］、ＧＭＭＲＥＧ［７］、ＭＡＬ２Ｅ［８］、
ＣＰＤ［１８］和ＶＢＨＰＭ）在不同情况下的配准结果．从
左到右每一列分别为：ａｌｉｅｎ（２０７个点）加入规模为
１．１的离群点后的配准结果；ｈｏｒｓｅ（１９８个点）发生
程度为４的形变后的配准结果；ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ（１７２个点）
旋转９０°后的配准结果；ｆｉｓｈ２（９１个点）缺失３８个点
后的配准结果；ｈａｎｄ（３０２个点）旋转４５°且发生程度
为３．５的形变后的配准结果；ｅｌｅｐｈａｎｔ（２９５个点）缺
失９０个点并旋转８５°后的配准结果；ｈｅａｒｔ（９６个点）
发生程度为３的形变并加入规模为２的离群点后的
配准结果；ｂｉｒｄ（１４６个点）旋转８５°并加入规模为２
的离群点后的配准结果；ｆｉｓｈ１（９８个点）缺失２６个
点并发生程度为２．５的形变后的配准结果；ｌｉｎｅ（６０
个点）缺失３２个点并加入规模为１的离群点后的
配准结果．表１为本文方法ＶＢＨＰＭ和ＶＢＰＳＭ、
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图９　轮廓点集配准结果（每一行分别代表了点集初始位置，算法ＶＢＰＳＭ［６］、ＧＬＣＡＴＥ［５］、ＭＡＬ２Ｅ［８］、ＣＰＤ［１８］、ＧＭＭＲＥＧ［７］
和ＶＢＨＰＭ的配准结果；每一列分别代表源点集在Ｏ（离群点）、Ｄ（形变）、Ｒ（旋转）、Ｍ（缺失）、ＲＤ（旋转和形变）、ＭＲ（缺失
和旋转）、ＯＤ（离群点和形变）、ＲＯ（旋转和离群值）、ＤＭ（形变和缺失）和ＯＭ（离群值和缺失）下和目标点集的配准结果）

ＧＬＣＡＴＥ、ＭＡＬ２Ｅ、ＣＰＤ、ＧＭＭＲＥＧ六种算法在
不同点集上的配准时间比较．由表１可知，ＶＢＨＰＭ
在小样本集中的计算速度是可以接受的．对于基于
ＶＢ框架的大规模点集配准的算法复杂度问题，可
以考虑入未来的研究工作中，如提取点集中心点进
行配准［６］．

表１　算法时间比较 （单位：ｓ）
数据集
点数

ｈａｎｄ
６０

ｂｉｒｄ
１４６

ｌｉｎｅ
３０２

ＶＢＰＳＭ ２．４５３ ４．３２５ ７．６９７
ＧＬＣＡＴＥ １．５４９ ２．０４５ ４．５８６
ＭＡＬ２Ｅ ５．７８２ ８．５８２ ２１．５２８
ＣＰＤ ０．１３５ ０．２９６ ０．９８６

ＧＭＭＲＧＥ ０．５５７ ０．８３７ １．５９５
ＶＢＨＰＭ ２．７６３ ４．２５９ ６．９５２

当存在大规模的离群点时，本文提出的ＶＢＨＰＭ
采用一个额外的离群点聚合组件来抵抗离群点，同时
采用贝叶斯线性回归的方法来处理噪声．ＶＢＰＳＭ［６］
的实验结果仅次于ＶＢＨＰＭ，但是这种方法不能
很好地抵抗呈现非高斯分布的离群点．ＧＬＣＡＴＥ［５］
和ＣＰＤ［１８］仅加入一个均匀分布作为额外项来处理
离群点，存在多簇离群点时容易产生估计偏差．
ＧＭＭＲＥＧ［７］和ＭＡＬ２Ｅ［８］都没有对离群点进行显
式建模，所以实验结果比较相似．针对点集对应关系
缺失，发生较大程度的形变和旋转的情况下，ＣＰＤ［１８］
采用了运动一致性的全局约束来保持点集间结构的
稳定性，但是由于缺少局部约束项，所以实验结果有

一定的偏差．ＧＬＣＡＴＥ［５］虽然采用了全局局部约
束相结合的方法来保持点集间结构的稳定性，但是
由于缺乏对点集间对应关系缺失情况的显式建模，所
以在对应关系缺失时容易产生估计偏差．ＶＢＰＳＭ［６］

比其他算法在点集对应关系缺失时有更好的配准结
果，但是由于缺乏对点集空间转换进行约束，使得点
集在发生较大形变时发生误配准．综上所述，ＶＢＰＳＭ
在存在高斯分布的离群点和对应关系缺失的情况下可
以获得较好的配准结果，ＧＬＣＡＴＥ［５］和ＭＡＬ２Ｅ［８］能
够在发生形变时维护点集间结构的稳定性，当存在离
群点和较大程度形变时，ＧＭＭＲＥＧ［７］和ＣＰＤ［１８］有
一定的配准误差．本文提出的方法针对存在离群点，
对应关系缺失，发生形变和旋转的情况都能够较准
确恢复地点集间一一对应关系．
３５　轮廓点集配准误差展示

本节使用轮廓点集Ｃｈｉｎｅｓｅｃｈａｒａｃｔｅｒ（１０５个
点）［５］在多因素（旋转、形变、离群点、对应关系缺失及
复合因素）的影响下，对六种配准算法ＧＬＣＡＴＥ［５］、
ＶＢＰＳＭ［６］、ＧＭＭＲＧＥ［７］、ＭＡＬ２Ｅ［８］、ＣＰＤ［１８］和
ＶＢＨＰＭ进行平均误差对比．如图１０所示，（ａ）～
（ｊ）中的影响因素分别为：形变（０．５～４）；离群点
（０．５～１．３）；对应关系缺失（０．１～０．５）；旋转角度
（－９０°～９０°）；旋转４５°＋形变（０．５～４）；旋转４５°＋
对应关系缺失（０．１～０．５）；对应关系缺失比０．４＋
形变（０．５～４）；离群点０．５＋对应关系缺失（０．１～
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图１０　轮廓点集配准误差展示（（ａ）～（ｊ）分别为使用Ｃｈｉｎｅｓｅｃｈａｒａｃｔｅｒ点集在多因素影响下，六种不同算法的配准平均误差对比图）
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０．５）；形变２＋离群点（０．５～１．３）和旋转４５°＋离群
点（０．５～１．３）．

点集形变程度和旋转角度的增大容易导致点集
结构在空间转换过程中失效，使得配准后的点集发
生夸张的形变或塌缩．ＶＢＨＰＭ在发生较大程度形
变和旋转的情况下的平均误差小于其他五种算法，
ＣＰＤ［１８］和ＭＡＬ２Ｅ［８］在较大程度形变和旋转的情
况下配准精度明显下降．离群点和对应关系缺失点
的规模增大会使得点集间的差异变小，单一的结构
约束往往会导致点集在配准过程中产生不适定问
题，ＶＢＨＰＭ和ＶＢＰＳＭ［６］在处理对应关系缺失时
有较为相似的配准精度，ＧＭＭＲＥＧ［７］和ＣＰＤ［１８］在
大规模离群点的情况下配准误差明显增大．本文提
出ＶＢＨＰＭ在包含较大程度的旋转形变和大规模
离群点，对应关系缺失的情况下都能获得较高的配

准精度．
３６　３犇点集配准

图１１展示了３Ｄ点云公开数据集①在多因素影
响下的配准结果．第１行至第４行分别为：ｂｕｓ（８３０
个点）旋转６０°后的配准结果；ｅｌｅｐｈａｎｔ（６２４个点）旋
转６０°并缺失１８７个点后的配准结果；ｃｈａｉｒ（１０００个
点）旋转６０°并加入５００个离群点后的配准结果；
ｓｋｕｌｌ（１００１个点）旋转２０°并发生形变程度为１．５后
的配准结果．从左到右，第１列为点集初始位置；第
２列为配准结果的２Ｄ展示，其中混合模型的每个子
组件根据混合比例狇（π）用不同的灰度级表示；第３
列为配准结果的３Ｄ展示．实验结果表明，ＶＢＨＰＭ
在３Ｄ点云数据发生旋转，形变，对应关系缺失和加
入大规模离群点的情况下能够准确恢复点集间的一
一对应关系．

图１１　３Ｄ点云配准结果展示（从左到右分别为点云的初始位置、点云配准的２Ｄ结果和３Ｄ结果展示．从上到下分别
为：点云在Ｒ（旋转）、ＭＲ（对应关系缺失和旋转）、ＲＯ（旋转和离群点）、ＤＲ（形变和旋转）的四种不同情况下的配准结果）
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图１２展示了ＰＣＬ（ＰｏｉｎｔＣｌｏｕｄＬｉｂｒａｒｙ）公开
数据集①使用三种算法ＩＰＣＭＣＣ（ＩｔｅｒａｔｉｖｅＣｌｏｓｅｓｔ
ＰｏｉｎｔＭａｘｉｍｕｍＣｏｒｒｅｎｔｒｏｐｙＣｒｉｔｅｒｉｏｎ）［２８］、ＣＰＤ和
ＶＢＨＰＭ的配准结果，其中ＣＰＤ和ＶＢＨＰＭ先使
用降采样［２７］提取点云特征点，通过计算特征点的空
间转换函数作为点云的空间转换函数．如图１２所
示，（ａ）为点云初始位置，其中源点集和目标点集个
数分别为２４９６４７和２４８４９４；（ｂ）为ＩＣＰＭＣＣ的配
准结果；（ｃ）～（ｄ）分别为ＣＰＤ和ＶＢＨＰＭ的配准
结果，都使用降采样［２７］分别提取３５５２和３５９５个特
征点计算空间转换函数．表２为ＩＰＣＭＣＣ、ＣＰＤ和
ＶＢＨＰＭ三种算法在不同数量点云上的配准时间比
较．由表２可知，在大规模点集配准中，ＶＢＨＰＭ通
过降采样提取特征点的方法来降低算法的迭代时
间，此外还可以通过提取点集中心点来计算空间转
换函数［６］．

图１２　点云配准比较（（ａ）～（ｄ）分别为点云初始位置；算法
ＩＣＰＭＣＣ、ＣＰＤ和ＶＢＨＰＭ的配准结果．其中矩形框
标准了未正确配准的区域）

表２　点云配准时间比较 （单位：ｓ）
点云数量 ＩＣＰＭＣＣ ＣＰＤ ＶＢＨＰＭ
５６２０１ １０．２６ ３１．６６ ３４．３９
２４９６４７ ４２．０８ ８２．３３ ７８．９６

图１３使用３Ｄｓｗａｇｇｅｒ公开数据集［６］对六种算
法ＧＬＣＡＴＥ［５］、ＶＢＰＳＭ［６］、ＧＭＭＲＥＧ［７］、ＭＡＬ２Ｅ［８］、
ＣＰＤ［１８］和ＶＢＨＰＭ进行点集配准对比实验，配准性
能由ＲＯＣ（ＲｅｃｅｉｖｅｒＯｐｅｒａｔｉｎｇＣｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ）曲线
度量．３Ｄｓｗａｇｇｅｒ数据集共有５８１帧，每帧有４２个
点，部分相邻帧中的点存在对应关系缺失的情况．实
验选取第１００、１５０、２００帧时的运动姿态作为源点集
和目标点集进行配准并绘制这六种算法的ＲＯＣ曲
线．（ａ）为连续运动点集的初始位置；（ｂ）～（ｄ）为第１００
帧、第１５０帧和第２００帧时六种算法的ＲＯＣ曲线

图．ＶＢＨＰＭ在第１００帧和第２００帧时获得了最优
的配准精度，在第１５０帧时，ＶＢＰＳＭ和ＶＢＨＰＭ同
时获得了最好的配准性能．在第１００帧时，ＣＰＤ和
ＧＬＣＡＴＥ有相似的ＲＯＣ曲线，获得了比ＧＭ
ＭＲＥＧ和ＭＡＬ２Ｅ更好的精度，其中ＧＬＣＡＴＥ交
替进行全局和局部评估方法以准确地获得相匹配的
对应点．

图１３　ｓｗａｇｇｅｒ运动捕捉配准（（ａ）为ｓｗａｇｇｅｒ数据初始
位置；（ｂ）～（ｄ）为在第１００帧、第１５０帧和２００帧
时六种算法的ＲＯＣ）

３７　图像配准
本文采用以下三个步骤来对图像进行配准：
（１）ＳＩＦＴ（ＳｃａｌｅＩｎｖａｒｉａｎｔＦｅａｔｕｒｅＴｒａｎｓｆｏｒｍ）

提取图像特征点集；（２）特征点集的配准或匹配；
（３）源图像进行空间转换．所有对比算法都具有相
同步骤：（１）ＳＩＦＴ提取特征点和（３）源图像空间转
换．算法ＶＦＣ［４］、ＧＬＣＡＴＥ［５］、ＳＩＲ［１１］、Ｙａｎｇ等人［２０］

和ＬＬＴ［２１］通过估计两个点集间的对应关系来建立
图像空间转换函数；ＬＭＲ［１０］、ＬＰＭ［１２］和ＧＬＰＭ［１３］

通过筛选内点对（不包括离群点）来构建图像的空间
转换函数．特征点集间的对应关系评估越准确则配
准后的图像效果越好，算法的性能越好．
３．７．１　大尺度旋转和形变图像配准

图１４为巴黎谷歌遥感图像和旋转１８０°后的
图像分别作为配准的源图像和目标图像来进行的
图像配准实验，其中待配准点数为９８１．图１５使用
Ｏｘｆｏｒｄ［３１］标准Ｇｒａｆｆｉｔｉ数据集进行图像配准．其
中目标图像发生较大尺度形变，待配准点数为９１７．
图１４和图１５中的（ａ）和（ｂ）分别为源图像和目标图
像；（ｃ）为配准后点集的向量场，其中浅色和深色的
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向量分别代表离群点和内点的运动方向；（ｄ）为源
图像和目标图像中存在对应关系的特征点连线图，
其中深色连线和浅色连线分别表示点集间的正确和
错误的对应关系；（ｅ）为配准后７×７的棋盘图像；
（ｆ）为狆（犢｜犈）变分逼近后验概率．当图像发生大尺

度的旋转和形变时，本文采用刚性和非刚性相结合的
空间转换函数，并提出自适应空间转换策略来维护点
集全局和局部结构的稳定性．本文方法ＶＢＨＰＭ在
大尺度旋转和形变的图像配准中获得较好的配准结
果，配准后的图像基本无扭曲和错位的情况．

图１４　大尺度旋转图像配准（（ａ）为源图像；（ｂ）为目标图像；（ｃ）为特征点集的向量场，其中浅色和深色的向量分别代表离群
点和内点的运动方向；（ｄ）为特征点集的对应关系连图，其中浅色和深色的连线分别代表错误和正确的点集对应关
系；（ｅ）为配准后７×７的棋盘图像；（ｆ）为狆（犢｜犈）变分逼近后验概率）

图１５　形变图像配准（（ａ）为源图像；（ｂ）为目标图像；（ｃ）为特征点集的向量场，其中浅色和深色的向量分别代表离群点和
内点的运动方向；（ｄ）为特征点集错误和正确的对应关系连线，分别用浅色和深色连线表示；（ｅ）为配准后７×７的棋
盘图像；（ｆ）为狆（狔｜犈）变分逼近后验概率）

３．７．２　多视角多模态图像配准
图１６和图１７分别展示了使用公开图像数据集

ＳＵＩＲＤ（ＳｍａｌｌＵＡＶＩｍａｇｅＲｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎＤａｔａｓｅｔ）①
和ＤＲＩＶＥ（ＤｉｇｉｔａｌＲｅｔｉｎａｌＩｍａｇｅｓｆｏｒＶｅｓｓｅｌＥｘｔｒａｃ
ｔｉｏｎ）②进行多视角遥感图像配准和多模态医学图像
配准的结果．图１６和图１７都由（ａ）和（ｂ）两组实验
组成，每组第１列上下两行分别为源图像和目标图
像；第２列至第１０列上下两行分为算法ＧＬＣＡＴＥ［５］、
ＧＬＰＭ［１３］、ＬＬＴ［２１］、ＬＭＲ［１０］、ＬＰＭ［１２］、ＳＩＲ［１１］、ＶＦＣ［４］、
Ｙａｎｇ等人［２０］和ＶＢＨＰＭ进行配准后的空间转换图
和棋盘图，其中棋盘图中用矩形框标注了未正确配
准的区域．表３为以上９种算法在多视角遥感图像
和多模态医学图像配准中的平均实验误差比较．本

文分别从两张待配准的图像中人工选取５０对分散
且易识别的特征点作为已知的对应点，计算空间转
换后图像中５０对特征点和人工标记的坐标差作为
配准误差，空间转换后的源图像和目标图像重叠度
越高则误差越小，算法的性能越好．由于ＬＭＲ、
ＬＰＭ和ＧＬＰＭ没有建立空间转换函数及约束，所
以不能体现其在图像配准中的优势．通过实验结果
和误差分析可知，ＶＢＨＰＭ和ＶＦＣ皆能够在多视
角和多模态的图像配准中均可获得最优配准效果和
较小的实验误差．
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图１６　遥感图像配准对比实验（第１列分别为（ａ）、（ｂ）两组遥感图像的源图像和目标图像；第２列至第１０列，从上到下分为
算法ＧＬＣＡＴＥ［５］、ＧＬＰＭ［１３］、ＬＬＴ［２１］、ＬＭＲ［１０］、ＬＰＭ［１２］、ＳＩＲ［１１］、ＶＦＣ［４］、Ｙａｎｇ等人［２０］和ＶＢＨＰＭ的空间转换图像
和配准后１０×１０的棋盘图像．其中棋盘图中用矩形框标注了未正确配准的区域）

图１７　医学图像配准对比实验（第１列分别为（ａ）、（ｂ）两组医学图像的源图像和目标图像；第２列至第１０列，从上到下分为
算法ＧＬＣＡＴＥ［５］、ＧＬＰＭ［１３］、ＬＬＴ［２１］、ＬＭＲ［１０］、ＬＰＭ［１２］、ＳＩＲ［１１］、ＶＦＣ［４］、Ｙａｎｇ等人［２０］和ＶＢＨＰＭ的空间转换图像
和配准后９×９的棋盘图像．其中棋盘图中用矩形框标注了未正确配准的区域）

　　表３　多视角多模态图像配准结果误差（单位：像素）
方法 犕犃犇 犕犃犈 犚犕犛犈 犛犇

ＧＬＣＡＴＥ ３．０５ ５．３４ ５．９３ １１．４２
ＧＬＰＭ ３．８１ ６．０６ ５．８１ １１．９４
ＬＬＴ ４．６６ ６．６８ ７．７２ １５．７６
ＬＭＲ １．６７ ３．４７ ３．０３ ５．８１
ＬＰＭ ３．８０ ７．０５ ８．４２ １９．４３
ＳＩＲ ２．５１ ４．７５ ４．３２ ９．３１
ＶＦＣ ０．９８ １．４６ １．６６ ３．２１

Ｙａｎｇ等人 ３．４１ ５．６３ ６．０９ ９．８３
ＶＢＨＰＭ ０．８１ ３．０３ １．５３ １．５４

４　结　论
本文通过交替进行点集对应关系评估和空间转

换更新两个步骤来恢复点集间一一对应关系．在对
应关系评估步骤：（１）为了抵抗离群点的影响，本文
基于ＴＬＭＭ来构建ＶＢＨＰＭ并将其分为对应关系
评估组件和离群点聚合组件，分别用于评估点集间
对应关系和聚合离群点；（２）为了抵抗噪声的影响，
本文使用贝叶斯线性回归来处理噪声；（３）为了避

免点集对应关系缺失造成的过度形变或者塌缩问
题，本文使用Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ先验分布来动态调节混合比
例，为对应关系缺失的点分配较小的混合比例来
维护点集间结构的稳定性．在空间转换更新步骤：
（１）为了避免在目标方程的优化过程中陷入局部最
优解，本文基于ＶＢ框架来最大化变分后验，同时采
用树状平均场因式分解方法来维持参数间的依赖关
系，以获得更紧致的变分下界；（２）为了降低旋转和
形变造成点集对应关系评估偏差，本文提出了自适
应全局局部约束策略，在每次迭代中自动调整空间
转换函数的全局和局部约束的正则化强度，从而实
现从局部到全局的约束过程；（３）为了使得点集的
空间转换过程更稳健和避免陷入局部最优解，本文
采用了双阶段先验退火方案，使用Ｇａｍｍａ先验分
布动态调节精度来逐步实现由粗到精的配准过程．
在实验部分，本文不仅测试了ＶＢＨＰＭ的性能，而
且展示了点集和图像配准的结果，并同当前１３种流
行算法进行了对比．实验证明，本文的算法在离群
点，对应关系缺失，旋转和形变的情况下都能获得较
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好的配准结果和较高的实验精度．本文提出以下两
种设想来改进本文的算法：（１）在对应关系评估步
骤中考虑加入刚性和非刚性参数的先验信息，以实
现自动调节刚性和非刚性的转换过程；（２）对噪声
进行进一步建模处理，以消除异方差噪声的影响．

致　谢　本文作者感谢审稿人提出的宝贵意见以及
编辑部老师的辛勤工作！
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Ｌｏｎｄｏｎ，ＵＳＡ，２００３

［２４］ＡｒｏｎｓｚａｊｎＮ．Ｔｈｅｏｒｙｏｆｒｅｐｒｏｄｕｃｉｎｇｋｅｒｎｅｌｓ．Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ
ｏｆｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，１９５０，６８（３）：３３７
４０４

［２５］ＫａｂｎＡ，ＳｕｎＪ．Ａｆａｓｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｒｏｂｕｓｔｍｉｘｔｕｒｅｓｉｎｔｈｅ
ｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ
ＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ，２０１０，２１（８）：１２０６１２２０

［２６］ＹｕｉｌｌｅＡＬ，ＧｒｚｙｗａｃｚＮＭ．Ａｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅ
ｍｏｔｉｏｎｃｏｈｅｒｅｎｃｅｔｈｅｏｒｙ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒ
Ｖｉｓｉｏｎ，１９８９，３（２）：１５５１７５
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［２７］ＬｅｉＨ，ＪｉａｎｇＧ，ＱｕａｎＧ．Ｆａｓｔｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓａｎｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎ
ｄｅｎｃｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｆｏｒｒｏｂｕｓｔｇｌｏｂａｌｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２０１７，２６（８）：
３６１４３６２３

［２８］ＤｕＳ，ＸｕＧ，ＺｈａｎｇＳ，ｅｔａｌ．Ｒｏｂｕｓｔｒｉｇｉｄｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｂａｓｅｄｏｎｐｏｉｎｔｗｉｓｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅａｎｄｃｏｒｒｅｎｔｒｏｐｙ．Ｐａｔｔｅｒｎ
ＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎＬｅｔｔｅｒｓ，２０２０，１３２：９１９８

［２９］ＹａｎｇＹ，ＯｎｇＳＨ，ＦｏｏｎｇＫＷＣ．Ａｒｏｂｕｓｔｇｌｏｂａｌａｎｄｌｏｃａｌ

ｍｉｘｔｕｒｅｄｉｓｔａｎｃｅｂａｓｅｄｎｏｎｒｉｇｉｄｐｏｉｎｔｓｅｔｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ．
ＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ，２０１５，４８（１）：１５６１７３

［３０］ＱｉＹ．Ｏｎｔｈｅｔａｉｌｉｎｄｅｘｏｆａｈｅａｖｙｔａｉｌｅｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．Ａｎｎａｌｓ
ｏｆｔｈｅＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１０，６２（２）：
２７７２９８

［３１］ＭｉｋｏｌａｊｃｚｙｋＫ，ＴｕｙｔｅｌａａｒｓＴ，ＳｃｈｍｉｄＣ，ｅｔａｌ．Ａｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ
ｏｆａｆｆｉｎｅｒｅｇｉｏｎｄｅｔｅｃｔｏｒｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒ
Ｖｉｓｉｏｎ，２００５，６５（１２）：４３７２

附　录．
（１）对应关系评估组件的规模参数犕后验推导
后续推理中使用犺来代替犽狕＝犺．ＥＬＢＯ下界是进行犾

次迭代的和，每次迭代都能分别进行最大化．下界狇（犿狕｜犺）
满足约束条件∫＋∞

０
狇（犿狕｜犺）ｄ犿狕＝１，根据树状平均场因式分

解方法，ＥＬＢＯ可表示为
&犕｜犺＝∑

犔

犾＝１
｛〈ｌｎ狆（狔狕｜犺，犿狕）狆（犿狕｜犽狕＝犺）〉－狇（犺）｝〈ｌｎ狇（犿狕｜犺）〉

（３６）
使用拉格朗日乘子将等式（３６）表示为
&犕｜犺＝〈ｌｎ狆（狔狕｜犺，犿狕）狆（犿狕｜犺）〉狇（犺）－〈ｌｎ狇（犿狕｜犺）〉狇（犺）＋

λ∫狇（犿狕｜犺）ｄ犿狕（ ）－１ （３７）
对等式（３７）的狇（犿狕｜犺）进行求导并令结果等于０，则得到
最优解狇（犿狕｜犺）＝ｅｘｐ［!（犿狕，犺）＋λ／狇（犺）－１］．式中定义期
望!

（犿狕，犺）＝〈ｌｎ狆（狔狕｜犿狕，犺）狆（犿狕，犺）〉，根据约束条件

∫狇（犿狕｜犺）ｄ犿狕＝１，可以推导出λ的表达式如下所示：
λ＝狇（犺）１－ｌｎ∫ｅｘｐ（!（犿狕，犺））ｄ犿［ ］［ ］狕 （３８）

将等式（３８）代入最优解狇（犿狕｜犺）中，可计算出后验代理表达
式如等式（３９）所示．

狇（犿狕｜犺）＝ｅｘｐ（!（犿狕，犺））

∫ｅｘｐ（!（犿狕，犺））ｄ犿狕
（３９）

（２）隐变量犓的推导
为了保持隐变量犓和规模参数犕间的依赖关系，本文

使用联合概率对犓和犕联立求解，则参数代理可表示为
狇（犿狕，犽狕）∝〈ｌｎ［狆（狔狕｜Θ）狆（犿狕｜犽狕）狆（犽狕｜π）狆（π）〉，

对该参数代理求期望，并同时对等式两边的犿狕犾进行积分，
可得：

狇（犽狕＝犺）∝∫＋∞

０
"

（狔狕｜!犾，（犿狕犾Γ犾）－１）# 狀狕犾狑狕犾２，
τ狕犾（ ）２ｄ犿狕犾
（４０）

如等式（４０）所示，本文使用等式（３）所示的学生ｔ分布来求
积分，得到的犽狕犾后验为一个高斯尺度的混合分布．当１犾
犔时，狇（犽狕犾＝犺）的期望表示为等式（４１）．

狇（犽狕＝犺）∝
Γ狌犾＋犱（ ）２π～犾Γ～

１
２
犾

Γ狌犾（）２（狌犾π）犱２
１＋φ

～狕犾
狌［ ］犾 －

狌犾＋犱
２ （４１）

同理，当犔＋１犾犔＋犔０时，狇（犽狕＝犺）的期望表示为等
式（４２）．其中π～，Γ～和Λ～分别是对π，Γ和Λ求取期望后的值．

狇（犽狕＝犺）∝
Γ狏犾＋犱（ ）２π～犾Λ～

１
２
犾

Γ狏犾（）２（狏犾π）
犱
２
１＋ε

～狕犾
狏［ ］犾 －

狏犾＋犱
２ （４２）

犎犈犙犻犙犻，Ｍ．Ｓ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｅｒ
ｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒ
ｖｉｓｉｏｎａｎｄｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．

犔犐犖犌犪狀犵，Ｂ．Ｓ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓｍａｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔ
ｉｓｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．

犣犎犗犝犑犻犲，ｕｎｄｅｒｇｒａｄｕａｔｅｓｔｕｄｅｎｔ．Ｈｉｓｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈ
ｉｎｔｅｒｅｓｔｉｓｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎ．

犢犃犖犌犢犪狀犵，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈ
ｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎａｎｄｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
Ｎｏｎｒｉｇｉｄｐｏｉｎｔｓｅｔｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎｉｓａｌｏｎｇｓｔａｎｄｉｎｇｃｈａｌｌｅｎｇｅ

ｉｎｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎａｎｄｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ，ｓｕｃｈａｓｏｂｊｅｃｔ
ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ，ｒｅｍｏｔｅｓｅｎｓｉｎｇｉｍａｇｅｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ，ｉｍａｇｅｆｕｓｉｏｎ，
ｅｔｃ．Ｎｏｎｒｉｇｉｄｐｏｉｎｔｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎｈａｓｓｏｍｅｄｉｆｆｉｃｕｌｔｉｅｓｌｉｋｅ
ｎｏｉｓｅ，ｏｕｔｌｉｅｒｓ，ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ｐｒｉｏｒｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ａｎｄｓｏｏｎ．Ｏｕｒｐａｐｅｒｍａｉｎｌｙｆｏｃｕｓｅｓ
ｏｎｄｅａｌｉｎｇｗｉｔｈｏｕｔｌｉｅｒｓ，ｍｉｓｓｉｎｇｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅｓ，ａｎｄ
ｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．

Ｔｏａｄｄｒｅｓｓｏｕｔｌｉｅｒｓ，ｏｎｅｍａｉｎｃｌａｓｓｉｃａｌｓｃｈｅｍｅｉｓｕｓｉｎｇａ
ｒｏｂｕｓｔｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｏｒ（Ｌ２Ｅ）ｔｏｍｉｎｉｍｉｚｅｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
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ｏｆｔｗｏｐｏｉｎｔｓｅｔｓ，ｂｕｔｉｔｃａｎｎｏｔｇｅｔａｂｅｔｔｅｒｒｅｓｕｌｔｗｈｅｎｏｕｔｌｉｅｒｓ
ｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓａｍｅｐａｔｔｅｒｎａｓｔｈｅｉｎｌｉｅｒｓ．Ａｎｏｔｈｅｒｐｏｐｕｌａｒ
ｍｅｔｈｏｄｉｓｕｓｉｎｇｔｈｅｅｘｔｒａｅｎｔｒｉｅｓｔｏａｃｃｏｕｎｔｆｏｒｏｕｔｌｉｅｒｓ，ｓｕｃｈ
ａｓｕｎｉｆｏｒｍｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｒＧａｕｓｓｉａｎｍｉｘｔｕｒｅｍｏｄｅｌ，ｂｕｔｔｈｅｓｅ
ｍａｙｌａｃｋｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓｆｏｒｎｏｎＧａｕｓｓｉａｎｏｕｔｌｉｅｒｓ．Ｔｏｄｅａｌｗｉｔｈ
ｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｍｉｓｓｉｎｇｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅ，ｖｅｒｙｒｅｃｅｎｔｌｙ，
ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓｂｅｇａｎｔｏｐａｙａｔｔｅｎｔｉｏｎｔｏｕｓｅｔｈｅｐｒｉｏｒｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ｔｏｒｅｗｅｉｇｈｔｍｉｘｉｎｇｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ，ｂｕｔｐｏｉｎｔｓｅｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｌａｃｋｓ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｌｅａｄｔｏｔｈｅｗｒｏｎｇｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅｅａｓｉｌｙ．Ｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍｏｆｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇｔｈｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＭＬＥｕｎｄｅｒＥＭｆｒａｍｅｉｓｕｓｅｄｗｉｄｅｌｙ，
ｎｅｖｅｒｔｈｅｌｅｓｓ，ｉｔｃａｕｓｅｓｔｈｅｏｖｅｒｆｉｔｔｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍａｎｄｔｒａｐｓ
ｐｏｏｒｌｏｃａｌｏｐｔｉｍａ．ＴｈｅｃｕｒｒｅｎｔｖａｒｉａｔｉｏｎａｌＢａｙｅｓｉａｎｍｅｔｈｏｄ
ｕｓｅｓｔｈｅｍｅａｎｆｉｅｌｄｆｕｌｌｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｔｏａｐｐｒｏａｃｈｍｏｄｅｌ
ｐｏｓｔｅｒｉｏｒｔｈａｔｗｉｌｌｌｏｓｅｔｈｅｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓ．Ｃｏｖａｒｉａｎｃｅｓ
ｏｆｔｈｅｓａｍｅｐｒｉｏｒａｒｅｂｅｕｓｅｄｔｏａｎｎｅａｌｉｎＶＢＰＳＭｌｉｍｉｔｔｈｅ
ｆｒｅｅｄｏｍｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒ．

Ｗｅｐｒｏｐｏｓｅａｎｅｗｎｏｎｒｉｇｉｄｐｏｉｎｔｓｅｔｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄｔｏｄｅａｌｗｉｔｈｔｈｅｏｕｔｌｉｅｒｓ，ｍｉｓｓｉｎｇｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅ，
ａｎｄｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｗｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔａｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
Ｂａｙｅｓｉａｎｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｍｏｄｅｌ（ＶＢＨＰＭ）ｕｓｉｎｇａ
ｈｅａｖｙｔａｉｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｈｉｃｈｉｎｃｌｕｄｅｓａｎｅｘｔｒａｉｔｅｍｔｏｒｅｓｉｓｔ
ｏｕｔｌｉｅｒｓ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｗｅｕｓｅＤｉｒｉｃｈｌｅｔｐｒｉｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｔｏ
ａｄｊｕｓｔｔｈｅｍｉｘｉｎｇｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｇｌｏｂａｌｌｏｃａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ
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