
书书书

第４６卷　第６期

２０２３年６月

计　　算　　机　　学　　报

ＣＨＩＮＥＳＥＪＯＵＲＮＡＬＯＦＣＯＭＰＵＴＥＲＳ

Ｖｏｌ．４６ Ｎｏ．６

Ｊｕｎｅ２０２３

收稿日期：２０２２０４１２；在线发布日期：２０２３０１１１．高剑刚（通信作者），硕士，正高级工程师，主要研究方向为计算机体系结构、高性能互

联网络．Ｅｍａｉｌ：１３７０１５１２２０５＠１３９．ｃｏｍ．刘　骁，硕士，工程师，主要研究领域为高性能计算、计算机体系结构．郑　方，博士，研究员，主

要研究领域为高性能计算、计算机体系结构．唐　勇，硕士，副研究员，主要研究领域为高性能计算、计算机体系结构．

面向犈量级超算的并行循环压缩浮点乘加校验结构

高剑刚　刘　骁　郑　方　唐　勇
（国家并行计算机工程技术中心　北京　１００１９０）

摘　要　Ｅ量级超算面临超十亿浮点融合乘加（ＦｕｓｅｄＭｕｌｔｉｐｌｙＡｄｄ，ＦＭＡ）部件同时运行的严峻挑战，单个ＦＭＡ

检错率的少量变化可引起系统可用性的较大变动．Ｅ级超算核心的高运行频率、实时校验需求对校验逻辑时序提

出了更高的要求．同时，Ｅ级超算需要控制系统规模，同芯片面积下集成的核心数目更多，片上资源较为紧张．因

此，ＦＭＡ校验设计需要在保证错误检测能力的前提下，对校验逻辑的时序、面积开销进行控制．本文提出了并行循

环４∶２压缩结构．余数系统模数增大后，并行循环４∶２压缩结构能在降低余数生成逻辑的时序、面积开销的同时，

提升余数系统的检错能力．本文还对余数域中的ＦＭＡ尾数运算进行研究，提出了取反符号扩展操作、乘法尾数、加

法尾数的余数域加速变换．实验结果表明，本文提出的并行循环４∶２混合压缩余数生成逻辑较模加器树余数生成

逻辑、ＣＳＡ（ＣａｒｒｙＳａｖｅｄＡｄｄｅｒ）３∶２压缩余数生成逻辑分别最多可取得１９．６４％、６．７５％的时序优化和７１％、１８．１８％

的面积优化．基于并行循环４∶２压缩树的模６３余数校验在面积开销、检错率、系统可用性上均优于ＩＢＭ 采用的模

１５浮点ＦＭＡ校验设计，面积开销、检错率优化效果分别能达到６７．６１％、５％，系统可用性优化最多可达４９．６％．
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ｓｕｐｅｒｃｏｍｐｕｔｅｒ’ｓａｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｆｌｏａｔｉｎｇｐｏｉｎｔｆｕｓｅｄｍｕｌｔｉｐｌｙａｄｄ；ａｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙ；ｒｅｓｉｄｕｅｃｈｅｃｋ；ｍｏｄｕｌａｒａｄｄｅｒ；ｐａｒａｌｌｅｌ

ｃｙｃｌｉｃｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

１　引　言

当前，高性能计算已经迈入后Ｅ级时代，由于

后Ｅ级超算系统结构复杂、规模庞大，系统保存全

局检查点的时间正逼近系统的平均无故障时间［１］．

可靠性问题已成为制约后Ｅ级高性能计算发展的

瓶颈之一［２］．

浮点融合乘加（ＦｕｓｅｄＭｕｌｔｉｐｌｙＡｄｄ，ＦＭＡ）部

件作为处理器芯片的核心部件，是高性能计算通用算

力的重要支撑部分．后Ｅ级超算系统集成的ＦＭＡ

规模将超十亿量级，系统可靠性将面临十亿级ＦＭＡ

同时运行带来的严峻挑战．若Ｅ级超算系统需要保持

分钟级的平均失效前时间（ＭｅａｎＴｉｍｅＴｏＦａｉｌｕｒｅ，

ＭＴＴＦ），单个ＦＭＡ部件的 ＭＴＴＦ至少要达到万

年量级．浮点融合乘加部件的可靠运行能力对全芯

片影响较大，其运算结果不仅影响程序中数据的正

确性，而且还会对程序执行的轨迹造成影响［３］．性能

方面，当计算错误发生后，系统若不能及时检错，程

序的收敛时间将持续恶化，甚至不可收敛．系统将出

现大量无意义的后续计算，频繁软错误下系统的运

行效率将难以得到保障．能耗方面，Ｅ级超算系统功

耗将超过２０ＭＷ
［２３］，程序的错误执行将大幅增加

系统总能耗，导致实际性能功耗比下降．因此，研究

面向Ｅ量级的ＦＭＡ容错技术具有较为重要的意义．

运算部件中通常采用多模冗余或校验编码校验

技术，以实时校验的方式尽早定位运算过程中的软

错误，进而通过软硬件协同的方式完成容错操作．由

于检错所需次数服从参数为检错率的几何分布，保

持实时校验能力、提升软错误检测率对减少检错所

需次数、优化平均修复时间（ＭｅａｎＴｉｍｅＴｏＲｅｐａｉｒ，

ＭＴＴＲ）、提升系统可用性、优化系统实际能效等方

面具有重要意义．

Ｅ级超算系统上的校验逻辑面临着较为严峻的
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挑战．时序方面，Ｅ级超算核心运行频率较高，实时

校验对校验逻辑的时序提出了更高的要求．面积方

面，Ｅ级超算需要控制系统规模，片上资源紧张，需

要对校验逻辑的复杂度和开销进行控制，从而在更

多的运算部件上实现实时校验功能．电路规模的增

大、时序的紧张都将增大电路的软错误率，不利于电

路的可靠运行［４６］．因此，需要在保证错误检测能力

的前提下，针对检错逻辑的时序、面积进行优化，从

而为芯片及系统提供高效的容错支撑．

由于浮点运算部件是芯片面积的重要消耗部分

之一［７］，多模冗余的检错方式将带来较大的面积开

销．部分冗余校验技术牺牲了检测精度，仅对浮点

运算部分逻辑、部分数据进行冗余检测，能在较小

的开销下对浮点乘法、加法、除法运算进行检错［７９］．

虽然以上设计的硬件开销优于多模冗余设计，但错

误检测范围、错误检测率均有所降低．增加冗余精度

可以提升错误检测能力，但同时也会明显增加硬件

开销［１０］．

运算部件校验编码的研究主要集中于整数部

件，面向浮点部件的校验研究较少．余数码是整数运

算通路上应用广泛的校验码，其理论检错率会随着

模数的增大而提升．ＩＢＭ 面向ＦＭＡ运算设计了余

数校验部件，受限于时序、面积开销，采用模３、模１５

的浮点校验逻辑对浮点ＦＭＡ运算进行检错
［１１１２］．

ＩＢＭ的分布式余数校验
［１２］的加数余数生成依赖扩

展移位后的结果．以上处理不利于面积开销的优化．

同时，余数生成逻辑易成为校验设计的关键时序路

径，不利于校验部件的稳定运行．

由于浮点运算通路较整数运算通路运算更为复

杂，整数余数校验中常用的优化方式难以有效加速

ＦＭＡ操作的余数码计算．因此，浮点ＦＭＡ校验部

件的设计需要面向硬件开销，探讨浮点乘加操作在

余数域上的变换．

本文的主要贡献如下：

（１）本文利用单位门模型对基于压缩树的余数

生成逻辑进行了时序、面积评估．评估表明，基于并

行循环４∶２压缩树的余数生成逻辑能在提升余数检

错率的同时保持面积开销基本不变，同时对逻辑的

时序开销进行优化．

（２）本文面向浮点ＦＭＡ操作设计了高检错率、

低开销的余数校验部件．设计中针对取反符号扩展、

尾数乘法、加数尾数等部分提出了余数域加速变换

方法．本文综合利用以上方法对浮点ＦＭＡ检错逻

辑的时序、面积开销进行了优化．

（３）本文对不同结构下的双精度尾数余数生成

逻辑进行了实验评估，实验选择基于模加器树、ＣＳＡ

（ＣａｒｒｙＳａｖｅｄＡｄｄｅｒ）３∶２压缩树、并行循环４∶２混

合压缩树结构，对不同检错能力下的余数生成逻辑

进行综合、对比．实验结果表明并行循环结构在模数

增大时，时序和面积开销均能得到优化，优化效果和

单位门模型推导一致．

（４）本文完成了浮点ＦＭＡ余数校验部件的设

计空间探索．实验中对比了不同模数下基于模加器

树、ＣＳＡ３∶２压缩树、并行循环４∶２混合压缩树的

ＦＭＡ校验部件的面积开销，并给出了各参数下校

验部件各部分逻辑的面积占比，为ＦＭＡ余数校验

的进一步优化提供了依据．

（５）本文给出了单ＦＭＡ检错能力对Ｅ级超算

系统可用性的理论评估．评估表明单ＦＭＡ检错能

力的较小变化可能对系统可用性造成巨大影响．

本文第２节介绍相关工作；第３节介绍余数域

运算的基本原理；第４节首先对余数并行循环压缩

生成算法进行介绍并给出理论推导，其次结合浮点

乘加运算的特点，提出取反扩展尾数、尾数乘法、

加数尾数等余数域加速变换，对ＦＭＡ校验的时序

和面积开销进行优化；第５节基于 ＤＣＧ（Ｄｅｓｉｇｎ

ＣｏｍｐｉｌｅｒＧｒａｐｈｉｃａｌ）综合工具进行实验，并对实验

结果进行比较和分析；第６节对论文进行总结．

２　相关工作

多模冗余是提升芯片可用性的重要技术方向之

一．ＮＶＩＤＩＡ通过冗余核心来提高芯片可用性，Ａ１００、

Ｈ１００系列芯片均仅能提供部分ＳＭ（ＳｔｒｅａｍｉｎｇＭｕｌ

ｔｉｐｒｏｃｅｓｓｏｒ）供程序员使用
［１３１４］．ＡＲＭ、ＲＩＳＣＶ则主

要采用更细粒度的多模冗余方式对运算部件进行错

误检测［１５１６］．针对多模冗余技术开销较大的问题，多

个研究采用牺牲数据精度、减少检测范围的方式对

检错逻辑的面积开销进行了优化．Ｍａｎｉａｔａｋｏｓ等

人［８］利用控制通路信息、浮点指数数据对浮点加法、

乘法、除法逻辑进行错误检测，结合模１５余数码浮

点对尾数部分进行校验后能在１６．３２％的ＦＰＵ面

积开销下达到９４．１％的错误覆盖率．Ｅｉｂｌ等人
［９］提

出了弱化精度技术，研究中通过牺牲数据精度检测

范围对浮点加法检错逻辑的面积开销进行了优化．

Ｓｅｅｔｈａｒａｍ等人
［１７］主要采用牺牲输入数据精度的方
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式对检错逻辑开销进行优化，该研究给出了位数重

叠部分对检错能力的影响．Ｋｉｔｏ等人
［１８］针对精简输

入数据检错能力损失过大的问题，在检错逻辑的设

计中 选 择 乘 法 华 莱 士 树 进 行 切 分 精 简，较

Ｓｅｅｔｈａｒａｍ等人
［１７］的设计能取得更高的检错覆盖

率．以上两篇文献仅针对数据高位错误进行检测，对

浮点乘法的弱化精度检错进行了研究．Ｚｈａｎｇ等

人［１０］对浮点加法、乘法、除法、开方的弱化精度检错

技术进行了研究．该研究提出了反向运算技术，能解

决幅值相减操作时弱化精度在规格化移位后尾数高

位和实际尾数高位不相等的问题．但反向运算技术

需要主通路逻辑输出数据高位作为检错逻辑输入，

不能做到实时校验．

余数码检错通过对比输入数据的余数域运算结

果和主通路运算输出的余数域运算结果，能达到对

运算主通路进行正确性验证的目的．余数校验采用

主通路运算结果的余数码作为正确性校验的特征

值．余数校验特征值与运算主通路数据位相比，减少

了位数．整数运算的余数校验中，通常利用余数域的

整数乘法、整数加法等变换来优化输入数据余数域

运算的时序、面积开销．

余数校验的研究主要集中于整数部件，面向浮

点部件的余数校验研究较少．Ｌｏ
［１９］以硬件开销作为

评价标准，在浮点运算部件中对Ｂｅｒｇｅｒ校验码和余

数码技术进行了比较．实验中分别比较了浮点加法

部件和浮点乘法部件在采用这两种校验码下的硬件

开销．Ｌｏ
［１９］提供的实验表明，浮点加法部件中模３、

模１５余数校验逻辑和Ｂｅｒｇｅｒ校验逻辑面积开销

相近，浮点乘法部件中模３、模１５余数校验逻辑的

面积开销较Ｂｅｒｇｅｒ校验逻辑的面积开销均能优化

一个数量级．受限于时序、面积开销，国际上通常采

用模３、模７、模１５余数码对浮点乘加部件进行校

验［１１，２０］．ＩＢＭ在Ｐ系列和Ｚ系列处理器中利用冗余

部件及余数码技术对浮点运算部件（Ｆｌｏａｔｉｎｇｐｏｉｎｔ

ＰｒｏｃｅｓｓＵｎｉｔ，ＦＰＵ）中的浮点乘加操作进行了容错

处理．其中，ＰＯＷＥＲ７采用的模１５浮点校验逻辑占

整个ＦＰＵ面积的１８％
［１１］．但Ｌｉｐｅｔｚ等人

［１１］对浮点

余数校验部件的设计结构的介绍较为欠缺，不利于

实验结果的复现［１７］．ＩＢＭ 的分布式余数校验
［１２］对

浮点余数校验的门控功耗控制进行了研究，分布式

的余数校验可分别对乘法和浮点加法分别进行校验

及门控，但分布式的余数校验设计不利于面积开销

的优化．ＩＢＭＲＢＥＦＣ
［２１］针对ＦＭＡ部件指数域的运

算进行了余数校验，但设计主要对规格化移位后的

数据进行校验，对于舍入操作后的指数没有进行保

护．ＩＢＭ的设计基于孙子定理，利用模３、模５余数

域结合独热编码器、移位器实现模１５的余数生成．

但由于小模数的余数生成逻辑层数较多，时序较为

紧张．

３　余数域运算基本原理

本节对余数码涉及的基本原理进行介绍．为方

便算法描述，本文中的变量定义如表１所示．

表１　变量定义表

符号 意义

犕 模数

犿 模数二进制位宽

犕犡 浮点数的犡尾数

犎犡 浮点数的犡尾数隐藏位

犿狓犻 浮点数的犡尾数的第犻位

犈犡 浮点数犡的指数移码

犛犝犅 浮点数尾数幅值相减标记

犙 犃×犅尾数幅值大于犆移位对齐后尾数幅值的标记

犜犆 浮点数犆因对齐移位丢弃的尾数

犛犜 浮点数ｓｔｉｃｋｙ位

犃犛犆 浮点数犆的对齐移位数犃犛犆（ＡｌｉｇｎＳｈｉｆｔＣｏｕｎｔ）

犜犿 规格化／非规格化移位丢弃部分

狋犿犻 犜犿第犻位

犖＿犛犎犜 规格化／非规格化移位的位数

犪犱犱狕犲狉狅 余数生成逻辑尾数低位补零位犿－｜３｜犿

μ 单ＦＭＡ恢复率

λ 单ＦＭＡ失效率

定义１．　给定正整数狆，对于任意整数狀，可表

示为狀＝犽×狆＋狉，其中０狉＜狆．称狉为狀除以狆的

余数．给定狆，由狀得到狉的运算称为模狆运算，记为

狀ｍｏｄ狆＝狉 或 ｜狀｜狆＝狉．

定义２．　模狆余数集．给定正整数狆，对整数

集 ! 中所有元素进行模狆运算的结果组成的集合

称为模狆余数集，记为 !狆．模狆余数集的元素为０

到狆－１，因此

!狆＝｛０，１，…，狆－１｝．

模狆运算具有如下性质
［１９］：

性质１．　设犃为大于２的整数，则对于犕＝犃－

１和任意正整数犽，有 犃犽 犕＝１．

性质２．　对于一个整数犡，记其犃进制表示为

（狓狀－１狓狀－２…狓１狓０）犃，则对于 犕＝犃－１，有 犡 犕＝

∑
狀－１

犻＝０

狓犻
犕
．

性质３．　对于任意整数犪，犫，有 犪＋犫狆＝｜犪｜狆＋

｜犫｜狆 狆．

性质４．　对于任意整数犪，犫，有 犪×犫狆＝｜犪｜狆×
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｜犫｜狆 狆．

性质５．　设犕＝２
犿－１，对于任意正整数狆，有

２狆 犕＝ ２
｜狆｜犿

犕．

性质６．　设犕＝２
犿－１，对于任意能被２犿整除的

正整数犡和满足狆＋狇＝犿的正整数狆、狇，有
犡

２狆 犕

＝

犡×２狇 犕．

余数域运算相比主通路运算减少了位数，较主

通路运算逻辑能有效减少面积开销．浮点ＦＭＡ余

数校验涉及的关键运算组成部分包括余数生成、余

数加法、余数乘法和余数移位运算．

图１　ＦＭＡ运算流程图

余数生成可以基于除法运算进行，但这种方式

实现运算开销太大．模数 犕 取２犿时有快速求余算

法，但模２犿仅对输入的低犿 位进行检查．本文模数

犕 取２犿－１，这种设置下有快速的余数生成算法．根

据性质１、性质２，对于位长为狀＝犿犽位的整数犡，

从最低位开始，将犡划分为犽份，每个划分犪犻为犿 位，

犡 犕等效于每个犪犻相加后再取模的结果．但犪犻求

和的过程中会导致中间结果位数的不断增长，余数

的计算需要经历多次重复的划分、求和过程．性质３

对余数域加法变换进行了描述，利用先取模再模加

的方式，能有效降低余数生成中求和结果位数增加

带来的时序和面积开销．综合性质１、性质２、性质３，

犡 犕则可以等效于每个犪犻分别取模后再模加的结

果．不同于犡模２犿余数校验中仅取低犿 位作为校

验特征值，模数取２犿－１时，犡 的所有位数均参与

校验特征值运算．相比模２犿校验，模２犿－１校验对

输入的检查更加全面，错误检测能力可达２
犿－２

２犿－１

［２２］

．

余数校验中通常利用余数域的整数乘法、整数

移位等变换来优化输入数据余数域运算的时序、面

积开销．由于乘法面积和输入数据位宽狀的平方成

正比，随着狀的增加，乘法面积开销的增加较为明

显．性质４对乘法各个输入数据采用先取模、再模乘

的方式，可以将乘法输入数据的位宽降低至犿 位，

从而优化面积开销．移位器的面积开销对数据位宽、

移位范围较为敏感．对于最大移位位宽均为狀的对

数移位器，面积开销呈犗（狀ｌｏｇ狀）趋势增长．性质５、

性质６分别针对循环左移、循环右移进行余数域变

化，通过对移位范围的压缩可以优化相应逻辑的时

序及面积．

４　余数域浮点乘加校验部件

浮点ＦＭＡ部件可以支持对乘法和加法的融合

运算，一轮执行可以完成犢＝犃×犅＋犆形式的操

作．浮点ＦＭＡ运算流程如图１所示，ｂｉａｓ为浮点数

的指数偏移常量．ＦＭＡ运算可分为符号域运算、指

数域运算和尾数域运算三大部分．其中，符号域部分

根据浮点数犃、犅、犆原本的符号值和尾数结果进行
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确定；指数域部分由浮点数犆的指数犈犆与浮点数

犃、犅乘法结果对应的指数犈犃＋犈犅－ｂｉａｓ决定，并

结合尾数结果进行修正；尾数域部分可分为乘法结

果部分和加数部分，乘法结果部分由浮点犃、犅的尾

数犕犃×犕犅决定，加数部分由浮点犆 的尾数加法

犕犆进行位移等变换得到．

浮点ＦＭＡ 部件是芯片面积的重要消耗部分

之一，ＦＭＡ部件的浮点校验逻辑需要在保证检错

率的前提下，面向面积和时序开销进行优化．由于

浮点运算通路较整数运算通路运算更为复杂，涉及

ＩＥＥＥ７５４标准中ｇｕａｒｄ位、ｓｔｉｃｋｙ位和规格化、舍

入等多个特殊处理，整数余数校验中常用的余数域

加法、余数域乘法变换等优化方式难以直接加速浮

点乘加操作的余数码计算．因此，本文针对余数域

ＦＭＡ操作中时序、面积开销较大的部分，探讨浮点

乘加操作在余数域上的变换．

４１　基于并行循环压缩结构的余数生成逻辑

本小节将具体阐述并行循环４∶２压缩结构，并

基于并行循环４∶２压缩结构设计余数生成逻辑．本

小节基于单位门模型，分别对利用模加器、ＣＳＡ３∶２

压缩器、循环４∶２压缩器构建的余数生成逻辑进行

理论评估．单位门模型常用于评估逻辑的面积与时

序，该模型中两输入的“与”门、“或”门、“与非”门和

“或非”门可视为单位门；两输入“异或”和“同或”门

的面积、延时均为单位门的两倍［２３］．

４．１．１　常规余数生成逻辑

余数码的检错电路包括余数码生成模块、余数

运算模块和比较模块，余数生成是余数码运算的重

要组成部分．基于性质１、性质２、性质３，可以采用

模加器树、ＣＳＡ３∶２压缩树对余数生成逻辑进行构

建，分组后按层进行模加，最终求得模犕 的值．

基于模加器树的余数生成是划分求余运算的直

接映射，但该结构面积、时序开销较大．模加器的逻

辑功能如式（１）所示，由于需要同时对犡＋犢＋１及

犡＋犢 部分进行运算，与同位宽的普通二进制加法

器相比，模加器需要忍受更高的延时及更大的面积

开销［２４］．Ｐａｔｅｌ等人
［２５］采用进位修正的方法减少了

模加器中部分加法逻辑的复制，在现有研究中具有

较优的时序开销及面积开销，单位门模型下的模加

器时序开销为２ｌｏｇ犿＋５单位门延时．

犣＝ 犡＋犢 ２
犿
－１

＝
犡＋犢＋１ ２

犿， （犡＋犢）＞２
犿－１

犡＋犢，
烅
烄

烆 其他
（１）

在现有研究中，模数取２犿－１时，基于ＣＳＡ３∶２

压缩树的余数生成具有最少的时序、面积开销［２６２７］．

基于ＣＳＡ３∶２压缩树的余数生成逻辑首先按犿位周

期对输入数据进行分组划分，然后对权值相同部

分进行ＣＳＡ３∶２压缩处理，每层压缩后按犿位周期

重新进行划分后，继续进行对权值相同部分进行

ＣＳＡ３∶２压缩处理．当压缩至２个犿比特的伪余数时，

进行模加操作，最终得到输入数据对应的模犕值．

４．１．２　循环４∶２压缩器

本文基于４∶２压缩器构建基于并行循环４∶２压

缩的余数生成逻辑．４∶２压缩器可以将５个１比特

输入压缩为３比特输出，４∶２压缩器的主要特点是

能打破进位链之间的逻辑依赖关系［２９］．４∶２压缩

器可以基于多种门级电路进行优化实现．图２为不

同实现下的４∶２压缩器，图２（ａ）直接采用ＣＳＡ３∶２

实现４∶２压缩器，时序开销与面积开销均较差；图２

（ｂ）的４∶２压缩器基于ＸＯＲＸＮＯＲ进行实现，ＸＯＲ

ＸＮＯＲ可同时生成ＸＯＲ与ＸＮＯＲ结果，该４∶２压

缩器具有较优的时序开销与面积开销，单位门模型

下的延迟为６个单位门延迟
［２８］．

图２　４∶２压缩器门级电路实现
［２８］

单比特４∶２压缩器的逻辑表达式如式（２）～（４）

所示［３０］，其中“”为ＸＯＲ操作，“·”为ＡＮＤ操作，

“｜”为ＯＲ操作．犿比特的４∶２压缩器的运算可以表

示为图３（ａ）中的形式，该结构将每一单比特４∶２压

缩器的犮ｏｕｔ输出作为下一单比特４∶２压缩器的犮ｉｎ输

入，当犮ｉｎ［０］和犮ｏｕｔ［犿－１］均为０时，该４∶２压缩器

可以将４个犿比特数压缩为２个犿比特数．图３（ａ）

中狓１，狓２，狓３，狓４分别表示输入４∶２压缩器的犿比特

二进制数；犮ｉｎ［０］表示最低位的单比特进位输入；

狊狌犿表示４∶２压缩器的和输出；犮犪狉狉狔表示４∶２压缩

器的进位输出；犮ｏｕｔ［犿－１］表示４∶２压缩器的单比特
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图３　多比特４∶２压缩器及循环４∶２压缩器

输出．

狊狌犿［犻］＝犳１（狓１［犻］，狓２［犻］，狓３［犻］，狓４［犻］，犮ｉｎ［犻］）

＝狓１［犻］狓２［犻］狓３［犻］狓４［犻］犮ｉｎ［犻］ （２）

犮ｏｕｔ［犻］＝（狓１［犻］狓２［犻］）·狓３［犻］（狓１［犻］狓２［犻］）·狓１［犻］

（３）

犮犪狉狉狔［犻］＝犳２（狓１［犻］，狓２［犻］，狓３［犻］，狓４［犻］，犮ｉｎ［犻］）

＝（狓１［犻］狓２［犻］狓３［犻］狓４［犻］）·犮ｉｎ［犻］

（狓１［犻］狓２［犻］狓３［犻］狓４［犻］）·狓４［犻］（４）

由于犿 位４∶２压缩运算的输出犮ｏｕｔ［犿－１］和

犮犪狉狉狔［犿－１］的权值为２
犿，在求和、取模时该部分一

定需要进行修正，该修正处理不利于和逻辑时序的

优化．本文基于定理１，通过循环进位对需要修正部

分进行提前处理，优化了求和后取模时修正逻辑的

时序．由定理１可知，余数域中犿 位４∶２压缩运算

的输出犮ｏｕｔ［犿－１］和犮犪狉狉狔［犿－１］的权值为１，即余

数域运算中可以对犿 位４∶２压缩器的输出采用循

环进位处理．

定理１． 设犕＝２犿－１，对于∑
犼＝４

犼＝１
∑
犻＝犿－１

犻＝０

狓犼［犻］×２
犻＋

犮ｉｎ［０］＝∑
犿－１

０

狊狌犿［犻］×２犻＋∑
犿－１

０

犮犪狉狉狔［犻］×２
犻＋１＋２犿犮ｏｕｔ

［犿－１］，等式的余数域运算有

∑
犼＝４

犼＝１
∑
犻＝犿－１

犻＝０

狓犼［犻］×２
犻＋犮ｉｎ［０］

犕
＝

狊狌犿［犿－１∶０］＋２犮犪狉狉狔［犿－２∶０］＋

犮犪狉狉狔［犿－１］＋犮ｏｕｔ［犿－１］犕 （５）

证明．

由性质１、性质４，有 犮犪狉狉狔［犿－１］×２
犿

犕 ＝

犮犪狉狉狔［犿－１］犕，犮ｏｕｔ［犿－１］×２
犿
犕＝犮ｏｕｔ［犿－１］犕，

则

∑
犼＝４

犼＝１
∑
犻＝犿－１

犻＝０

狓犼［犻］×２
犻＋犮ｉｎ［０］

犕

＝ ∑
犿－１

０

２犻狊狌犿［犻］＋２犻＋１犮犪狉狉狔［犻］＋２
犿犮ｏｕｔ［犿－１］

犕

＝ ∑
犿－１

０

２犻狊狌犿［犻］＋∑
犿－１

０

２犻＋１犮犪狉狉狔［犻］＋犮ｏｕｔ［犿－１］
犕

＝ 狊狌犿［犿－１∶０］＋２犮犪狉狉狔［犿－２∶０］＋

２犿犮犪狉狉狔［犿－１］＋犮ｏｕｔ［犿－１］犕

＝ 狊狌犿［犿－１∶０］＋２犮犪狉狉狔［犿－２∶０］＋

犮犪狉狉狔［犿－１］＋犮ｏｕｔ［犿－１］犕 （６）

证毕．

模数犕 取２犿－１的余数生成中，每个划分犪犻为

犿 位，每个划分之间无需进行进位计算．当模数 犕

取２犿－１时，４∶２压缩器的输入可以表示为狓１［犿－

１∶０］＋狓２［犿－１∶０］＋狓３［犿－１∶０］＋狓４［犿－１∶０］．

循环４∶２压缩器结构如图３（ｂ）所示，其中犿比特

和输出记为狊狌犿′［犿－１∶０］，犿 比特进位输出为

犮犪狉狉狔′［犿－１∶０］．与４∶２压缩器相比，循环４∶２压缩没

有将最高位犮ｏｕｔ［犿－１］作为输出，而是将犮ｏｕｔ［犿－１］

作为犮ｉｎ［０］的输入．由定理１，有

狓１［犿－１∶０］＋狓２［犿－１∶０］＋狓３［犿－１∶０］＋

狓４［犿－１∶０］＋０ 犕＝

狊狌犿［犿－１∶０］＋２犮犪狉狉狔［犿－２∶０］＋

犮犪狉狉狔［犿－１］＋犮ｏｕｔ［犿－１］犕．

由式（２）、（４），有

　狊狌犿［０］＝犳１（狓１［０］，狓２［０］，狓３［０］，狓４［０］，０） （７）

犮犪狉狉狔［０］＝犳２（狓１［０］，狓２［０］，狓３［０］，狓４［０］，０）（８）

则
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狊狌犿［犿－１∶０］＋２犮犪狉狉狔［犿－２∶０］＋

犮犪狉狉狔［犿－１］＋犮ｏｕｔ［犿－１］

＝犳１（狓１［０］，狓２［０］，狓３［０］，狓４［０］，０）＋

２犳２（狓１［犻］，狓２［犻］，狓３［犻］，狓４［犻］，０）＋

犮ｏｕｔ［犿－１］＋∑
犿－１

１

狊狌犿［犻］×２犻＋∑
犿－２

１

犮犪狉狉狔［犻］×

２犻＋１＋犮犪狉狉狔［犿－１］

＝犳１（狓１［０］，狓２［０］，狓３［０］，狓４［０］，犮ｏｕｔ［犿－１］）＋

２犳２（狓１［犻］，狓２［犻］，狓３［犻］，狓４［犻］，犮ｏｕｔ［犿－１］）＋

∑
犿－１

１

狊狌犿［犻］×２犻＋∑
犿－２

１

犮犪狉狉狔［犻］×２
犻＋１＋犮犪狉狉狔［犿－１］

＝狊狌犿′［０］＋２犮犪狉狉狔′［０］＋∑
犿－１

１

狊狌犿［犻］×２犻＋

∑
犿－２

１

犮犪狉狉狔［犻］×２
犻＋１＋犮犪狉狉狔［犿－１］ （９）

由式（３），犮ｉｎ［犻］＝犮ｏｕｔ［犻－１］（犻∈［１，犿－１］）仅和

狓１［犻－１］、狓２［犻－１］、狓３［犻－１］、狓４［犻－１］有关．又由

式（２）～（４），狊狌犿［犻］、犮犪狉狉狔［犻］（犻∈［１，犿－１］）仅和

狓１［犻］、狓２［犻］、狓３［犻］、狓４［犻］、狓１［犻－１］、狓２［犻－１］、

狓３［犻－１］、狓４［犻－１］有关，则

狊狌犿［犻］＝狊狌犿′［犻］，犻∈［１，犿－１］ （１０）

犮犪狉狉狔［犻］＝犮犪狉狉狔′［犻］，犻∈［１，犿－１］ （１１）

根据式（１０）、（１１），式（９）的余数域运算可以变换为

狓１［犿－１∶０］＋狓２［犿－１∶０］＋狓３［犿－１∶０］＋

狓４［犿－１∶０］＋０ 犕＝

狊狌犿′［犿－１∶０］＋２犮犪狉狉狔′［犿－２∶０］＋犮犪狉狉狔′［犿－１］犕

（１２）

４．１．３　基于并行循环４∶２压缩结构的余数生成逻辑

式（１２）中的变换仅需要基于循环４∶２压缩器进

行实现，并行循环４∶２压缩器的延时和４∶２压缩器

相同．基于以上推导，可以采用并行循环压缩器代替

模加法器、ＣＳＡ３∶２搭建余数生成逻辑．基于ＣＳＡ３∶２

和并行循环４∶２压缩器模３余数生成逻辑如图４所

示，输入数据为８位数据狓［７：０］，图中４∶２压缩器

为单比特４∶２压缩器．图４（ａ）中基于ＣＳＡ３∶２树的

余数生成每过一层ＣＳＡ３∶２都需要按犿 位周期重

新进行划分，共需要经过２层ＣＳＡ３∶２．图４（ａ）中余

数生成需要经过一级并行循环４∶２压缩器，犿＝２时

并行循环４∶２压缩器基于两个单比特４∶２压缩器进

行实现．由于两层ＣＳＡ３∶２和一层并行循环４∶２的

压缩效果一致，但一层并行循环４∶２压缩延迟更小．

所以，基于并行循环４∶２压缩的余数生成逻辑可能

具有较少的延时开销．

图４　基于ＣＳＡ３∶２和并行循环４∶２压缩器余数生成逻辑

表２为单元门模型下的余数生成逻辑的时序及

面积开销评估，路径总延迟为余数生成关键路径上

各个构成单元延迟和层数相乘求和的结果，面积为

余数生成逻辑各个构成单元的单位门面积和数量相

乘求和的结果．表２中狀为输入数据的位宽，犿为模

数的位宽，τ为单位门延迟，α为单位门面积．

表２　余数生成逻辑的单元门模型延迟、面积评估

模加器树 ＣＳＡ３∶２压缩树 并行循环４∶２压缩树

路径

总延迟
（２ｌｏｇ犿＋５）ｌｏｇ

狀

犿 （τ ４ｌｏｇ１．５
狀

２犿
＋（２ｌｏｇ犿＋５）） （τ ６ｌｏｇ

狀

２犿
＋（２ｌｏｇ犿＋５））τ

（
面积

１１犿＋１．５犿ｌｏｇ犿＋１．５犿ｌｏｇ（犿－１）＋

２ｌｏｇ（犿－１）－１ ）（－２
狀

犿 ）－１

（
α

７ （犿 狀

犿 ）－２ ＋１１犿＋１．５犿ｌｏｇ犿＋

１．５犿ｌｏｇ（犿－１）＋２ｌｏｇ
（犿－１）－１ ）－２

（
α

１４ （犿 狀

２犿 ）－１ ＋１１犿＋１．５犿ｌｏｇ犿＋

１．５犿ｌｏｇ（犿－１）＋２ｌｏｇ
（犿－１）－１ ）－２α

表２中模加器树、ＣＳＡ３∶２压缩树、并行循环４∶２

压缩树分别指主要构成单元为模加器、ＣＳＡ３∶２压

缩器、循环４∶２压缩器的余数生成逻辑．为了便于评

估，并行循环４∶２压缩树仅基于循环４∶２压缩器、模

加器进行搭建．实际实现时，并行循环４∶２压缩树可

利用ＣＳＡ３∶２压缩器对小于４输入的部分进行压

缩，从而进一步优化时序和面积．

时序方面，当输入数据位宽狀不变而模数位宽
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犿 增大时，基于三种结构的余数生成逻辑在关键路

径上的主要构成单元层数均会减少，层数减少的比

例基本一致．但模加器的延迟会随着模数位宽的增

大而增加．因此，ＣＳＡ３∶２压缩树、并行循环４∶２较

模加器树的余数生成逻辑能减少延迟开销，能达到

犗（ｌｏｇ犿）数量级别的时序优化．由于并行循环４∶２

压缩和两层３∶２压缩效果一致，但４∶２压缩延迟更

少，并行循环４∶２压缩树较ＣＳＡ３∶２压缩树可减少

１．２ｌｎ
狀
２犿
的单位门延迟．

面积方面，由于每个模加器的面积随模数位宽

呈犗（犿ｌｏｇ犿）的趋势增长．模加器树总面积随模数位

宽呈犗（ｌｏｇ犿）的趋势增长，而ＣＳＡ３∶２压缩树、并行

循环４∶２压缩树中压缩器部分的总面积能基本保持

不变．因此，单位门模型下并行循环４∶２较模加器树

面积优化效果能达到犗（ｌｏｇ犿）数量级．并行循环４∶

２和ＣＳＡ３∶２压缩面积开销一致，但并行循环４∶２

压缩树延时更少，有更大的面积优化可能．

４２　余数域浮点乘加校验算法与结构

浮点乘加余数校验总体结构如图５所示，浮点

数乘加运算主通路、校验通路均由指数运算部分和

尾数运算部分组成．ＦＭＡ运算主通路指数运算部

分主要为加减运算，校验通路部分指数运算可直接

在余数域进行相应运算．

图５　浮点乘加余数校验总体结构示意图

ＦＭＡ运算主通路中尾数运算部分由于位数占

比高、运算操作复杂，是双精度浮点乘加运算中时序

和面积的主要消耗部分．尾数乘法逻辑和移位逻辑

在浮点ＦＭＡ部件中面积占比较大，相应余数校验

逻辑的设计需要针对乘法、移位操作进行开销优化．

ＦＭＡ运算主通路中需要对乘数尾数、被乘数尾数

和符号扩展后对阶移位的加数尾数进行运算．为了

更好地优化主通路时序，通常在华莱士树中对乘法

尾数部分积与加数尾数进行特定排布后再进行融合

计算，并对融合运算结果进行规格化移位等操作．面

向运算主通路时序的融合操作不利于余数部件的开

销优化．

由于指数面积开销占比小、运算简单，本文余数

运算逻辑主要介绍ＦＭＡ尾数运算设计．针对余数

域中ＦＭＡ尾数运算的研究，提出了取反符号扩展

操作、乘法尾数、加法尾数的余数域加速变换．通过

对尾数融合运算进行分割变换、缩减余数生成输入

数据位宽、限定位移范围，对ＦＭＡ校验逻辑的面积

开销进行优化．

乘加操作尾数中间结果格式如图６所示，乘加

尾数中间结果共１６４位．双精度浮点乘加操作中，对

于浮点尾数乘法，其乘积结果为１０６位，其中小数点

前有２位，小数点后有１０４位；对于加法操作，需要

对齐尾数阶码．由于尾数乘积延迟较长，无论乘积指
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数域和加数指数域相对大小如何，可以采取加数向

乘积对齐方式处理策略．其中，加数犆尾数置于犃

与犅 尾数乘积小数点的左５６位，确保若需移动时

加数只需向右算数移位；在加数犆尾数与犃 与犅 尾

数乘积之间额外添加２位，分别对应兼容ＩＥＥＥ７５４

标准中ｇｕａｒｄ位和ｒｏｕｎｄ位，确保对阶后加数尾数

减犃 与犅 尾数乘积操作时结果尾数精度达到５３

位；同理，犃与犅 尾数乘积右边扩充２位，分别对应

兼容ＩＥＥＥ７５４标准中ｇｕａｒｄ位和ｒｏｕｎｄ位，确保犃

与犅尾数乘积减对阶后加数尾数时结果尾数精度

达到５３位．最低位保留一位兼容ＩＥＥＥ７５４标准中

的ｓｔｉｃｋｙ位．

图６　乘加尾数中间结果格式

规格化移位后的尾数计算内部结果如式（１３）所

示，记浮点数犃的隐藏位为犎犃，浮点数犃的尾数为

犕犃＝犎犃×２
５３＋∑

５２

犻＝０

犿犪犻×２
犻，浮点数犅的隐藏位为

犎犅，浮点数犅的尾数为犕犅＝犎犅×２
５３＋∑

５２

犻＝０

犿犫犻×２
犻，

浮点数犆的隐藏位为犎犆，浮点数犆的尾数为犕犆＝

犎犆×２
５３＋∑

５２

犻＝０

犿犮犻×２
犻，浮点数犆因对齐移位丢弃的

尾数为犜犆＝∑
５３

犻＝０

狋犮犻×２
犻，浮点数犆的对齐移位数为

犃犛犆，满足犃犛犆１６３，幅值相减标记为犛犝犅，ｓｔｉｃｋｙ

位为犛犜．犃×犅尾数幅值大于犆移位对齐后尾数幅

值的标记为犙，浮点尾数中间结果因规格化／非规格

化移位丢弃部分为犜犿＝∑
１６２

犻＝０

狋犿犻×２
犻，规格化／非规格

化移位的位数为犖＿犛犎犜．下面将对浮点乘加尾数

结果的余数码加速求解算法进行描述

（
．

（犕犃×犕犅×２
３＋犛犝犅）＋（犕犆－犜犆）×２

１１１－犃犛犆


∑
１６３

犻＝１

犛犝犅×２犻＋犛犜－∑
１６３

犻＝０

狋犿犻×２）犻 ×２犖＿犛犎犜，犛犝犅×犙

（

＝１

（犕犃×犕犅×２
３）∑

１６３

犻＝１

犛犝犅×２犻＋犛犝犅×２＋

（犕犆－犜犆）×２
１１１－犃犛犆＋犛犜犛犝犅－∑

１６３

犻＝０

狋犿犻×２）犻 ×
２犖

＿犛犎犜，　　　　　　　　　　　　 　

烅

烄

烆 其他
（１３）

４．２．１　取反符号扩展数的余数域加速变换

浮点乘加运算过程中会出现尾数幅值相减的情

况，相应余数码生成可以基于取反的扩展尾数进行

计算．余数生成逻辑的时序及面积开销与输入的位

宽紧密相关，由于浮点乘加运算中涉及大量的位数

扩展操作，扩展尾数取反结果的取模运算将带来较

大的时序及面积开销．

由于位数扩展前的余数生成逻辑开销较小，本

文利用将余数域中取反符号扩展操作变换为取模再

模减的组合操作，从而对符号扩展操作的余数运算

逻辑进行优化．具体推导如定理２所示，对于位数长

度为犖 的二进制无符号数犡＝∑
犖－１

０

狓犻×２
犻，珡犡 的值等

同于２犖－１－犡．因此，尾数部分计算中珡犡 的余数码

珡犡 犕值和 ｜２
犖－１｜犕－｜犡｜犕 犕相同，后一种计算

可以基于取模再模减的组合操作实现．取模再模减

组合操作实现的余数码计算可基于扩展位数前的尾

数，因此可以大幅减少余数计算输入的位数，从而优

化计算时间．所以当出现扩展尾数取反操作时，进行

相应处理利用先取模再模减的组合运算进行求解．

模减操作可以利用非门结合模加器进行实现．

定理２．　设犕＝２
犿－１，对于位数长度为犖 的

二进制无符号数犡，有

珡犡 犕＝ ２犖－１ 犕＋ 犡 犕 犕
（１４）

证明．　

珡犡 犕＝ ２
犖－１－犡 犕

＝ ２犖－１ 犕－ 犡 犕 犕

＝ ２犖－１ 犕＋ 犕 犕－ 犡 犕 犕

＝ ２犖－１ 犕＋ ２犿－１ 犕－ 犡 犕 犕 犕

＝ ２犖－１ 犕＋ 犡 犕 犕

＝ ２犖－１ 犕＋ 犡 犕 犕
（１５）

证毕．
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以浮点乘法部分余数域运算为例，当犛犝犅＝１、犙＝

０时， （犕犃×犕犅×２
３）∑

１６３

犻＝１

犛犝犅×２（ ）犻 ＋犛犝犅×２
犕

部分可以表示为 （犕犃×犕犅×２
３）∑

１６３

犻＝１

２犻＋２
犕
．根据

定理２，该部分可做如式（１６）的变换．余数生成逻辑最

大位宽由１６３位优化为５３位，该变换还可利用乘法

尾数余数域压缩对乘法开销优化为ＦＭＡ主通路对

应部分的２８０９／犿２分之一．

（犕犃×犕犅×２
３）∑

１６３

犻＝１

２犻＋２
犕

＝ ２×（２１６３－１－（犕犃×犕犅×２
２））＋２ 犕

＝ ２１６４－犕犃×犕犅×２
３

犕

＝ ２｜１６４｜犿－ （犕犃×犕犅×２
３）犕 犕

＝ ２｜１６４｜犿＋∑
犿－１

犻＝０

２犻 （犕犃×犕犅×２
３）犕

犕
（１６）

对于浮点数尾数犆运算，当犛犝犅＝１、犙＝１时，

（犕犆－犜犆）×２
１１０－犃犛犆

∑
１６３

犻＝１

犛犝犅×２犻＋犛犜＋犛犝犅
犕
部

分可以表示为 （犕犆－犜犆）×２
１１１－犃犛犆

∑
１６３

犻＝１

２犻＋犛犜＋１犕，

根据定理２，结合加数尾数余数域压缩变换，可以将

余数生成逻辑最大位宽由１６３位优化为５３位．同时

避免了１６３位大范围移位带来的时序及面积开销，移

位器的面积开销可优化为ＦＭＡ主通路对应部分的

１６３

犿
ｌｏｇ
１６３

犿
分之一．

（犕犆－犜犆）×２
１１１－犃犛犆

∑
１６３

犻＝１

２犻＋犛犜＋１ 犕

＝ （２１６４－１－（（犕犆－犜犆）×２
１１１－犃犛犆＋犛犜１））＋１ 犕

＝ ２１６４－（（犕犆－犜犆）×２
１１１－犃犛犆＋犛犜１）犕

＝ ２｜１６４｜犿－ （犕犆－犜犆）×２
１１１－犃犛犆＋犛犜１ 犕 犕

＝ ２｜１６４｜犿＋∑
犿－１

犻＝０

２犻 （犕犆－犜犆）×２
１１１－犃犛犆＋犛犜１犕 犕

（１７）

４．２．２　乘法尾数余数域加速变换及校验结构

基于华莱士树乘法的面积开销与乘数位宽的平

方呈正比，ＦＭＡ运算主通路采用融合计算，不利于

直接利用余数域乘法交换律进行时序及面积优化．

不同于ＦＭＡ运算主通路，为了有效利用余数域乘

法分配率降低乘法操作硬件开销，本文简化乘法部

分对应二进制码，将犛犝犅 指示位、犛犜 位的影响从

乘法结果的余数码计算中剥离．

其中，乘法部分主要运算可以表示为 犕犃×

犕犅×２
３．本文中取犕＝２犿－１，根据性质２，当２３的

幂能被犿整除时，乘法对应部分余数码等式成立．

　 （犕犃×犕犅）×２
３

犕＝ 犕犃 犕× 犕犅 犕 犕 （１８）

这种情况下乘法对应部分余数码等于浮点数犃

的尾数取模 犎犃×２
５３＋∑

５２

犻＝０

犿犪犻×２
犻

犕
和浮点数犅

的尾数取模 犎犅×２
５３＋∑

５２

犻＝０

犿犫犻×２
犻

犕
的模乘结果．

此时，能利用式（１８）大幅加速余数运算速度．针对乘

法面积开销与乘数位宽的平方呈正比的特点，乘法

尾数余数域压缩变换能对乘法面积开销优化为

ＦＭＡ运算主通路相应部分的
狀２

犿２
分之一．

更一般地，当２３的幂不能被犿 整除时，可在同

时在等式（１８）两边同时乘以２犪犱犱狕犲狉狅，犪犱犱狕犲狉狅取犿－

３ 犿，从而利用性质１、性质２进行划分并快速求解

余数．该处理同时需要对浮点ＦＭＡ余数域运算的

其他部分进行乘２犪犱犱狕犲狉狅操作．

｜（犕犃×犕犅）×２
３＋犪犱犱狕犲狉狅

｜犕　

＝ 犕犃×犕犅 犕＋ ０ 犕 犕

＝ 犕犃 犕× 犕犅 犕 犕 （１９）

结合取反符号扩展数和乘法尾数余数域加速变

换，可以构造ＦＭＡ余数校验中尾数乘法部分余数

运算逻辑，逻辑框图如图７虚线右端所示．图７左侧

图７　尾数乘法部分余数校验结构示意图
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为ＦＭＡ主通路乘法部分示意，图中白色虚线框部

分是该功能等效需要忽略的部分，灰色虚线框是为

了功能等效所增加的示意模块．依据式（１９），ＦＭＡ

余数校验尾数乘法基础运算为犕犃、犕犅取模再模乘

的结果．当犛犝犅＝１、犙＝０时，根据式（１６）的变换，

对模乘结果取反，再复用加数模数域运算部分进行

模加２｜１６４＋犪犱犱狕犲狉狅｜运算后可得余数域ＦＭＡ乘法结果．

其余情况下，余数域ＦＭＡ乘法结果为ＦＭＡ余数校

验尾数乘法基础运算结果．

４．２．３　加数尾数余数域加速变换及校验结构

移位器是浮点ＦＭＡ部件时序和面积开销的重

要组成部分．对于输入位宽和最大移位位宽均为狀

的对数移位器，面积开销呈犗（狀ｌｏｇ狀）趋势增长．加

数犆和乘法结果的尾数的对齐位移量为犃犛犆，犃犛犆

最高可达１６３位．对阶移位还大幅增加了加数尾数

部分的位宽，导致了较大的余数生成逻辑开销．因此，

需要利用余数域变换对移位器开销及余数生成开销

进行优化．

双精度浮点数犆 尾数对应部分（犕犆－犜犆）×

２１１１－犃犛犆，由性质５、性质６，犆尾数在余数域可有如

下变换：

（犕犆－犜犆）×２
１１１－犃犛犆

犕＝　　　　

（犕犆－犜犆）×２
１１１

犕×２
犿－｜犃犛犆｜犿

犕
（２０）

由性质４，有

（犕犆－犜犆）×２
１１１

犕＝ 犕犆－犜犆 犕×２
｜１１１｜犿

犕
（２１）

　　式（２０）通过式（２１）可以变换为

（犕犆－犜犆）×２
１１１

犕×２
犿－｜犃犛犆｜犿

犕
＝

犕犆－犜犆 犕×２
｜１１１｜犿×２犿－｜犃犛犆｜犿

犕
（２２）

依据式（２２），浮点数犆尾数对应余数码的求解中，

首先分别计算 （犎犆－狋犮５３）×２
５３＋∑

５２

犻＝０

（犿犮犻－狋犮犻）×２
犻
犕、

２｜１１１｜犿和｜２
犿－｜犃犛犆｜犿｜犕，再对这三部分做模乘运算即

可．犆尾数保留位和等效左移位数（犿－ 犃犛犆 犿）由

加数犆预处理模块生成，２｜１１１｜犿 为常量，可提前生

成．以上变换可将移位器面积开销优化为ＦＭＡ主

通路相应部分的
１６３

犿
ｌｏｇ
１６３

犿
分之一，同时将余数生

成逻辑输入位宽由１６３位缩减至５３位．

结合取反符号扩展数和乘法尾数余数域加速变

换，可以构造ＦＭＡ余数校验中尾数加法部分余数运

算逻辑．图８为尾数加数部分余数校验结构示意，虚

线左端为ＦＭＡ主通路尾数加数运算部分，虚线右端

为ＦＭＡ余数校验尾数加数部分．图８中白色虚线框

为该功能等效需要忽略的部分，灰色虚线框是为了功

能等效所增加的示意模块．依据式（２２），ＦＭＡ余数校

验尾数加数基础运算需要经过选择、拼接、取模、固

定循环移位２｜１１１＋犪犱犱狕犲狉狅｜、左移 （犿－｜犃犛犆｜犿）操作．

犛犝犅＝１、犙＝１时，需要对ＦＭＡ余数校验尾数加数

基础运算结果取反，再与２｜１６４＋犪犱犱狕犲狉狅｜模加，２｜１６４＋犪犱犱狕犲狉狅｜

可以与ＦＭＡ余数校验尾数加数基础运算并行计算．

图８　尾数加数部分余数校验结构示意图

４．２．４　余数域浮点乘加舍入运算校验

浮点的舍入模式可以分为就近舍入（Ｒｏｕｎｄｔｏ

Ｎｅａｒｅｓｔ，ＲＮ）、向无穷大舍入（ＲｏｕｎｄｔｏＩｎｆｉｎｉｔｙ，ＲＩ）、

截断舍入（ＲｏｕｎｄｔｏＺｅｒｏ，ＲＺ）．ＲＮ、ＲＩ、ＲＺ三种舍

入模式的说明如下［３１］：

ＲＮ模式下，选取最接近真实“无限精度”结果
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的可表示值作为舍入结果．若存在两个值与真实“无

限精度”结果具有同等近似度，则选取ＬＳＢ（Ｌｅａｓｔ

ＳｉｇｎｉｆｉｃａｎｔＢｉｔ）为０的值作为舍入结果．

ＲＩ舍入模式可以分为向正无穷大舍入（Ｒｏｕｎｄｔｏ

ＰｏｓｉｔｉｖｅＩＮＦＩＮＩＴＹ，ＲＰＩ）、向负无穷大舍入（Ｒｏｕｎｄ

ｔｏＮｅｇａｔｉｖｅＩＮＦＩＮＩＴＹ，ＲＮＩ）．ＲＰＩ舍入时，选取与

真实“无限精度”结果靠近的两个浮点数中较大的值

作为舍入结果；ＲＮＩ舍入时，则选取与真实“无限精

度”结果靠近的两个浮点数中的较小值．ＲＰＩ、ＲＮＩ

舍入模式下，尾数部分只需要做正无穷大舍入或截

断处理．

ＲＺ模式选取与真实“无限精度”结果靠近的两

个可表示值中绝对值较小者作为舍入结果．尾数做

截断处理即可．

ＲＮ、ＲＩ、ＲＺ舍入的组合情况如表３所示，其

中，第１列犓、犔、犚、犛犜 表示尾数最低２位、舍入位

和粘贴位在舍入操作前的值；第２列ＲＮ表示就近

舍入时尾数最低２位的理论正确值；第３列ＲＰＩ＋／

ＲＮＩ－表示ＲＰＩ模式符号为正、ＲＮＩ符号为负时尾

数最低２位的理论正确值；第４列表示ＲＺ等其余

情况时尾数最低２位的理论正确值．

表３　犚犖、犚犐、犚犣的理论正确值

犓犔犚犛犜 ＲＮ ＲＰＩ＋／ＲＮＩ－ 其他

犡０００ 犡０ 犡０ 犡０

犡００１ 犡０ 犡１ 犡０

犡０１０ 犡０ 犡１ 犡０

犡０１１ 犡１ 犡１ 犡０

犡１００ 犡１ 犡１ 犡１

犡１０１ 犡１ （犡＋１）０ 犡１

犡１１０ （犡＋１）０ （犡＋１）０ 犡１

犡１１１ （犡＋１）０ （犡＋１）０ 犡１

综上所述，根据具体的舍入模式及尾数数值，舍

入逻辑仅可能会对规格化移位后的尾数进行加１、

加２处理．由于浮点ＦＭＡ余数域的运算中会利用

等效位移对余数域运算进行加速，导致余数生成部

分会出现低位补零部分．舍入修正可复用等效位移

低位补零部分的输入，当出现舍入修正时，可直接将

舍入修正运算并入丢弃位等余数生成的计算中，通

过复用余数生成逻辑优化时序及面积开销．

５　实验结果及分析

本文基于Ｖｅｒｉｌｏｇ２００５进行硬件设计实现，利用

Ｓｙｎｏｐｓｙｓ公司的ＤＣＧ（ＤｅｓｉｇｎＣｏｍｐｉｌｅｒＧｒａｐｈｉｃａｌ）

综合方式在２８ｎｍ工艺下进行综合，ＤＣＧ版本号为

０２０１８．０６ＳＰ３．实验分别选择基于模加器树、ＣＳＡ３∶２

压缩树、并行循环４∶２混合压缩树的一种具体余数

生成逻辑对双精度ＦＭＡ 校验逻辑进行实现及评

估，对不同结构下的ＦＭＡ校验逻辑时序、检错率进

行了对比和分析．其中，并行循环４∶２混合压缩树为

主体基于循环４∶２压缩，使用少量ＣＳＡ３∶２和模加

器的余数生成逻辑．

５１　双精度尾数余数生成逻辑对比

由于尾数余数生成逻辑是ＦＭＡ余数校验逻辑

的重要组成部分，本文首先对这部分逻辑进行时序

和面积的评估．实验结果表明，单位门模型、ＤＣＧ综

合结果下，基于并行循环４∶２混合压缩结构的余数

生成逻辑均优于基于模加器树、ＣＳＡ３∶２压缩结构

的余数生成逻辑．

图９是单位门模型下双精度尾数余数生成逻辑

的延时比较，纵坐标是延迟评估，单位为单位门延迟

τ；横坐标是模数位宽犿 的取值．模数位宽犿 相同

时，并行循环４∶２混合压缩结构的延迟均优于其他

结构．模数位宽犿 增加后，由于并行循环压缩中压

缩树层数不增加，压缩树部分的延迟可以降低．犿＝

６的并行循环４∶２混合压缩结构较犿＝３的并行循

环４∶２混合压缩结构延迟减少１９％，犿＝８的并行

循环４∶２混合压缩结构较犿＝４的并行循环４∶２混

合压缩结构延迟减少１５％．

图９　各模数下５３位尾数的余数生成逻辑理论延时比较

图１０是ＤＣＧ综合流程下各模数双精度尾数的

余数生成逻辑的延时比较，纵坐标是对应结构的延

迟，单位为ｎｓ；横坐标是相应模数位宽犿的取值．所

有模数下的尾数余数生成逻辑中犿 为６的并行循

环４∶２混合结构时序最优．模数位宽犿 相同时，三

种结构中并行循环４∶２混合结构的延迟较优，较模

加器树结构平均优化１５％，犿＝６时最多可取得
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１９．６４％的时序优化．并行循环４∶２混合结构较

ＣＳＡ３∶２压缩树结构平均优化６％，犿＝５时最多可

优化６．７５％的时序．

图１０　各模数下５３位尾数的余数生成逻辑实际延时比较

图１１是单位门模型下双精度尾数在采用不同

模数时余数生成逻辑的面积比较，纵坐标为相应结

构的单位门面积评估，单位为单位门面积α；横坐标

是相应模数位宽犿 的取值．犿＝３时并行循环结构

的面积开销最低．模数位宽犿 相同时，ＣＳＡ３∶２压

缩、并行循环４∶２混合压缩结构的面积较优．犿增加

时，模加器树中模加器个数会减少，但模加器面积呈

犗（犿ｌｏｇ犿）的增加趋势，模加器树结构总面积呈上

升趋势．当犿 增加时，由于并行循环结构压缩树部

分的面积呈减小趋势，所以并行循环结构面积开销

的增长幅度较模加器树要更为缓和．

图１１　各模数下５３位尾数的余数生成逻辑理论面积

图１２是２．５ＧＨｚ频率下双精度尾数在采用不

同模数时余数生成逻辑的面积比较，图中纵坐标是

对应结构的面积，单位为ｕｍ２；横坐标是相应模数位

宽犿的取值．并行循环４∶２混合压缩树结构在各模

数下面积均较优，较模加器树结构面积平均优化

６９％，犿＝６时优化最高可达到７１％．并行循环４∶２

混合压缩较 ＣＳＡ３∶２压缩树结构面积平均优化

５％，犿＝４时最多可取得１８．１８％的面积优化．面积

变化趋势和单位门模型下的评估基本一致．

图１２　各模数下５３位尾数的余数生成逻辑实际面积

５２　各模数犉犕犃余数校验部件对比

本文还对各模数取值下浮点ＦＭＡ的校验部件进

行了测试对比．基于并行循环４∶２混合压缩的ＦＭＡ

校验部件在面积开销上均优于其他结构．

图１３为各模数下浮点ＦＭＡ校验部件各部分面

积占比，ＦＭＡ余数校验逻辑根据功能可以分为余数

生成逻辑、余数乘法逻辑、数据预处理及其他逻辑．

三种结构下余数生成逻辑占比均较大，模加器

树、ＣＳＡ３∶２压缩、并行循环４∶２混合压缩的余数生

成逻辑平均占比分别达到６８．８０％、４１．９０％、３９．８０％．

随着模数位宽犿的增加，三种结构的余数乘法逻辑

占比均不断加大．

模加器树结构中，余数生成逻辑占比随犿 的增

加不断增多，由７０．１１％增长至７２．９４％．余数乘法逻

辑占比虽不断增加，但最多仍只占４．８９％的ＦＭＡ

校验部件面积．

由于并行循环４∶２混合压缩结构和ＣＳＡ３∶２压

缩结构采用压缩树替换了模加器树，２．５ＧＨｚ频率

下面积反而随犿 的增加而下降．模数位宽犿 增加

后，并行循环４∶２混合压缩和ＣＳＡ３∶２压缩的余数

生成逻辑面积占比呈降低趋势．

表４对各模数下ＦＭＡ 余数校验部件的检错

率、面积大小、ＦＭＡ面积占比进行了对比．余数校

验部件的检错率由模数２犿 －１决定，检错率为

２犿－２

２犿－１

［２２］

．即模数越高时，检错率越高，本文评估参

数中模数取２５５时检错率最高，为９９．６１％．

面积方面，基于模加器树、ＣＳＡ３∶２压缩、并行

循环４∶２混合压缩的ＦＭＡ校验逻辑的ＦＭＡ面积

平均占比分别为１６．４８％、９．０８％、８．８６％．虽然本

文面向时序和面积开销，在余数域还针对浮点乘

加运算进行了变换，但由于模加器树的面积开销对
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犿敏感，随着模数位宽犿 的增加，基于模加器树的

ＦＭＡ余数校验的面积增长明显，面积占比由１５．６３％

增长至１９．６５％．

虽然ＣＳＡ３∶２压缩树、并行循环４∶２混合压缩

树结构中余数生成部分随犿的增加面积稍有降低，

但余数乘法部分的面积随犿 的增加而增大，部分

抵消了余数生成的面积优化．因此，ＣＳＡ３∶２压缩

树、并行循环４∶２混合压缩树结构的ＦＭＡ校验面

积呈轻微波动态势．其中，基于并行循环４∶２混合

压缩树的模１５余数校验面积最低，仅占ＦＭＡ面积

的８．５２％．

图１３　各模数下浮点犉犕犃校验部件各部分面积占比

表４　各模数下犉犕犃余数校验部件对比

模数２犿－１ 检错率／％
面积／ｕｍ２

模加器树 ＣＳＡ３∶２压缩 并行循环４∶２混合压缩

ＦＭＡ面积占比／％

模加器树 ＣＳＡ３∶２压缩 并行循环４∶２混合压缩

　７ ８７．５０ ４４５３．４８ ２７０５．６６ ２６７５．５６ １５．３２ ９．３１ ９．２０

１５ ９３．７５ ４２７０．８６ ２６６５．８０ ２４７７．６４ １４．６９ ９．１７ ８．５２

３１ ９６．８８ ４５８２．６７ ２８０２．１８ ２６９７．６４ １５．７７ ９．６４ ９．２８

６３ ９８．４４ ５００６．８２ ２５０３．４０ ２４７９．４２ １７．２３ ８．６１ ８．５３

１２７ ９９．２２ ４８１７．８３ ２５１７．５８ ２５１７．０７ １６．５７ ８．６６ ８．６６

２５５ ９９．６１ ５６０２．６３ ２６４８．４７ ２６１１．８３ １９．２７ ９．１１ ８．９９

５３　犉犕犃检错能力和系统可用性分析

假设单ＦＭＡ失效、软件回卷恢复时间均符合指

数分布，单ＦＭＡ恢复率μ＝１０００ｈ
－１，对于包含１０９

个ＦＭＡ的Ｅ级超算系统，可以建立仅考虑ＦＭＡ

错误影响的非完全检错模型［３２］．不同单ＦＭＡ失效

率λ下的系统可用性如图１４所示，模７到模２５５为

采用相应余数检错时系统的可用性，１００％检错代表

单ＦＭＡ完全检错时系统的可用性．虽然模７、模１５

的单ＦＭＡ检错能力分别能达到８７．５０％、９７．３５％，

但相应系统的可用性较差．当λ取值范围在２×１０
－１２

ｈ－１到１．８×１０－９ｈ－１时，模７、模１５对应系统较完全

检错系统的可用性平均降低４６．９２％、３１．１３％．在λ

大于２．０２×１０－１０ｈ－１后，模３１系统与ＦＭＡ完全检

错系统的可用性差距变大．在当前系统的ＦＭＡ规

图１４　单犉犕犃检错率与系统可用性关系

模设置下，模６３、模１２７、模２５５校验对应系统与

ＦＭＡ完全检错系统的可用性基本一致．综合以上

观察可以得知，提升ＦＭＡ校验检错能力对提升系

统可用性方面具有重要意义．

７１１１６期 高剑刚等：面向Ｅ量级超算的并行循环压缩浮点乘加校验结构
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６　总　结

单ＦＭＡ检错能力对Ｅ级超算的系统可用性影

响较大．Ｅ级超算芯片的错误检测设计需要在保证

错误检测能力的前提下，针对检错逻辑的时序、面

积进行优化，从而为芯片及系统提供高效的容错

支撑．

本文提出了并行循环４∶２混合压缩结构，该结

构能在模数增大的情况下优化余数生成逻辑的时序

及面积开销，并提升ＦＭＡ余数校验检错率．本文还

针对浮点乘加运算特点，提出了取反扩展尾数、尾数

乘法、加数尾数的余数域加速变换，对ＦＭＡ校验的

时序和面积开销进行了优化．本文提出的ＦＭＡ校

验能支持多种浮点舍入模式的检查，通过复用余数

生成的低位补零部分，能对规格化移位结果的舍入

修正和余数求解进行并行操作．

实验结果表明，并行循环４∶２混合压缩余数生

成较模加器树余数生成、ＣＳＡ（ＣａｒｒｙＳａｖｅｄＡｄｄｅｒ）

３∶２压缩余数生成最多可取得１９．６４％、６．７５％的时

序优化和７１％、１８．１８％的面积优化．相比基于模加

器树、ＣＳＡ３∶２压缩树的ＦＭＡ余数校验部件，基于

并行循环４∶２混合压缩结构的ＦＭＡ余数校验部件

在时序开销和面积开销上均能得到优化．综合考虑

面积开销、检错率和系统可用性，基于并行循环４∶２

混合压缩树的模６３余数校验部件较优，其ＦＭＡ面

积占比为８．５３％，检错率达到９８．４４％，对系统可用

性的支撑能力接近采用完全检错的校验逻辑．基于

并行循环４∶２混合压缩树的模６３余数校验在面积

开销、检错率、系统可用性上均优于ＩＢＭ 采用的模

１５余数校验．本文提出的ＦＭＡ 校验逻辑具备对

ＦＭＡ部件进行运算实时校验的能力，可以有效保

障ＦＭＡ部件及Ｅ级超算的可靠运行．目前，该设计

已应用于新一代国产神威超级计算机．

作者贡献声明　高剑刚、刘骁二人对本文具有同等

贡献，均为第一作者．
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ＵＳＡ，２０２２：３５２３５４
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