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基于偏好统计数据表征的鲁棒几何模型拟合方法
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摘　要　鲁棒几何模型拟合是计算机视觉的一个基础性研究问题，广泛应用于各类计算机视觉任务，如单应性矩
阵或基础矩阵估计、图像匹配、医学图像分析等．它的主要任务是：在包含噪声点和离群点的数据集中估计模型实
例的参数和个数．针对该任务，本文提出一种基于新型数据表征（称之为偏好统计数据表征）的模型拟合方法．该新
型数据表征算法将残差值进行排序然后映射到不同的区间以构建残差直方图数据表征，来描述数据分布的特征．
该算法充分利用传统模型拟合方法中偏好分析和一致性统计分析的优点，更加有效地对数据分布特征进行描述，
从而有效地提高数据表征的准确性和鲁棒性．为了进一步有效地利用该数据表征中的统计信息（内点和离群点显
示出显著的信息熵值差异），本文利用直方图中不同区间段所映射的残差值的出现频次，以分析直方图的特性．并
且采用一种简单的自适应熵阈值算法，来区分内点与离群点以进行离群点检测．最后，为了能够更好地处理分布在
交叉模型实例附近的数据点，本文引入一种基于相似矩阵学习的图聚类技术，提出一个有效的模型实例估计算法．
该算法先是用聚类技术以实现数据的分割，进而估计模型实例的参数．同时，该模型实例估计算法结合拉普拉斯矩
阵特征值的分析以及最小子集数目的约束，使其能够自适应地估计模型实例的个数．在合成数据集和真实数据集
上的实验结果表明，本文提出的偏好统计数据表征算法能够有效提高模型拟合方法的准确性和鲁棒性．同时，与当
前一些流行的模型拟合方法相比，本文基于偏好统计数据表征的鲁棒几何模型拟合方法取得了更好的拟合精度，
并且在速度方面要比大部分拟合方法更加高效．

关键词　鲁棒模型拟合；多结构数据；偏好统计数据表征；离群点检测；模型参数估计
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ｓｕｂｓｅｔｔｏａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｍｏｄｅｌｉｎｓｔａｎｃｅｓ．Ｗｅｅｖａｌｕａｔｅｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ
ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄｏｎｂｏｔｈｓｙｎｔｈｅｔｉｃｄａｔａｓｅｔｓａｎｄｒｅａｌｉｍａｇｅｐａｉｒｓ．Ｗｅｆｉｒｓｔｌｙｃｏｍｐａｒｅｔｈｅ
ｐｒｏｐｏｓｅｄｄａｔａｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓｔａｔｉｓｔｉｃｂａｓｅｄｄａｔａｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ）ｗｉｔｈｔｈｅ
ｃｏｎｓｅｎｓｕｓｓｔａｔｉｓｔｉｃｂａｓｅｄｄａｔａｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｔｈｅｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｂａｓｅｄｄａｔａ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｉｎｔｈｅｆｒａｍｅｗｏｒｋｏｆＴＬｉｎｋａｇｅｍｅｔｈｏｄ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ
ｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｄａｔａｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅａｎｄｈｅｌｐｆｕｌｔｏａｃｈｉｅｖｅｂｅｔｔｅｒｆｉｔｔｉｎｇ
ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｉｔｔｉｎｇｔａｓｋｓ．Ｔｈｅｎ，ｗｅｃｏｍｐａｒｅｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｆｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｓｅｖｅｒａｌ
ｓｔａｔｅｏｆｔｈｅａｒｔｆｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｔｏｓｈｏｗｔｈｅｐｒｏｍｉｓｉｎｇｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｒｏｂｕｓｔｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇ；ｍｕｌｔｉｐｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄａｔａ；ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓｔａｔｉｓｔｉｃｂａｓｅｄｄａｔａｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ；
ｏｕｔｌｉｅｒｄｅｔｅｃｔｉｏｎ；ｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

１　引　言
作为人工智能的一个重要分支，计算机视觉的

一项重要任务是利用计算机从图像和视频中获取人
类所需要的信息．鲁棒几何模型拟合是计算机视觉
的一个基础性研究问题．它的主要任务是：在包含噪
声点和离群点的数据集中估计模型实例的参数和个
数，以获取有用的信息．比如，在一张图片里分割出

圆形，以描述几何目标的位置、形状和大小；在两个
视图中拟合基础矩阵以估计物体的运动关系；在视
频的图像序列里构建线性子空间模型以分割运动目
标等．因此，往往需要对图像和视频数据进行分析，
发现蕴含在数据中的有用信息．在多数情况下，蕴含
在这些数据中的有用信息可以通过参数模型来表
示．这些参数模型可以通过模型拟合方法从输入的
数据中估计得到，例如，直线模型、基础矩阵模型等．
由此可见，模型拟合是计算机视觉领域中一个重要
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的基础性研究问题．
在过去的几十年里，大量的模型拟合方法（例

如，文献［１３］）已经被提出来，并被广泛地应用在单
应性矩阵或基础矩阵估计［１２］、运动分割［３４］、医学图
像分析［５６］等各类计算机视觉任务中．然而，实际数
据可能包含噪声、测量误差、错误提取的特征点等问
题；以及这些数据通常包含多个模型实例，而不同模
型实例之间往往会产生相互干扰等问题．其中，一个
模型实例的内点（ｉｎｌｉｅｒ），对于其它模型实例来说是
伪离群点（ｐｓｅｕｄｏｏｕｔｌｉｅｒｓ）．上述问题增加了模型拟
合的难度．因此，实现高效且鲁棒地在数据中拟合模
型依然是一个十分具有挑战性的难题．

鲁棒模型拟合的一个经典方法是ＲＡＮＳＡＣ
（ＲＡＮｄｏｍＳＡｍｐｌｅＣｏｎｓｅｎｓｕｓ）［７］．该方法通过指定
一个内点噪声尺度来统计分析包含最多内点数目的
一个模型实例．由于ＲＡＮＳＡＣ方法计算简单且易
于实现，因而被广泛地应用在计算机视觉和相关的
领域．然而该方法只能处理单一结构的数据．这无法
满足实际应用的需求．为处理多结构数据，有许多
优秀的拟合方法针对ＲＡＮＳＡＣ进行改进，比如，
ＡＫＳＷＨ［８］，ｇｐｂＭ［９］，ＲａｎｓａＣｏｖ［１０］．这些方法都是
属于基于一致性统计分析的拟合方法．具体地说，基
于一致性统计分析的拟合方法通过分析模型假设的
最大化一致集，以选择有意义的模型假设作为模型
实例．然后通过一个内点噪声尺度将数据点分割为
内点和离群点．然而，这一类方法的拟合性能对于内
点噪声尺度十分敏感，无法很好地应用于实际问题．

近年来，许多研究者从不同的角度来解决模型拟
合这一问题．不同于采用基于一致性统计分析的方法
（例如ＲＡＮＳＡＣ［７］），另一个类别的拟合方法采用基
于偏好分析的方法（例如ＲＨＡ［１１］，ＪＬｉｎａｇｅ［１２］，Ｔ
Ｌｉｎｋａｇｅ［１３］，ＲＰＡ［１４］和ＫＦ［１５］）来解决模型拟合问
题．其中，偏好分析中用到的偏好信息是一个数据点
到一系列模型假设之间的残差值的分布信息．具体
地说，基于偏好分析的方法通常采用偏好信息来描
述数据点之间的关系，以构造数据的相似矩阵．然后
采用基于相似矩阵的聚类算法将数据点分割为内点
和离群点．此类方法在内点里估计模型实例的参数，
有利于缓解基于一致性统计分析的方法对内点噪声
尺度的敏感性问题．基于偏好分析的方法，在描述数
据点分布特征时发挥了很大的优势．例如，ＪＬｉｎａｇｅ［１２］
提出基于二值偏好的方式来描述数据点分布的特征
以表征数据，其中二值偏好是通过一系列候选模型
的一致性统计分析获取的．为了获取更丰富的偏好

信息，ＴＬｉｎｋａｇｅ［１３］和ＲＰＡ［１４］将二值偏好扩展为连
续偏好来表征数据．并且这两种方法分别利用了一
个连续的指数核函数和一个连续的鲁棒柯西函数来
进行偏好分析．然而，基于连续偏好分析的拟合方
法，在进行数据表征时保留了大量的残差信息（包括
微小变化的残差值），使得特征表示存在冗余；同时
也忽略了残差的一致性信息（一致性信息在决定数
据点属于哪个模型实例时具有重要的作用）．因此，
单独使用二值偏好分析（可由一致性统计分析获取）
或者连续偏好分析进行数据表征时存在一定的局限
性，可能导致模型拟合方法的拟合性能变差．

针对以上问题，本文提出了一种基于新型数据
表征的模型拟合方法，以有效融合二值偏好分析（本
质为采用一致性统计分析的思想）和连续偏好分析
的优点，即同时考虑到一些重要的残差值以及微小
变化的残差值．所提出的数据表征算法将残差值（指
数据点与生成的模型假设之间残差的绝对值）映射
到直方图的不同区间段来表征数据．基于此，为了有
效利用数据表征中的统计信息（内点和离群点显示
出显著的信息熵值差异），本文采用一种简单的自适
应熵阈值算法，来区分内点和离群点以进行离群点
检测．最后，本文引入基于相似矩阵学习的图聚类技
术［１６］来构造更精确的相似矩阵以实现数据的分割，
进而估计模型实例；并且本文提出基于拉普拉斯矩
阵特征值的分析和利用最小子集数目的约束，自适
应地估计模型实例的个数．

综上所述，本文主要有以下三个贡献点：
（１）提出一种新型的数据表征算法．该算法将

残差值进行排序然后映射到不同的区间以构建残差
直方图数据表征．该数据表征算法融合了偏好分析
和一致性统计分析的优点，以获取更加丰富且有效
的残差信息，进而描述更准确的数据分布特征，提高
模型拟合的精度．

（２）提出一种基于熵阈值的离群点检测策略．
该策略充分利用所提出的数据表征中内点和离群点
之间显著的信息熵值差异，有效地去除离群点．

（３）提出一种基于相似矩阵学习的图聚类技术
的模型实例估计算法．该算法能够有效处理分布在
交叉模型实例附近的数据点．更重要的是，该算法根
据特征值的分析和最小子集数目的约束自适应地估
计模型实例的个数．

本文第２节回顾一些相关的模型拟合方法；第
３节详细描述本文所提出的偏好统计数据表征算
法，以及在此基础上的离群点检测策略和模型实例

１０２１７期 郭翰林等：基于偏好统计数据表征的鲁棒几何模型拟合方法

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



估计算法；第４节给出本文所提出的方法在不同数
据集上的实验结果以及同其它方法的对比讨论；第
５节总结本文工作以及给出了对未来工作的展望．

２　相关工作
传统的鲁棒几何模型拟合方法主要可以分为两

大类：基于一致性统计分析的拟合方法和基于偏好
分析的拟合方法．此外，基于图聚类的技术在模型拟
合中也得到了广泛地应用．

一致性统计分析．一个模型假设的一致集是指
该模型假设在指定的内点噪声尺度范围内所包含的
数据点集合．一致性统计分析的思想最初起源于
ＲＡＮＳＡＣ方法［７］，并被广泛地应用于ＲＡＮＳＡＣ的
变种方法（详细叙述请参看综述文献［１７］）．文献［１８］
对所有的数据点依次执行ＲＡＮＳＡＣ来处理多模型
实例问题．然而，ＲＡＮＳＡＣ执行过程中不精确的模
型实例检测结果，会严重影响最终的模型拟合效果．
ＡＫＳＷＨ［８］通过分析模型假设的一致集，对有意义
的模型假设进行聚类，然后在聚类结果的每个类里
面选出最有代表性的模型假设作为所拟合的模型
实例．ＲａｎｓａＣｏｖ［１０］采用贪婪式搜索的方法对多个具
有最大化一致集的模型假设进行聚类，来搜索对应
的模型实例所包含的内点．另外，一致性统计分析也
是基于能量优化的几何模型拟合方法的基础（例如，
ＰＥＡＲＬ［１９］）．虽然一致性统计分析的方法能够根据
内点噪声尺度直接二分内点和离群点，有效地决定
数据点所属的模型实例．但是这类方法忽略了一些
可能重要的残差信息，容易导致最终的拟合性能
下降．

偏好分析．一个数据点的偏好集是指将该数据
点归为内点的模型假设集．偏好分析的思想起源于
ＲＨＡ［１１］．该方法提出分析每个数据点对应于所有
生成的模型假设之间的偏好信息，并且通过模式搜
索估计模型实例．ＪＬｉｎａｇｅ［１２］提出基于二值偏好的
方式来表征数据，并用杰卡德距离测量两个数据点
之间的距离，然后采用层次聚类算法将数据分割为
内点和离群点．为了获取更丰富的偏好信息，Ｔ
Ｌｉｎｋａｇｅ［１３］和ＲＰＡ［１４］将二值偏好扩展为连续偏好
来表征数据．ＫＦ［１５］提出按照数据点到生成的模型
假设之间的残差的升序排列来表征数据，然后采用
谱聚类分割数据．为了最大化内点之间共有的偏好
信息，ＱＰＭＦ［２０］通过偏好信息来排序对应的模型假
设以表征数据，然后采用二次规划的方法进行模型
拟合．ＲＣＭＳＡ［２１］通过获取的偏好信息构建一个权

重邻接图，同时把模型拟合建模为图割问题，并且在
模拟退火框架下有效地解决了该问题．ＭＳＨＦ［２２］将
模型拟合建模为超图构建问题以及结合所获取的偏
好信息进行模式搜索．尽管基于偏好分析的方法相
比基于一致性统计分析的方法考虑了更多的残差信
息，但是那些微小变化的残差值可能是不重要且冗
余的，甚至影响数据分布特征描述的准确性．这在一
定程度上也会损失模型拟合方法最终的拟合精度．

上述分析可以看出，基于一致性统计分析方法
（可用于二值偏好分析）和基于偏好分析方法均存在
各自的优点和缺点．在融合各自方法的优势下，本文
提出一种新的分析方法，即偏好统计分析方法．本文
方法先是对不同的残差进行排序以保留残差信息的
偏好性，然后将排序后的残差值映射到直方图的多
个区间以保持残差信息的一致性．本文的方法充分
利用偏好分析和一致性统计分析的优点，从而能够
更好地对数据分布特征进行描述，获得紧凑和具有
鲁棒性的数据表征．

此外，近些年来基于图聚类的技术，来实现鲁棒
模型拟合的研究工作［３，１４１５］成为研究热点．这些研
究工作通常是通过构造数据点的相似矩阵以描述数
据点之间的关系来进行图聚类．其中图顶点之间的
边的权重值对应于构造的数据点的相似矩阵．例如，
文献［３，１５］通过对数据点对应的残差值排序来构造
相似矩阵，以进行聚类并估计模型实例．文献［１４］通
过鲁棒ＰＣＡ算法取代相似矩阵特征分解，然后通过
对称的ＮＭＦ算法进行聚类，以此取得更好的拟合
性能．然而，这些方法在计算相似矩阵和图聚类时是
两个独立的步骤．因此，不精确的相似矩阵将会导致
后续图聚类的性能变差．最近，文献［１６，２３］提出相
似矩阵学习并同时进行聚类的方法．其中，学习的相
似性矩阵能够获取更精确的相似值以进行聚类，有
利于处理分布在交叉模型实例附近的数据点．

３　算法描述
本文提出一种新型的数据表征算法，即将残差

值映射到直方图的不同区间来进行数据表征．该数
据表征算法能够有效地获取残差的一致性信息和偏
好信息．在此基础上，利用数据表征中的统计信息有
效地对内点和离群点进行区分．最后，在保留下来的
内点中，基于相似矩阵学习的图聚类技术，对数据点
进行聚类以自适应地估计模型实例的个数和参数．
３１　一种新型的数据表征算法

ＪＬｉｎｋａｇｅ［１２］和ＴＬｉｎｋａｇｅ［１３］利用数据点到一
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系列模型假设之间的残差值组成的向量来表征数
据．精确的数据表征有利于刻画数据点的本质特征，
描述数据点之间的相似关系，进而有效地区分内点
和离群点．然而，基于二值偏好分析的表征算法（如
ＪＬｉｎｋａｇｅ［１２］通过一系列候选模型的一致性统计分
析获取数据点的二值偏好）忽略了许多可能重要
的残差信息；而基于连续偏好分析的表征算法（如
ＴＬｉｎｋａｇｅ［１３］）保留了大量冗余的残差信息，而且微
小变化的残差值实际上可能是不重要的，甚至影响
数据分布特征描述的准确性．因此，需要引入更为紧
凑的数据表征算法，以得到更精确的数据分布特征
描述．本文方法旨在综合利用偏好分析和一致性统
计分析的优点，来保留充分且有效的残差信息以进
行模型拟合．

给定输入犖个数据点狓＝｛狓犻｝犻＝１，…，犖，并从输
入的数据点中采样犕个最小子集生成模型假设
犺＝｛犺犼｝犼＝１，…，犕，其中一个最小子集是指估计一个模
型所需要的最小数据点集，比如生成一条直线至少
需要２个点，估计一个基础矩阵需要７个点或者
８个点．针对每个数据点狓犻，本文计算该点到第犼个
模型假设犺犼的残差绝对值狉（狓犻，犺犼）．

本文所提出的数据表征算法，其核心思想描述
如下：ＪＬｉｎｋａｇｅ［１２］提出的二值偏好数据表征的本质
是采用一致性统计分析的思想．该方法统计所有的
残差值中小于固定阈值的残差（其中阈值是由指定
的或者估计的内点噪声尺度决定）．这种做法可看作
一种非常简单的残差直方图数据表征，它将所有小
于阈值的残差值映射到一个直方图区间并将大于阈
值的残差值映射到另一个直方图区间中．本文提出
的数据表征算法是将所有小于固定阈值的残差值
映射到残差直方图的犓个区间（犓是一个相对小的
整数且大于１）以进行残差直方图数据表征．这是一
种更加有效的数据表征算法．它比ＪＬｉｎｋａｇｅ［１２］基
于二值偏好分析的方法描述了更丰富的残差信息．
从某种意义上说，本文所提出的表征算法是介于
ＪＬｉｎｋａｇｅ［１２］的二值偏好分析和ＴＬｉｎｋａｇｅ［１３］的连
续偏好分析之间的表征算法．如果将小于阈值的残
差进行排序并且将犓增长到极限值的情况下（即犓
为残差小于阈值时所对应的模型假设的数目），即每
个直方图区间最多包含一个残差值．那么此时本文
的表征方法就是ＴＬｉｎｋａｇｅ［１３］中的连续偏好分析的
方法．因此，本文将所提出的表征算法称为偏好统计
数据表征．并且通过该数据表征算法，可以对一系列
离散分布的整数集（对应于本文所构造的残差直方
图区间所映射的残差值）进行统计分析．

更具体的说，针对每个数据点狓犻，对该点关于
每个模型假设犺犼的残差绝对值狉（狓犻，犺犼）进行排序，
并且将这些残差值映射到直方图的犓个区间中．在
此，为了统计这些残差值，本文定义一个偏好统计矩
阵Θ∈!

犖×犕，其中Θ（犻，犼）是关于第犻个点和第犼个
模型假设对应的残差值在直方图区间的映射值．
３２　离群点检测策略

结合上文的研究分析，在随机采样最小子集生
成模型假设的过程中，一部分模型假设会聚集在真
实的模型实例附近［８］．为寻找出聚集在真实模型实
例附近的这些有意义的模型假设，本文引入非参数
核密度估计算法［２４］，以计算每个模型假设的权重
值．越高的权重值对应于越有意义的模型假设．其
中，第犼个模型假设犺犼的权重，计算公式如下［８］：

狑犼＝１犖∑
犖

犻＝１

犓犖（狉（狓犻，犺犼）／犺^犼）
狊～犼犺^犼

（１）

其中，狊～犼代表第犼个模型假设犺犼所估计的内点噪声
尺度（本文通过ＩＫＯＳＥ［８］求得）；狉（狓犻，犺犼）代表第犻
个数据点狓犻对应于第犼个模型假设犺犼的残差绝对
值；犓犖（·）代表经典的Ｅｐａｎｅｃｈｎｉｋｏｖ核函数，其定
义如下：

犓犖（ψ）＝
０．７５（１－ψ２），ψ１
０，｛ 其它 （２）

犺^犼表示第犼个模型假设的带宽，计算公式如下［２４］：

犺^犼＝
２４３∫１

－１
犓犖（ψ）２ｄψ

３５犖∫１

－１ψ
２犓犖（ψ）ｄ

熿

燀

燄

燅ψ

０．２

狊～犼 （３）

根据式（１），如果一个模型假设包含更多的内点且对
应较小的残差值，则该模型假设将被赋予更高的权
重值；反之，则被赋予较小的权重值．

接下来，本文采用文献［２５］提出的熵阈值算法
以获得一个自适应的阈值来区分这些模型假设的权
重值狑犼．高权重值（对应于大于阈值的权重值）的模
型假设即为获得的犕^个有意义的模型假设犺^＝
｛犺^犼｝犼＝１，…，犕^．从而得到一个简化的偏好统计矩阵珦Θ∈
!

犖×犕^．该矩阵只包含了犕^个有意义的模型假设犺^．
相比采用计算数据点之间的距离进行离群点检测的
策略（例如ＫＦ［１５］，Ｔｌｉｎｋａｇｅ［１３］），本文提出基于偏
好统计矩阵珦Θ∈!

犖×犕^的离群点检测策略（珦Θ（犻，：）表
示矩阵的第犻行，对应于数据点狓犻的一个表示向量）．

受文献［２６］工作的启发，该工作结合信息论的
优点分析每个类别属性的重要性，从而进行每个类
别间的相似性度量．本文提出分析矩阵珦Θ中每一行
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的信息内容，然后根据每行信息内容的变化来区分
出内点和离群点．因为矩阵珦Θ中每一行珦Θ（犻，：）的信
息内容和该行的数值（对应于直方图区间所映射的
残差值）变化情况密切相关．

为更清晰地描述本文所提出的离群点检测策
略，本文给出了一个偏好统计矩阵珦Θ（该矩阵基于所
提出的数据表征算法所构造）的可视化例子，如图１
所示．图１（ａ）为两张不同视角的图像对，其中显示
的数据点包括两个模型实例的数据点（分别用三角
形点和五角星点表示不同结构的数据点，并用直线
连接对应的内点匹配对）和大量离群点（用交叉点表
示）．图１（ｂ）为可视化的偏好统计矩阵．矩阵的行
（代表数据点）和矩阵的列（代表模型假设）通过聚类
进行了排序．图１（ｂ）中颜色条上的不同数值对应于
残差值在直方图的不同区间的映射值．从图１（ｂ）可
以看出，对于一个内点而言，无论它是属于哪一个模
型实例，在相应的偏好统计矩阵行里面它都能显示
出显著的数值变化（对应于直方图的不同区间所映
射的残差值）．这是因为它属于几个有意义的模型假
设．相反，离群点在相应的行里面通常显示出微小的
数值变化．因此，如果矩阵珦Θ的行对应于内点，那么
该行将产生一个高的信息熵，反之亦然．因此，偏好
统计矩阵每一行珦Θ（犻，：）的信息熵能够以该行数值
（对应于直方图区间所映射的残差值）变化情况的概
率分布进行测量，其对应的信息熵计算公式如下：

图１　在基础矩阵估计中，一个偏好统计矩阵可视化例子

犐珟Θ（犻，：）＝－∑
狉

狋＝１
狆（犪犻狋）ｌｏｇ狆（犪犻狋） （４）

其中，狉（狉犓）是偏好矩阵珦Θ每行中所出现的数值
（对应于残差直方图所映射的残差值）的数目；犪犻狋表
示在珦Θ的第犻行中的第狋个数值出现的次数；以及
狆（犪犻狋）是偏好矩阵珦Θ的第犻行中第狋个数值在珦Θ所
有数值中出现的概率．通过归一化数值犪犻狋来计算对
应的概率值狆（犪犻狋），计算公式如下：

狆（犪犻狋）＝犪犻狋
∑
狉

狋＝１
犪犻狋

（５）

根据式（４），可在偏好统计矩阵的每一行珦Θ（犻，：）中获
取不同的信息熵．因此，内点和离群点在偏好统计矩
阵珦Θ中所对应的信息熵将显示出显著的区别．

因此，为了区分出内点和离群点，可以通过一个
阈值来区分这些不同的信息熵犐珟Θ（犻，：），进而有效地检
测离群点．信息熵值高的矩阵行对应于内点，信息熵
值低的矩阵行对应于离群点．在此利用文献［２５］提
出的熵阈值算法自适应地决定该阈值．那么此时获
得了只有犖^个内点的数据狓^＝｛狓^犻｝犻＝１，…，犖^，以及一
个新的偏好统计矩阵^Θ∈!

犖^×犕^，该矩阵只包含了犖^
个内点和犕^个有意义的模型假设．
３３　模型实例估计算法

通过离群点检测策略得到只有内点的数据后，
下一个问题就是如何分配这些内点到不同的模型实
例里．一般情况下，可以采用传统的聚类方法（例如，
犓ｍｅａｎｓ［２７］和Ｎｃｕｔ［２８］）来聚类数据点到不同的模
型实例．然而，这些聚类方法难于自适应地估计聚类
的个数而且不能有效地处理分布在交叉模型实例附
近的数据点．这是因为传统的聚类方法的设计目的
是对数据进行划分，因此传统聚类方法无法有效地
处理分布在交叉模型实例附近的数据点［１０］．

为解决上述问题，本文提出一种基于相似矩阵学
习的图聚类［１６］技术的模型实例估计算法．该算法能
够学习相似矩阵并同时执行聚类来估计模型实例．由
于来自相同模型实例的内点到对应的模型假设会有
类似的残差分布特征［１１］，那么来自相同模型实例的
数据点间距离越小，其成为邻居的概率就会更大．基
于以上分析，本文利用余弦距离作为数据点之间的
距离度量．因此，根据偏好统计矩阵^Θ∈!

犖^×犕^中对
应的两个行向量^Θ（犻，：）和^Θ（犻′，：），两个数据点狓^犻
和狓^犻′之间的余弦距离犆（犻，犻′）的计算公式如下：

　犆（犻，犻′）＝１２１－
Θ^（犻，：）·^Θ（犻′，：）

‖^Θ（犻，：）‖×‖^Θ（犻′，：）（ ）‖（６）

本文定义数据点狓^犻能够成为其它数据点邻居
的概率为狊犻犻′，其中狊犻犻′可看作相似矩阵犛∈!

犖^×犖^的
一个元素．两个数据点之间的距离越小，则成为邻居
的概率越大．因此，概率值狊犻犻′与两个数据点狓^犻和狓^犻′
的距离值成反比．那么，得到这些数据点之间成为邻
居的概率值狊犻犻′，即学习相似矩阵犛的模型，可以借
鉴文献［１６］中的方法解决，其目标函数如下：

ｍｉｎ
犛∑

犖^

犻，犻′＝１
犆（犻，犻′）狊犻犻′＋α狊２犻犻′ （７）

ｓ．ｔ．犻，狊Ｔ犻１＝１，０狊犻犻′１，狉犪狀犽（犔犛）＝犖^－犮
式中α是正则化参数，犔犛＝犇－（犛Ｔ＋犛）／２为相似矩
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阵犛对应的拉普拉斯矩阵，其中犇∈!

犖^×犖^定义为一
个对角矩阵，对角矩阵犇的第犻行元素是∑犻′（狊犻犻′＋
狊犻′犻）／２．拉普拉斯矩阵的秩的约束狉犪狀犽（犔犛）＝犖^－犮
确保在学习过程中相似矩阵犛包含犮个不同的连接
成份（ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ），其中学习得到的相
似矩阵的一个连接成份对应于一个类．为学习得到
每个数据点合适的邻居安排，本文利用文献［１６］的
方法以一种近似的优化方式优化目标函数（７）．经过
优化得到的相似矩阵犛是一个更精确的相似矩阵，
它具有犮个不同的连接成份．因为在相似矩阵犛的
学习过程中，每个数据点获得对应的聚类标签，当完
成目标函数（７）的优化时，即达到了聚类目的．因此，
基于学习的相似矩阵犛得到犮个不同的连接成份，
以获取数据点的聚类标签，即将内点分配到犮个不
同的模型实例．

基于相似矩阵学习的图聚类技术来估计模型实
例是一种非常有效的算法，它可以根据数据点之间
的距离值自适应地安排数据点的邻居点以进行聚
类，有效地处理分布在交叉模型实例附近的数据点．
但是上述模型实例估计算法无法自适应地估计模型
实例的个数，这在一定程度上影响了该算法的实用
性．因此，本文提出基于拉普拉斯矩阵特征值的分析
和最小子集数目的约束，以自适应地估计模型实例
的个数．

在理想情况下，数据中包含的聚类个数等价于
拉普拉斯矩阵对应的特征值为０的个数［２８］．然而，
由于数据中通常存在噪声点和计算精度的限制，很
难得到特征值为０的精确值．那么寻找一个合适的
大于０的阈值，对于自适应地估计聚类的个数具有
重要意义．具体来说，本文通过计算拉普拉斯矩阵
犔犛的特征值小于阈值μ的个数，来初始化相似矩阵
犛的连接成分的个数犮．

在实际的应用中，当聚类的尺寸（一个类里面数
据点的数目）小于最小子集数目时，那么此时的类里
会出现无法拟合模型的情况．同时，初始化聚类的个
数通常大于真实聚类的个数．因此，本文提出利用最
小子集数目的约束进一步地估计模型实例的个数，
即聚类的最小尺寸狕必须大于或者等于最小子集数
目狆．此时，本文先是减少初始化聚类的个数犮，然后
重新运行该算法，直到避免聚类的最小尺寸狕小于
最小子集数目狆的情况．尽管此时该算法可以自适
应地估计模型实例的个数，但是所估计到的模型可
能对应于多个冗余的模型实例．因此，本文通过合并

两个具有相似残差分布的独立模型实例［２０］，进一步
自适应地估计模型实例的个数以提升聚类性能．最
后根据聚类得到的结果估计每个类对应的模型实例
参数．

本文所提出的模型实例估计算法能够有效地处
理分布在交叉模型实例附近的数据点．更重要的是，
该算法能够自适应地估计模型实例的个数．具体算
法描述见算法１．

算法１．　模型实例估计算法．
输入：矩阵^Θ∈!

犖^×犕^，参数α，参数μ，最小子集数狆
输出：数据点对应的标签和模型实例的参数
１．根据式（６）计算两个数据点之间的余弦距离．
２．利用文献［１６］的方法初始化目标函数（７）以得到初

始化的相似矩阵犛，并计算犛对应的拉普拉斯矩阵犔犛．
３．计算拉普拉斯矩阵犔犛的特征值小于参数μ的个

数，作为聚类的初始个数犮．
４．ＲＥＰＥＡＴ
５．　优化目标函数（７）以得到学习的相似矩阵犛．
６．　计算犮个类里面最小尺寸类的数据点的数目狕．
７．　ＩＦ狕＜狆ＡＮＤ犮＞１，ＴＨＥＮ
８．　　犮＝犮－１
９．　ＥＮＤＩＦ
１０．ＵＮＴＩＬ狕狆
１１．获得数据点对应的标签（一个类对应为一个模型

实例）．
３４　基于偏好统计数据表征的模型拟合方法

本文提出基于偏好统计数据表征的鲁棒几何
模型拟合方法（ＡＰｒｅｆｅｒｅｎｃｅＳｔａｔｉｓｔｉｃＢａｓｅｄＤａｔａ
ＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｆｏｒＲｏｂｕｓｔＧｅｏｍｅｔｒｉｃＭｏｄｅｌＦｉｔｔｉｎｇ），
简称ＰＳＭＦ．本文方法主要分为三个步骤：首先是基
于偏好统计分析进行数据表征，其次是在偏好统计
数据表征的基础上进行离群点检测，最后是在去除
离群点后剩下的数据点中聚类进而估计模型实例．
其总体算法流程见算法２．

算法２．　基于偏好统计数据表征的鲁棒几何
模型拟合算法（ＰＳＭＦ）．

输入：数据点狓，参数α，参数μ，参数犓
输出：数据点对应的标签和模型实例的参数
１．生成一系列的模型假设以及通过ＩＫＯＳＥ［８］估计对
应的内点噪声尺度．

２．通过本文提出的数据表征算法构造偏好统计矩阵Θ
（如３．１小节所述）．

３．根据式（１）获得修剪的偏好统计矩阵珟Θ．
４．根据式（４）计算偏好统计矩阵珟Θ每行的信息熵
犐珟Θ（犻，：）（对应于每个数据点）．

５．自适应二分信息熵值犐珟Θ（犻，：）并将内点从离群点中分
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离以得到新的偏好统计矩阵^Θ．
６．根据算法１聚类数据点并估计每个类对应的模型
实例．

７．根据文献［２０］分析模型实例对应的残差分布特征的
方法，融合冗余的模型实例并重新估计模型实例．

针对ＰＳＭＦ算法的时间复杂度，本文主要关注
模型拟合中的模型选取问题，即没有考虑抽样最小
子集和生成模型假设的时间．在ＰＳＭＦ中，计算两
个数据点之间的余弦距离来得到初始化相似矩阵
犛，即算法１的步骤１需要最大的时间开销，其时间
复杂度大约为犗（^犖２），其中^犖为去除离群点后剩余
的数据点的数目．然而，ＰＳＭＦ的其它步骤所需要的
时间开销均比较少．因此，ＰＳＭＦ算法的整体时间复
杂度约为犗（^犖２）．

４　实验与分析
为验证本文方法的有效性，并对其性能进行分

析．本节首先将本文提出的偏好统计数据表征算法，
与现有的二值偏好数据表征算法和连续偏好数据表
征算法进行对比，测试其有效性和鲁棒性．接着进一
步比较本文提出的基于偏好统计数据表征的拟合方
法（ＰＳＭＦ）与当前几种流行的模型拟合方法的拟合
性能．实验中用到的数据集分别是ＪＬｉｎｋａｇｅ［１２］中
使用的合成数据集和公开的ＡｄｅｌａｉｄｅＲＭＦ［２９］真实
数据集．文献［１，１０，１３，２２］的实验测试，也是基于
ＡｄｅｌａｉｄｅＲＭＦ数据集．为使得对比更为公平，实验
中所有的拟合方法都采用相同的采样方法（此处采
用有效采样方法ＰｒｏｘｉｍｉｔｙＳａｍｐｌｉｎｇ［１２，３０］），生成相
同数量的模型假设集．在每个数据集上，所有模型拟
合方法中的参数（例如，内点噪声尺度以及目标优化
函数涉及的参数等）分别调试出最好的性能以进行
对比实验．本文的评估实验所使用的机器配置为
ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ７７７００３．６ＧＨｚＣＰＵ和１６ＧＢ内存．

本文首先将ＰＳＭＦ的（偏好统计）数据表征算
法，与ＴＬｉｎｋａｇｅ的（连续偏好）数据表征算法和
ＪＬｉｎｋａｇｅ的（二值偏好）数据表征算法进行对比．因
为ＴＬｉｎｋａｇｅ和ＪＬｉｎｋａｇｅ方法主要的不同点是
两者采用不同的数据表征算法．因此，本文统一在
ＴＬｉｎｋａｇｅ方法的框架下比较不同数据表征算法的
性能．本文将ＴＬｉｎｋａｇｅ的数据表征替代为ＪＬｉｎｋａｇｅ
的（二值偏好）数据表征（该拟合方法取名为Ｊ１
Ｌｉｎｋａｇｅ），以及替代为ＰＳＭＦ的（偏好统计）数据表
征（该拟合方法取名为ＰＬｉｎｋａｇｅ），并同时比较这
３种方法的拟合性能．然后，将本文拟合方法ＰＳＭＦ

与当前几种流行的拟合方法进行对比，包括ＫＦ［１５］，
ＡＫＳＷＨ［８］，ＴＬｉｎｋａｇｅ［１３］，ＲａｎｓａＣｏｖ［１０］和ＭＳＨＦ［２２］．
这是因为：ＫＦ是与本文方法密切相关的拟合方法
（该方法也是采用先区分内点和离群点，然后聚类内
点以估计模型实例的策略）．ＡＫＳＷＨ和ＲａｎｓａＣｏｖ
是基于一致性统计分析的拟合方法．ＴＬｉｎｋａｇｅ和
ＭＳＨＦ是基于连续偏好分析的拟合方法．本文采用
同文献［１，９］一样的方法以计算实验拟合误差犉犈
（ＦｉｔｔｉｎｇＥｒｒｏｒ），来评价拟合方法的性能．被错误标
签的数据点总数记为犖ｅｒｒｏｒ，数据点总数为犖，其犉犈
可以定义为

犉犈＝犖ｅｒｒｏｒ犖 （８）
其中，犉犈的值越小说明拟合效果越好．
４１　参数分析与设置

本文方法涉及到的主要参数有：α，μ和犓值．
参数α的选择已经在文献［１６］给出了有效的分析和
实验．针对参数μ，本文经验地设置为一个固定值
０．０６，以取得较好的实验效果．参数犓是本文所提
出的偏好统计数据表征算法中残差直方图区间的组
数．因此，本节主要分析参数犓在本文所提出的数
据表征算法中，对拟合性能的影响．

本文固定参数α，μ和变化犓值，然后在４种不
同的拟合任务（即直线拟合（Ｓｔａｒ５），圆形拟合
（Ｃｉｒｃｌｅ５），单应性矩阵估计（Ｊｏｈｎｓｏｎａ），基础矩阵
估计（Ｂｒｅａｄｔｏｙｃａｒ））进行实验．针对每个任务，重复
实验５０次取拟合误差平均值．所采用的数据集来
源于ＪＬｉｎａｋｇｅ［１２］中使用的合成数据集和公开的
ＡｄｅｌａｉｄｅＲＭＦ［２９］真实数据集．

图２展示了对比实验的拟合误差平均值．从图２
可以看出，针对直线拟合（Ｓｔａｒ５），在犓取不同值
情况下，它的拟合误差保持相对的稳定．针对圆形
拟合（Ｃｉｒｃｌｅ５），当１犓６时，它的拟合误差逐渐
变低．当犓＝８时，它的拟合误差保持相对稳定．针
对单应性矩阵估计（Ｊｏｈｎｓｏｎａ），当从犓＝５开始时，
它的拟合误差变得相对稳定．针对基础矩阵估计
（Ｂｒｅａｄｔｏｙｃａｒ），当犓＝１或者犓＝２时，过于粗糙的
残差直方图区间划分降低了数据表征的准确性，使
得数据在聚类过程中来自不同模型实例的数据被错
误地合并，导致最终的拟合误差较高．但是当犓＞３
时，较为紧凑的残差直方图区间划分，提高数据表征
的准确性使得它的拟合误差变低并保持稳定．一般
来讲，在这４种不同的拟合任务实验中，当犓值从１
增加到６时，所构造的残差直方图能够获得越来越
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充分有效的残差信息以进行数据表征，使得它们的
拟合误差逐渐降低．当犓６时，所构造的残差直方
图能够保留丰富且有效的残差信息以进行数据表
征，使得最终的拟合误差保持相对稳定．因此，本文
选择犓＝６进行以下的实验．

图２　针对４种不同的拟合任务，本文方法ＰＳＭＦ在犓取
不同值情况时所获得的拟合误差平均值对比

４２　合成数据集上的实验结果与分析
在合成数据集上，本文采用ＪＬｉｎｋａｇｅ［１２］中使

用的合成数据集，即直线拟合数据集（Ｓｔａｒ５和
Ｓｔａｒ１１），圆形拟合数据集（Ｃｉｒｃｌｅ５），进行模型拟合
实验并对其性能进行分析．本文首先评价基于不
同数据表征算法的３种模型拟合方法（ＰＬｉｎｋａｇｅ，
Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ和ＴＬｉｎｋａｇｅ）的拟合性能．接着评价６种
不同的模型拟合方法（ＴＬｉｎｋａｇｅ，ＫＦ，ＡＫＳＷＨ，
ＲａｎｓａＣｏｖ，ＭＳＨＦ，ＰＳＭＦ）的拟合性能．重复各个方
法的每个实验５０次，并在表１中给出了这些方法的
拟合结果和ＣＰＵ耗时（ｓ）的平均值．其中，拟合结果
中的“±”符号前面的数字代表拟合误差的平均值，
“±”符号后面的数字代表拟合误差的标准方差；同
时，该时间的计算不包括最小子集抽样和模型假设
生成的时间．图３展示了８种拟合方法的对比结果．
在图３中交叉点表示离群点，其它不同灰度的圆点
分别代表不同模型实例的内点．

表１　在合成数据集上８种拟合方法的拟合结果（％）和时间消耗（狊）（最优结果用加粗字体显示）
数据集 ＰＬｉｎｋａｇｅ Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ ＴＬｉｎｋａｇｅ ＫＦ ＡＫＳＷＨ ＲａｎｓａＣｏｖ ＭＳＨＦ ＰＳＭＦ

Ｓｔａｒ５拟合误差１３．１０±０．７３１４．６７±１．０４１４．４９±１．３０１５．０４±１．２１１４．３３±０．４７１０７１±０．７３１３．７７±２．３５１２．５８±１．０４
耗时 ７７．３４ ７７．３７ ８７．２７ １１．１８ ０．６７ １２．２０ ０．７７ ０６１

Ｓｔａｒ１１拟合误差２８．３３±３．５２３３．５９±２．２５３３．９３±５．３５４６．６９±４．７８３１．８０±２．２６２５．７８±０．８６２６．４６±２．４９２５３１±２．５６
耗时 １７３．４５ １７１．１５ １６４．７０ ２５．６９ ０８６ １８．３２ ０．９６ １．２４

Ｃｉｒｃｌｅ５拟合误差２６．９８±４．７２３１．３２±５．５７２７．２９±４．７４５４．９２±３．３５２０３６±３．７７２６．１１±５．９５２５．４９±５．９２２３．１０±３．０１
耗时 ３１．３４ ２９．４８ ３１．７９ ９．６６ ０．６４ ３６．２９ ０５７ ０．７０

平均拟合误差２２．８１±２．９９２６．５３±３．８３２５．２４±３．８０３８．８８±３．１１２２．１６±２．８８２０．８７±２．５２２１．９１±３．５９１９７４±２．２１
耗时 ９４．０４ ９２．６７ ９４．５９ １５．５１ ０７２ ２２．２７ ０．７７ ０．８８

图３　在合成数据集上８种拟合方法的拟合结果对比（ＧｒｏｕｎｄＴｒｕｔｈ代表真实的模型实例标签，其它为所拟合的模型实例标签）

对比不同数据表征算法对拟合性能的影响，从
表１和图３中，可以看出：对于Ｓｔａｒ５数据集，基于
不同数据表征的拟合方法ＴＬｉｎｋａｇｅ，Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ，
ＰＬｉｎｋａｇｅ都获得了较低的拟合误差平均值和较好
的拟合效果．特别地，ＰＬｉｎｋａｇｅ取得了最低的拟合
误差平均值．对于Ｓｔａｒ１１的数据集ＴＬｉｎｋａｇｅ和
Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ取得了相似的结果，但是它们的拟合结

果仍然比ＰＬｉｎｋａｇｅ差．对于Ｃｉｒｃｌｅ５数据集，观察到
ＰＬｉｎｋａｇｅ取得比ＴＬｉｎｋａｇｅ好的拟合性能．这是因为
ＴＬｉｎｋａｇｅ基于连续偏好的数据表征忽略了残差的
一致性信息，不准确的数据表征使得一些内点被错
误地去除，导致较差的拟合结果．ＰＬｉｎｋａｇｅ利用偏
好统计数据表征的优点，融合了偏好信息和一致性
信息，包含更丰富的残差信息，以提高拟合的性能．
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对比６种不同拟合方法的拟合性能，从表１和
图３中，可以看出：对于Ｓｔａｒ５，本文拟合方法ＰＳＭＦ
取得了第二好的拟合性能和最低的时间消耗，同时
ＲａｎｓａＣｏｖ取得了最好的拟合结果．然而，ＲａｎｓａＣｏｖ
需要手动设置模型实例的个数且算法的运行非常耗
时．ＴＬｉｎｋａｇｅ，ＫＦ，ＡＫＳＷＨ和ＭＳＨＦ都正确拟合
了这５个模型实例．对于Ｓｔａｒ１１，基于参数空间的方
法（ＡＫＳＷＨ和ＭＳＨＦ）运行速度比基于数据点聚
类的方法ＰＳＭＦ快．但是ＰＳＭＦ取得了最低的拟合
误差平均值，因为偏好统计数据表征保留了丰富且
有效的残差信息，进而能够有效地进行离群点检测
和模型实例估计，以提升拟合的精度．对于Ｃｉｒｃｌｅ５，
ＡＫＳＷＨ取得了最好的拟合结果．这是因为ＡＫＳＷＨ
是基于参数空间的拟合方法，该类方法有效地减缓
了对数据分布的敏感性．ＰＳＭＦ取得了次好的拟合
结果．ＰＳＭＦ的模型实例估计算法能够通过相似矩
阵学习得到数据点合适的邻居安排，使得它同样也
能有效地处理分布在交叉模型实例附近的数据点．
ＭＳＨＦ同样取得较好的拟合结果，这是因为ＭＳＨＦ
能够保留大部分有代表性的超边（对应于不同的模
型实例）．ＴＬｉｎｋａｇｅ取得较低的拟合误差平均值，
但是它无法有效地处理分布在交叉模型实例附近的
数据点．ＫＦ取得了高的拟合误差平均值，这是因为
许多对应于不同模型实例的内点被错误地去除或者

合并．而ＰＳＭＦ不仅能够很好地检测出离群点，还
能够准确地估计出模型实例的个数．实验的结果表
明，本文方法ＰＳＭＦ能够有效地处理分布在交叉模
型实例附近的数据点（而传统的基于数据点聚类的
模型拟合方法无法有效地处理这类问题，例如
ＫＦ），从而取得更好的拟合性能．
４３　真实数据集上的实验结果与分析

在真实数据集上，本文采用ＡｄｅｌａｉｄｅＲＭＦ数据
集［２９］中的１９组用于单应性矩阵估计的图像对和
１９组用于基础矩阵估计的图像对，进行单应性矩阵
估计和基础矩阵估计的实验并对其性能进行分析．其
中，每组图像对之间匹配好的数据点对作为输入的
数据．本文首先评价基于不同数据表征算法的３种模
型拟合方法（ＰＬｉｎｋａｇｅ，Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ和ＴＬｉｎｋａｇｅ）
的拟合性能．接着评价６种不同的模型拟合方法
（ＴＬｉｎｋａｇｅ，ＫＦ，ＡＫＳＷＨ，ＲａｎｓａＣｏｖ，ＭＳＨＦ，ＰＳＭＦ）
的拟合性能．同时重复各个方法的每个实验５０次，
并分别在表２和表３中给出了这些方法的拟合结
果，以及ＣＰＵ耗时（ｓ）的平均值．同时，在图４和
图５展示了本文方法ＰＳＭＦ所获得的部分拟合结
果．在图４中十字形点表示离群点，其它不同灰度的
圆点分别代表不同模型实例的内点．在图５中交叉
点表示离群点，其它不同形状的点分别代表不同模
型实例的内点．

表２　在犃犱犲犾犪犻犱犲犚犕犉数据集上８种拟合方法的单应性矩阵拟合结果（％）和耗时（狊）（最优结果用加粗字体显示）
数据集 ＰＬｉｎｋａｇｅ Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ ＴＬｉｎｋａｇｅ ＫＦ ＡＫＳＷＨ ＲａｎｓａＣｏｖ ＭＳＨＦ ＰＳＭＦ

Ｂｏｎｙｔｈｏｎ 拟合误差２２．３９±１７．３４２８．４９±２２．６４２８．３３±１１．５４３３．８９±８．７６３．４９±３．３８２．６８±０．２３２．９８±２．３９０．１０±０．２１
耗时 ６．８３ ６．８２ ６．６８ １．９７ １．０４ ５５．５６ ０．８２ ０．８１

Ｐｈｙｓｉｃｓ 拟合误差２２．８７±４．８５２６．７０±２．１４２６．１９±４．３６１４．０６±１．４４３．１１±６．４９８．９６±１．６８０．８５±１．２９０．６６±０．４６
耗时 ２．２４ １．７５ ２．１８ ０．８４ １．３２ ４２．７３ ０．８６ ０．７２

Ｕｎｉｏｎｈｏｕｓｅ 拟合误差２１．８５±２２．１３２４．５８±１９．３１２６．５８±２１．５６２６．１２±４．０３２．１１±０．００２．７４±０．１３０．６３±０．５６０．２１±０．１５
耗时 ２０．１８ ２０．１６ ２３．９１ ２．１１ ０．８２ ８２．７４ ０．７０ ０．７２

Ｅｌｄｅｒｈａｌｌａ 拟合误差５．０３±３．１４１０．４７±３．７３１２．７３±２．９６２４．５５±４．５４２．３３±０．０７１．４０±０．０００．８４±０．２０１．３６±０．３４
耗时 ９．６３ ７．８７ ９．６６ １．０１ ０．９２ ８９．７７ ０．８０ ０．７６

Ｈａｒｔｌｅｙ 拟合误差６．３４±４．１４９．４４±２．０６７．５６±１．８４１５．４６±０．１８１２．６３±０．６８１０．２２±２．５３８．７２±４．９４３．２５±５．２９
耗时 ２２．７９ ２５．６９ ２６．３３ ２．４６ １．０８ ６１．７１ ０．８１ ０．８０

Ｌｉｂｒａｒｙ 拟合误差８．００±２．８１１６．５６±７．６９１２．１１±２．１２２７．８２±０．５６２１．９５±０．９０５．２１±１．０７４．３７±２．４０３．４４±０．９１
耗时 ８．１１ ７．９２ ９．４６ １．６２ ０．９３ ４７．５３ ０．７５ ０．７５

Ｓｅｎｅ 拟合误差０．５０±０．２０３．３６±０．６９２．７８±０．８６１０．２４±７．２２２．２８±５．８１１．４８±０．１９２．００±１．４７０．６０±０．２１
耗时 １２．７４ １０．９０ １２．９３ １．３５ １．４６ ９５．５９ ０．９３ ０．８７

Ｎｅｓｅ 拟合误差０．６１±０．３０３．６２±１．６３１．９７±０．６０５．６０±３．１１６．３４±８．６５７．２４±０．２５０．４２±０．４３１．５０±０．２５
耗时 １６．２９ １１．３８ １４．１３ ２．８６ ２．９１ １０４．９３ １．１３ １．０３

Ｌａｄｙｓｙｍｏｎ 拟合误差１０．４８±０．６８１１．１４±１．００１０．３４±０．８３２４．９０±０．００５．３６±６．１２１０．５７±０．７５４．０５±１．６４８．６１±０．３０
耗时 １３．２５ １０．０９ １０．９２ １．２５ １．５４ ８５．８８ １．１０ ０．８９

Ｏｌｄｃｌａｓｓｉｃｓｗｉｎｇ拟合误差３．０３±１．２８４．１４±０．６２３．３２±０．５６０．９５±１．７８１．４５±０．１４８．８４±０．７０１．９３±１．１４６．８３±５．８７
耗时 ３１．１５ ３５．６０ ３５．９４ ４．４７ ２．１３ ２１１．２０ １．２６ １．５２

Ｎｅｅｍ 拟合误差８．５４±４．７２１４．４４±５．９４１１．５４±４．４４３１．１９±１．１２６．２２±０．５２１３．５８±１．８９３．３６±１．６５３．０７±０．３５
耗时 １２．９７ １０．５６ １２．６６ ２．６１ １．１１ ９０．８２ １．１５ １．１３

Ｎａｐｉｅｒａ 拟合误差１７．９８±３．６３２０．４０±４．０６２０．９４±４．２５３１．４２±０．８３２７．７８±０．６３１７．３０±２．９２２８．８７±９．７１１６．３２±２．４３
耗时 １６．３９ １６．２５ １９．４５ ２．６６ ０．８１ ７１．４１ ０．８３ ０．９０

８０２１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２０年

《
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 》



（续　表）
数据集 ＰＬｉｎｋａｇｅ Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ ＴＬｉｎｋａｇｅ ＫＦ ＡＫＳＷＨ ＲａｎｓａＣｏｖ ＭＳＨＦ ＰＳＭＦ

Ｂａｒｒｓｍｉｔｈ 拟合误差２２．６６±６．１２２９．１７±５．８８２５．５２±６．６３２５．００±２．３３２８．０５±８．４３２３．８６±０．８６３４．９４±１８．０２１１．４１±４．１０
耗时 １０．６１ １０．４５ １４．３４ １．５１ ０．９３ ７９．３１ ０．８８ ０．９０

Ｅｌｄｅｒｈａｌｌｂ 拟合误差１２．９６±３．６７１４．７５±３．１７１３．１９±３．２８３４．４１±０．１７１１．８４±０．５５１４．９０±１．８２１６．４３±６．１５７．４５±３．８０
耗时 １６．１６ １５．０４ １６．１９ １．３６ １．１８ ８１．９７ ０．９４ １．０３

Ｎａｐｉｅｒｂ 拟合误差２０．３１±４．４４２３．９４±２．６８２３．０４±３．９９２４．１３±４．７３３４．２５±０．２６２５．１４±４．４６１６．４５±３．１３１１．５１±３．７６
耗时 １６．６２ １１．３７ １６．８０ １．９２ １．２５ ９７．１５ １．２１ ０．９７

Ｊｏｈｎｓｏｎａ 拟合误差５．２８±４．８４８．２６±４．９３７．８８±１．４８４３．９８±４．２８８．４５±７．７８９．１７±２．８５６．５４±５．２９７．３５±２．１８
耗时 ２８．５８ ２８．８５ ２６．７３ １４．４９ ２．５０ １６９．８３ １．２７ １．１７

Ｕｎｉｈｏｕｓｅ 拟合误差１２．３８±０．１７１３．６６±２．５２１２．６５±０．３７２６．０９±８．６１１２．３８±０．０９８．９５±１．８０１５．５３±１．１５１２．０３±０．３４
耗时 １１５４．８９ １１５６．５０ １１４５．７９ １１５．１７ ４．３２ １０９５．３０ ３．０６ ５．９６

Ｂｏｎｈａｌｌ 拟合误差３７．９８±３．３１４２．８９±１０．１４３１．８１±２．２８２９．８０±４．５９３５．５４±１２．５０２６．６１±４．９６３０．８２±１０．４９２４．９８±３．５４
耗时 ２９７．２６ ２８９．０２ ３９７．４９ ４８．０５ ４．５１ ６４０．５８ ２．３６ ３．１４

Ｊｏｈｎｓｏｎｂ 拟合误差２１．０９±４．５９２４．３３±６．７４１９．７０±６．７６５８．９４±７．４０２８．６３±５．００２９．６６±６．４１３４．５２±１４．４３３８．００±１１．６９
耗时 ９０．９６ ９５．７３ ９２．８１ ２６．６５ ２．６９ ４０７．０３ １．３６ １．７１

平均 拟合误差１３．７０±４．８６１７．３９±５．６６１５．６９±４．２５２５．７１±３．４４１３．３８±３．５８１２．０３±１．８７１１．２８±４．５５８．３５±２．４３
耗时 ９４．０９ ９３．３０ ９９．７１ １２．３３ １．７６ １９０．０５ １．１７ １．３６

表３　在犃犱犲犾犪犻犱犲犚犕犉数据集上８种拟合方法的基础矩阵拟合结果（％）和耗时（狊）（最优结果用加粗字体显示）
数据集 ＰＬｉｎｋａｇｅ Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ ＴＬｉｎｋａｇｅ ＫＦ ＡＫＳＷＨ ＲａｎｓａＣｏｖ ＭＳＨＦ ＰＳＭＦ

Ｂｉｓｃｕｉｔ 拟合误差１４．６１±２０．３８２４．３０±２３．５０２７．０３±２４．８８０．６１±０．００１．０３±０．２６１．７６±０．５０２．２１±０．７８２．００±０．６１
耗时 ４６．６４ ４５．８７ ４４．５５ ５．３２ ３．２１ ３８４．１２ ２．９７ ３．３７

Ｂｏｏｋ 拟合误差１１．３８±１４．４９１１．７１±１４．９２１０．２８±１３．５６５．８８±０．００４．０６±０．６８２．７８±０．７０２．６２±１．４８０．３２±０．５２
耗时 １６．３２ １５．３２ １６．０７ １．８３ ２．７０ ３３４．３５ ２．４５ ２．８８

Ｃｕｂｅ 拟合误差３７．４２±２９．１６３３．１８±２９．０７３３．２５±３２．６６８．２８±０．００３．０８±０．４７３．９０±０．８９３．６１±１．２８０．７３±０．３３
耗时 ３４．６２ ３６．０１ ３４．４９ ３．１０ ３．２５ １２３．１４ ３．１０ ３．２６

Ｇａｍｅ 拟合误差４２．７５±３２．２７４４．７５±１．７０４４．６４±３１．３１３１．９７±８．２８２．４０±０．９７２．９２±０．５６６．３５±２．３００．７３±０．００
耗时 ２０．３２ ２０．００ １９．８１ ５．６６ ３．０８ ２２６．８５ ２．９６ ３．０７

Ｃｕｂｅｃｈｉｐｓ 拟合误差４．０１±２．８４５．３５±３．４３４．１２±２．９１５．００±２．７５５．７４±１．１６９．０４±２．０１３．８７±１．６７２．７１±１．７３
耗时 ３１．８９ ３０．５８ ３１．６６ ２．８２ ２．９９ １５５．１６ ２．７７ ３．１４

Ｃｕｂｅｔｏｙ 拟合误差４．４２±３．７１３．２５±１．８８６．１５±５．０３１９．０４±３．４０１１．３７±１０．６０４．６６±１．３５４．０６±２．２６１．９３±０．５３
耗时 ２５．１０ ２４．１７ ２５．０３ ５．６８ ２．６８ ３６８．１１ ２．５０ ２．９０

Ｂｒｅａｄｃｕｂｅ 拟合误差１．９０±１．１６１．８６±０．５９１．９８±１．６５１３．１８±４．３５４．９２±１．００１０．０２±５．１６２．７３±１．７１７．１１±３．１８
耗时 ２６．６８ ２５．５０ ２５．９７ ３．１７ ２．８９ ２５７．４２ ２．６３ ２．９９

Ｇａｍｅｂｉｓｃｕｉｔ 拟合误差１０．３１±２２．３４２４．１８±３２．６５１３．２９±２２．９５１９．２７±７．４３２０．６７±１２．１３７．４４±１．１２４．２４±１．８４１．１９±０．５６
耗时 ４４．３８ ４５．１０ ４３．９２ １１．０４ ３．７５ ４２７．９０ ４．８６ ３．２８

Ｂｒｅａｄｔｏｙ 拟合误差３．０８±２．９３７．６３±１４．３２４．４４±２．４６１５．８７±６．６４２１．９１±０．６４１７．４０±７．７６２４．８３±３．５５２２．０１±０．６２
耗时 ４７．４５ ４５．４０ ４４．７５ ４．５５ ３．１１ ３２２．１３ ２．８６ ３．０５

Ｂｒｅａｄｔｏｙｃａｒ 拟合误差６．５１±６．７３９．１６±７．９５６．９６±５．２５３１．４９±３．１５１０．８４±１．９９２１．０８±７．７６９．８２±１．７３１．７５±０．５３
耗时 １１．３１ １０．８８ １０．３３ ２．５８ ２．７３ ２３０．９３ ２．３１ ２．８４

Ｂｉｓｃｕｉｔｂｏｏｋ 拟合误差１．１１±０．５３１．８５±０．７６１．１３±０．５４１１．５３±１１．０６４．５２±２．１１４．９１±１．１３４．９０±２．１４１．４１±０．１９
耗时 ４５．２２ ４６．９０ ４４．６６ ６．０５ ３．３３ １６７．３８ ２．８１ ３．３９

Ｂｉｓｃｕｉｔｂｏｏｋｂｏｘ拟合误差３．６７±４．６４７．３０±７．０５４．４０±４．５３１７．５４±５．９３１４．２１±６．０３１７．５９±５．６１８．９２±５．２５２．３２±１．６９
耗时 ２９．２６ ２９．５９ ２８．８４ ５．１５ ４．１２ １８７．００ ３．４１ ３．０３

Ｂｒｅａｄｃｕｂｅｃｈｉｐｓ拟合误差６．９６±７．２５８．７８±８．７９７．７４±６．５７３５．３２±７．４２１８．２２±１．５３２２．３０±７．２４１１．９１±４．５８６．７８±４．２７
耗时 ２１．４７ ２１．１６ ２１．４４ ３．６６ ２．７１ １３９．４４ ２．８６ ３．０５

Ｃｕｂｅｂｒｅａｄｔｏｙ
ｃｈｉｐｓ

拟合误差１８．０７±８．４３１８．８３±７．２７１７．７１±６．５８３３．７３±５．２３２２．３６±４．６３２４．７４±４．２１１６．４５±４．３７３．６７±４．５８
耗时 ４２．９９ ４３．６３ ４７．１２ ２１．７７ ２．７７ １７９．９６ ３．４１ ３．３７

Ｂｒｅａｄｃａｒｔｏｙ
ｃｈｉｐｓ

拟合误差１３．７６±７．４８２１．６０±７．３９１９．６５±８．０７２８．７２±６．５３３４．２６±５．５０３０．４６±３．１２２１．１０±３．９７１３．２１±０．５６
耗时 ２３．００ ２１．６６ ２１．６８ ９．０３ ２．７６ ２９６．４０ ２．７７ ３．０５

Ｃａｒｃｈｉｐｓｃｕｂｅ拟合误差１２．９７±２．９４１４．０６±３．０５１３．３９±３．５６２３．０３±１３．２５３５．１５±２．２０２７．８２±８．４１１９．６４±６．６８２７．７６±１１．８８
耗时 １０．８２ １０．２６ １０．３６ ２．１９ ２．３９ ９５．７６ ２．４３ ２．７１

Ｔｏｙｃｕｂｅｃａｒ 拟合误差９．７５±３．３５１３．６５±１．６２１１．２９±１０．３９２４．７０±１３．１３３２．３５±６．１６３４．９０±１１．２２２５．４０±１１．８３２１．９０±６．７４
耗时 １７．７４ ２０．１６ １６．２２ ３．５３ ２．６９ １４５．７８ ３．１４ ２．７８

Ｂｏａｒｄｇａｍｅ 拟合误差１４．２５±０．８６１４．４９±０．８６１４．３７±０．９４２８．０７±９．３４１８．０３±１．６１２０．７２±２．１０２１．１５±１．１６１７．２０±０．７０
耗时 ３２．９８ ３２．３５ ３１．２４ ４．２６ ３．１１ １７２．０３ ２．８５ ３．１３

Ｄｉｎｏｂｏｏｋｓ 拟合误差２０．０４±１．４４２７．１４±１．２５２２．０６±２．６２２９．５７±５．９３２９．６４±６．３１２７．３１±２．５０２３．００±１．２９２４．１９±１．４２
耗时 ５８．２４ ６８．７６ ５４．７９ ２０．０５ ２．９６ ２３４．０５ ３．５０ ３．４０

平均 拟合误差１２．４７±９．１０１５．４２±８．８４１３．８９±９．８１２０．１５±５．９９１５．５１±３．４７１５．３５±３．８５１１．４１±３．１５８．３６±２．１６
耗时 ３０．８６ ３１．２３ ３０．１５ ６．３９ ３．０１ ２３４．１０ ２．９８ ３．０９
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图４　在ＡｄｅｌａｉｄｅＲＭＦ数据上的单应性矩阵估计示例（第１行和第３行中的图片分别代表真实的模型实例标签，第２行和
第４行中的图片分别代表本文拟合方法ＰＳＭＦ所拟合的模型实例标签．这里只显示两视图中的一张图片）

单应性矩阵估计．本文采用直接线性变换（Ｄｉｒｅｃｔ
ＬｉｎｅａｒＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ（ＤＬＴ））［３１］来估计单应性矩
阵，用桑普森距离（Ｓａｍｐｓｏｎｄｉｓｔａｎｃｅ）［３１］计算其对
应的残差．对比３种不同数据表征算法对拟合性
能的影响，从表２可以看出：对于大部分的数据，
Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ取得了较高的拟合误差平均值，ＰＬｉｎｋａｇｅ
取得了比ＴＬｉｎｋａｇｅ低的拟合误差平均值．ＰＬｉｎｋａｇｅ
取得了更好的拟合结果，这是因为本文提出的数据
表征算法同时考虑了残差的偏好信息和一致性信
息，进而有效地提高了数据点之间距离测量的准确
性，以取得更好的拟合性能．

对比６种不同的模型拟合方法的拟合性能，从
表２和图４中，可以看出：本文拟合方法ＰＳＭＦ，在
１９组数据中的１１组数据上取得了最低的拟合误差
平均值．尽管，ＰＳＭＦ的时间消耗稍微高于ＭＳＨＦ，
但是ＰＳＭＦ明显比ＭＳＨＦ提高了拟合精度．这是
因为ＰＳＭＦ直接对数据点进行聚类．然而，基于模

型假设聚类的方法ＭＳＨＦ的拟合结果对内点噪声
尺度十分敏感，其中内点噪声尺度往往难以被准确
地估计．ＡＫＳＷＨ的时间消耗比ＰＳＭＦ大，同时它
也取得比较高的拟合误差平均值．虽然ＴＬｉｎｋａｇｅ
和ＲａｎｓａＣｏｖ也取得相对低的拟合误差平均值，但
是这两种方法对数据中包含有较多离群点的数据分
布比较敏感．ＫＦ取得了最高的拟合误差平均值．注
意到ＰＳＭＦ同ＫＦ一样，也是采用先去除离群点，然
后聚类点进而估计模型实例的策略．尽管ＫＦ在单
应性矩阵估计任务中能够检测到大部分的内点，但
它经常错误地估计模型实例．这也验证了本文方法
ＰＳＭＦ中的模型实例估计算法的有效性和鲁棒性．
因此，本文拟合方法ＰＳＭＦ与其它拟合方法相比兼
具拟合性能和运行时间的优势．

基础矩阵估计．本文采用直接线性变换（ＤＬＴ）［３１］
来估计基础矩阵，用桑普森距离（Ｓａｍｐｓｏｎｄｉｓｔａｎｃｅ）［３１］
计算其对应的残差．为对比３种不同数据表征算法
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图５　在ＡｄｅｌａｉｄｅＲＭＦ数据上的基础矩阵估计示例（第１行和第３行中的图片分别代表真实的模型实例标签，第２行和
第４行中的图片分别代表本文拟合方法ＰＳＭＦ所拟合的模型实例标签．这里只显示两视图中的一张图片）

对拟合性能的影响，从表３中，可以看出Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ
取得了比ＴＬｉｎｋａｇｅ和ＰＬｉｎｋａｇｅ差的拟合结果．
ＰＬｉｎｋａｇｅ取得了比ＴＬｉｎｋａｇｅ好的拟合结果．相
比Ｊ１Ｌｉｎｋａｇｅ（将所有残差值映射到直方图的两个
区间）和ＴＬｉｎｋａｇｅ（将所有小于阈值的每个残差值
映射到直方图对应的一个区间），在ＰＬｉｎｋａｇｅ（将
所有的残差值映射到几个区间）中，所提出的数据
表征算法保留了丰富且有效的残差信息，进而提高
模型拟合的性能．图６展示了３种基于不同数据表
征算法的模型拟合方法（ＰＬｉｎｋａｇｅ，Ｊ１Ｌｉｎｋａｇ和
ＴＬｉｎｋａｇｅ）在不同的拟合任务中所取得的拟合误差
平均值．从图６中可以看出，在不同的拟合任务中，
基于偏好统计数据表征的拟合方法ＰＬｉｎｋａｇｅ取得
了最低的拟合误差平均值，这也验证了本文所提出的
数据表征算法的有效性和鲁棒性．

图６　基于３种不同数据表征的拟合方法在
不同拟合任务中的拟合结果

对比６种不同的模型拟合方法的拟合性能，从
表３和图５中，可以看出：本文拟合方法ＰＳＭＦ能
够有效分割出大部分的模型实例，并且在１９组数据
中的１１组数据取得最低的拟合误差平均值．ＰＳＭＦ
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取得的拟合精度，明显好于其它拟合方法所取得的拟
合精度．尽管ＰＳＭＦ的时间消耗稍微多于ＡＫＳＷＨ
和ＭＳＨＦ的时间消耗．这是因为ＰＳＭＦ是基于数
据点聚类的拟合方法，然而，ＡＫＳＷＨ和ＭＳＨＦ是
基于参数空间聚类的拟合方法来搜索代表性的模型
实例，降低了算法的时间开销．但是，ＰＳＭＦ的运行
速度明显快于另外几种基于数据点聚类的拟合方法
（ＫＦ，ＴＬｉｎｋａｇｅ和ＲａｎｓａＣｏｖ），同时取得了最高的
拟合精度．这是因为ＰＳＭＦ中精确的数据表征和鲁
棒的离群点检测策略，有效地提高了ＰＳＭＦ的拟合
性能．实验结果表明，在包含大量离群点的数据中，
本文拟合方法ＰＳＭＦ能够有效地拟合多模型实例．
与其它拟合方法相比，在不明显增加算法时间开销的
情况下，本文方法ＰＳＭＦ取得了更好的拟合结果．

５　结　论
本文提出了一种基于残差直方图区间数值变

化，以进行特征分析的数据表征算法（称为偏好统计
数据表征）．该数据表征算法融合了传统模型拟合方
法中偏好分析和一致性统计分析的优点，有效地保
留了数据表征所需要的残差信息．在此偏好统计数
据表征的基础上，本文利用该数据表征中内点和离
群点之间显著的信息熵值差异来进行离群点检测，
同时构造了一个更精确的相似矩阵来估计模型实例．
本文将所提出的新的模型拟合方法称之为基于偏好
统计数据表征的鲁棒几何模型拟合方法（ＰＳＭＦ）．
ＰＳＭＦ能够有效地处理分布在交叉模型实例附近
的数据点以及自适应地估计模型实例的个数和参
数．在合成数据集和真实数据集的实验结果表明，
ＰＳＭＦ取得比当前一些流行的模型拟合方法更好的
拟合精度．本文提出的偏好统计数据表征算法除了
可以有效地用于离群检测之外，还可以用于其它模
型拟合方法在前期阶段的数据表征过程，这对提高
模型拟合的拟合精度具有非常重要的意义．未来的
研究工作将运用本文方法探索更多潜在的应用，比
如在医学图像分析和增强现实的应用．
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ｅｔｃ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
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ｐｒｏｂｌｅｍｉｎｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎｗｉｔｈｗｉｄｅｓｐｒｅａｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，
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ｍａｉｎｔａｓｋｏｆｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇｉｓｔｏｒｏｂｕｓｔｌｙｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒ
ａｎｄｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍｏｄｅｌｉｎｓｔａｎｃｅｓｉｎｄａｔａ．Ｉｔｉｓａｃｈａｌｌｅｎｇｉｎｇ
ｔａｓｋｓｉｎｃｅａｓｃｅｎｅｔｙｐｉｃａｌｌｙｃｏｎｔａｉｎｓｍｕｌｔｉｐｌｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓａｎｄｔｈｅｏｂｓｅｒｖｅｄｄａｔａａｒｅｕｓｕａｌｌｙｃｏｎｔａｍｉｎａｔｅｄ
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