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收稿日期：２０１８０２１０；在线出版日期：２０１８１１２０．本课题得到国家自然科学基金（６１７７２２２５，６１８７６２０７）、贵州省科技计划项目（黔科合基
础［２０１９］１１６４）、广东省自然科学杰出青年基金项目（２０１４Ａ０３０３０６０５０）、广东省特支计划人才专项课题（２０１４ＴＱ０１Ｘ６６４）、广州市科学技
术局项目（２０１８０４０１０２７６）、广州市对外合作项目（２０１８０７０１００４７）、贵州省教育厅青年科技人才成长项目（黔教合ＫＹ字［２０１６］１６５号）资
助．冯夫健，博士研究生，讲师，主要研究方向为演化计算方法的理论基础．Ｅｍａｉｌ：ｆｕｊｉａｎ＿ｆｅｎｇ＠１６３．ｃｏｍ．黄　翰（通信作者），博士，教
授，博士生导师，中国计算机学会（ＣＣＦ）高级会员，主要研究领域为演化计算的应用与理论基础．Ｅｍａｉｌ：ｈｈａｎ＠ｓｃｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．张宇山，博
士，副教授，主要研究领域为演化算法的理论基础．郝志峰，博士，教授，博士生导师，主要研究领域为机器学习、计算智能、代数学与组
合优化．

基于等同关系模型的演化算法期望首达时间对比分析
冯夫健１）　黄　翰１）　张宇山２）　郝志峰３）

１）（华南理工大学软件学院　广州　５１０００６）
２）（广东财经大学统计与数学学院　广州　５１０３２０）

３）（佛山科学技术学院数学与大数据学院　广东佛山　５２８０００）

摘　要　演化算法的首达时间分析是演化计算领域理论基础研究的难点和热点问题．本文研究建立了演化算法期
望首达时间的随机过程模型，以该模型为基础，结合等价关系的性质，提出了等同关系模型作为判定演化算法在期
望首达时间上是否等价的评判标准，实现了不同演化算法在期望首达时间上的等价类划分．在等同关系模型的基
础上，论文提出了一种便于演化算法对比分析的数学工具———性能对比不等式，为不同算法在期望首达时间上的
直接对比分析提供了依据．为了验证所提理论方法的可行性，本文选用（１＋１）ＥＡ作为研究对象，证明了不同选择
算子和不同变异算子的（１＋１）ＥＡ算法的性能对比关系，并通过实验结果验证了理论分析结果的正确性．因此，论
文提出的等同关系模型可以作为演化算法在性能对比分析的一种理论工具．

关键词　演化算法；等同关系；首达时间；性能对比不等式；Ｍａｒｋｏｖ链
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１　引　言
受进化论思想的启发，从２０世纪７０年代开始

出现了不同的随机启发式算法，如演化规划
（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）、演化策略（Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ
Ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ）、遗传算法（ＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ）、遗传
规划（ＧｅｎｅｔｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）等［１］．到２０世纪９０年
代，这些算法被证明在全局优化、复杂性问题求解
等方面存在突出的优势，并且各种分支思想有了开
始融合的趋势，统称为演化算法（Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＥＡｓ）．目前，演化算法在工程优化、过
程控制、智能控制等领域的应用越来越多，相对而
言，其在基础理论方面的研究成果较少，如演化算法
的时间复杂性分析和演化算法的性能对比分析等．
其中，演化算法的性能对比分析是近几年基础理论
研究中的热点也是难点［２］，且日益引起国内外学者
的关注［３６］．

首达时间（ＦｉｒｓｔｈｉｔｔｉｎｇＴｉｍｅ）指的是演化算法

首次搜索到最优解时的计算时间（或称迭代次
数）［７］，它是研究演化算法计算时间的主要指标［８９］．
国内外学者在这个指标的基础理论方面进行了较深
入的研究．例如Ｙｕ等人［１０］研究了（λ＋λ）ＥＡｓ，并对
λ＝１和λ＝狀时在ｔｒａｐ问题的期望首达时间进行分
析．Ｃｈｅｎ等人［１１］针对图的随机移动问题，利用矩阵
代数理论推导出一种新的不可归约马尔可夫期望首
达时间表示方法．Ｃｈｅｎ等人［１２］提出了ＥＡｓ在单峰
问题首达时间的一般方法，并研究了（犖＋犖）ＥＡｓ
在ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ和ＯｎｅＭａｘ问题上的首达时间上
界问题．黄翰等人［１３］首次提出了平均增益模型来估
计连续型（１＋１）ＥＡ在球函数问题上的平均计算时
间．张宇山等人［１４］利用停时理论，结合时齐马氏过
程的性质，提出了分析演化算法首达时间的新方法，
以（１＋λ）ＥＳ求解倾斜平面问题进而分析平均首达
时间．Ｚｈａｎｇ等人［９］结合鞅论和停时理论对平均增
益模型进行改进，提出了更加一般的平均增益理论
来估计首达时间的上界．为了便于比较优化问题中
的不同ＥＡｓ，Ｈｅ等人［１５１６］采用几何平均提出了一
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种新的平均收敛速度，并在离散优化问题上估计了
平均收敛速度的下界．Ｂｉ等人［１７］通过初始种群起始
位置的选取和算法搜索机制的设置来研究对演化算
法收敛速度的影响因素．Ｃｏｒｕｓ等人［１８］设计了一种
马尔可夫链框架，来证明标准稳态遗传算法在Ｏｎｅ
Ｍａｘ函数上的运行时间边界问题．Ｑｉａｎ等人在文献
［１９］中通过严格的计算时间证明了采样可以显著地
加快带噪声的演化算法的优化时间．Ｙｕ等人［２０］提
出转换分析（ＳｗｉｔｃｈＡｎａｌｙｓｉｓ）方法来揭示演化算法
的平均计算时间复杂性，并且证明了适应值层次法
（ＦｉｔｎｅｓｓＬｅｖｅｌＭｅｔｈｏｄ）和漂移分析法（ＤｒｉｆｔＡｎａｌｙｓｉｓ
Ｍｅｔｈｏｄ）都可以规约到转换分析法．

综上所述，现有的关于演化算法首达时间分析
的工作主要集中在计算时间的边界问题和收敛速
度问题的研究上，而首达时间这一指标应用于演
化算法对比分析方面的工作较少．我们认为，该指
标也可以作为对演化算法进行对比分析的一种理论
依据［２］．

目前，演化算法的性能对比分析有两个不同的
研究方向，分别为基于统计实验的分析方法和基于
首达时间的分析方法．

在统计实验方面，自从演化算法提出至今，国内
外学者都有深入的研究．例如Ｄｅｒｒａｃ等人［２１］提出
了基于Ｐａｇｅ’ｓＴｒｅｎｄＴｅｓｔ的统计分析方法，通过
研究演化算法搜索过程中的中间过程和最终结果来
分析算法间收敛性能．Ｖěｃｅｋ等人［２２］以原假设显著
性测试（ＮＨＳＴ）为基础，提出了用于演化算法性能
比较的新方法，并探讨了演化算法数量、优化问题及
独立运行次数对所提出方法在演化算法性能比较结
论中的影响［２３］．Ｅｆｔｉｍｏｖ等人［２４］针对多个单目标问
题提出了元启发式随机优化算法的统计比较方法，
给出了算法分级方案．Ｌｉｕ等人［２５］以性能描述方法
（ＰＰＭ）［２６］和数据描述方法（ＤＰＭ）［２７］为工具，通过
不同基准随机算法置信区间的显著性差异来判定算
法性能的优劣．上述研究主要采用统计方法来验证
算法间的性能，通过求解问题数量、算法数量、运行
次数及收敛条件等来分析验证不同演化算法的性能
对比．相对而言，统计实验方法在算法的基础理论的
研究较少，尤其在首达时间这一理论特性上没有进
行深入的研究．

随着演化算法理论研究的进一步深入，基于首
达时间的演化算法对比分析取得了一系列的成果．
例如，Ｈｅ等人［２，８，２８］提出了关于计算时间复杂性分
析的漂移分析理论，通过定义距离函数推导出满

足平均漂移分析的ＰｏｐｕｌａｔｉｏｎＳｃａｌａｂｉｌｉｔｙ对比方
法，探讨了种群大小与演化算法性能比较的关系．
Ｂｏｒｉｓｏｖｓｋｙ等人在给定迭代次数和平均优化时间的
条件下研究了随机爬山算法和其他ＥＡｓ的比较关
系［３］．黄翰等人［２９］建立了一种等态等价关系与强／
弱态偏序关系模型，用于研究进化算法的收敛性对
比分析，强／弱态关系模型所给的演化算法首达时间
是趋于无穷情况下的，在算法比较方面通过强／弱态
偏序关系来实现分析．综上所述，虽然演化算法在首
达时间的对比分析方面有了一定的研究基础，但相
关工作大都需要满足特定的条件且研究侧重点主要
在演化算法的计算时间复杂性分析方面，因此，在
理论上关于演化算法的对比分析模型需要进一步
研究．

受ＰｏｐｕｌａｔｉｏｎＳｃａｌａｂｉｌｉｔｙ方法、等态等价关系
与强／弱态偏序关系模型等研究结果的启发，本文
基于Ｍａｒｋｏｖ链的性质［３０３２］，建立了期望首达时间
的随机过程模型，提出等同关系模型来判定不同
演化算法在期望首达时间上的等价关系；在等同关
系模型的基础上，提出了用于演化算法性能对比分
析的数学工具—性能对比不等式．与文献［２］所提
ＰｏｐｕｌａｔｉｏｎＳｃａｌａｂｉｌｉｔｙ对比方法不同，本文所提性
能对比不等式不需要定义距离函数以及满足漂移分
析的特定条件，通过构建等同关系模型实现了演化
算法在期望首达时间上的直接对比分析．研究最后
以基于不同选择算子的（１＋１）ＥＡ算法案例和基于
不同变异算子的（１＋１）ＥＡ算法案例为实证分析对
象，实验结果表明，实际验证结果和理论方法对案例
分析的结论一致．

２　演化算法的等同关系模型
本研究通过期望首达时间来构建演化算法的等

同关系模型；本节将给出期望首达时间的随机过程
模型、等同关系模型的定义及性能对比不等式．
２１　期望首达时间的随机过程模型

本节重点讨论的是演化算法的随机过程模型，
首先给出所用符号的说明，设犛为可行解的有限集
合，犛中的任意一个元素称为一个解或一个个体，一
个或多个个体组成一个种群，一个规模为犖的种群
记为犡＝｛狓１，狓２，…，狓犖｝，狓犻∈犛，犻＝１，２，…，犖．

设!为所有种群的集合，!狅狆狋为包含最优解的
种群集合．演化算法通过对种群的迭代操作来寻找
最优解，具体的求解流程可以描述如下．
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算法１．　演化算法．
输入：目标函数和解的长度
输出：目前为止的最优解
１．生成初始种群犡０＝｛狓１，狓２，…，狓犖｝，狋＝０；
２．对种群犡０中的个体进行评价；
３．ＷＨＩＬＥ犡狋中不包含最优解
４．　对犡狋中的个体进行变异（或交叉）操作，生成子

代种群犡′狋；
５．　对子代种群犡′狋中的个体进行评价；
６．　从犡′狋∪犡狋或犡′狋中进行选择操作，生成新一代种

群犡狋＋１；
７．　狋＝狋＋１；
８．ＥＮＤ
在演化算法中，每一次迭代一般由两步组成，分

别为通过变异操作或交叉操作生成子代种群和通过
选择操作生成新一代种群．设犡狋＝｛狓狋１，狓狋２，…，
狓狋犖｝，狋＝０，１，…为演化算法的第狋代种群，则序列
｛犡狋，狋＝０，１，…｝可以作为一个在种群集合!上取值
的随机过程．根据上述演化算法的求解流程可知，第
狋＋１代种群犡狋＋１是从第狋代种群犡狋以及通过变异
或交叉算子生成的子代种群犡′狋中选择出来的，且不
受之前种群的影响，因此序列｛犡狋，狋＝０，１，…｝满足
马尔可夫（Ｍａｒｋｏｖ）过程，即具有Ｍａｒｋｏｖ性［３，２６］．显
然，对于满足Ｍａｒｋｏｖ性的随机过程｛犡狋，狋＝０，１，
…｝，如果演化算法满足犘｛犡狋∈!狅狆狋｝＝１，狋＜＋∞，
那么可以说该算法在有限迭代时间内可以找到最优
解［２９］．以此为基础，本文给出演化算法收敛的概念．

定义１．　算法收敛．设｛犡犪狋，狋＝０，１，…｝为演
化算法犪对应的Ｍａｒｋｏｖ过程，犡犪狋∈!且!狅狆狋!

，
若ｌｉｍ
狋→＋∞

犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｝＝１，则称演化算法犪收敛．
演化算法首达时间描述的是首次以概率１找到

最优解的时间，文献［１０，２８，３３３４］在研究演化算法
的计算时间复杂性时分别给出了期望首达时间的概
念．本文基于Ｍａｒｋｏｖ链的性质，给出了等价的期望
首达时间定义．

定义２．　期望首达时间．设｛犡犪狋，狋＝０，１，…｝为
演化算法犪对应的Ｍａｒｋｏｖ过程，犡犪狋∈!且!狅狆狋!

，
令犺为一个随机变量，若犺＝ｍｉｎ｛狋：犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｝＝
１｝，则称犺为演化算法犪的首达时间，其数学期望为
期望首达时间，记为犈犪犺．

根据吸收态Ｍａｒｋｏｖ链的定义［２９３０］，若随机过
程｛犡狋，狋＝０，１，…｝满足Ｍａｒｋｏｖ性，如果有犘｛犡狋＋１
!狅狆狋｜犡狋∈!狅狆狋｝＝０，狋＝１，２，…，则称该随机过程为

吸收态的．即若犡狋包含了最优解，那么犡狋＋犻亦包含
最优解，其中犻＝１，２，…．鉴于此，下文给出了演化
算法期望首达时间的随机过程模型．

定理１．　期望首达时间的随机过程模型．设
｛犡犪狋，狋＝０，１，…｝为演化算法犪对应的吸收态Ｍａｒｋｏｖ
过程，且!狅狆狋!

，令λ犪狋＝犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｝，若算法犪收
敛，则演化算法犪的期望首达时间可表示为

犈犪
犺＝∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋） （１）

证明．　若｛犡犪
狋，狋＝０，１，…｝为吸收态Ｍａｒｋｏｖ

过程，则对狋＝０，１，…有
λ犪狋＝犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｝　　　　　　　　
＝犘｛犺狋｝
λ犪狋－λ犪狋－１＝犘｛犺狋｝－犘｛犺狋－１｝
犘｛犺＝狋｝＝λ犪狋－λ犪狋－１，

则

犈犪
犺＝０·犘｛犺＝０｝＋∑

＋∞

狋＝１
狋·犘｛犺＝狋｝

＝∑
＋∞

狋＝１
狋·犘｛犺＝狋｝，

即

犈犪
犺＝∑

＋∞

狋＝１
狋·（λ犪狋－λ犪狋－１）

＝ｌｉｍ
狀→＋∞∑

狀

狋＝１
狋·（λ犪狋－λ犪狋－１）

＝ｌｉｍ
狀→＋∞

［（λ犪１－λ犪０）＋２（λ犪２－λ犪１）＋…＋狀（λ犪狀－λ犪狀－１）］
＝ｌｉｍ
狀→＋∞

［－（λ犪０＋λ犪１＋λ犪２＋…＋λ犪狀－１）＋狀λ犪狀］

＝ｌｉｍ
狀→＋∞∑

狀－１

狋＝０
（λ犪狀－λ犪狋）

＝∑
＋∞

狋＝０
［ｌｉｍ
狀→＋∞

（λ犪狀－λ犪狋）］

＝∑
＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋），

因此，犈犪
犺＝∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋）成立． 证毕．

通过定理１建立的随机过程模型可以刻画演化
算法的期望首达时间，其中，期望首达时间犈犪

犺指的
是演化算法犪首次搜索到最优解的平均计算时间
（或称迭代次数），λ犪狋表示演化算法犪在第狋次迭代
过程中搜索到最优解的概率．基于定理１，下面给出
演化算法的等同关系模型．
２２　演化算法的等同关系模型

本节将在期望首达时间的随机过程模型基础上
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建立等同关系模型，用于分析演化算法在期望首达
时间上的等价关系，下面首先引入等同关系的定义．

定义３．　等同关系．已知犛ＥＡ为给定的非空演
化算法集合，设珟犚犛ＥＡ×犛ＥＡ，对于犪，犫∈犛ＥＡ，对
应的吸收Ｍａｒｋｏｖ过程分别为｛犡犪狋，狋＝０，１，…｝和
｛犡犫

狋，狋＝０，１，…｝．若对于λ犪狋＝犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｝和λ犫狋＝
犘｛犡犫

狋∈!狅狆狋｝，且λ犫０＝犘｛犡犫
０∈!狅狆狋｝＜１，满足：

∑
＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋）∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犫狋）＝犆 （２）

其中，犆为非负常数，则称演化算法犪等同于演化算
法犫，记为犪珟犚犫．珟犚也称为犛ＥＡ上的等同关系．
犪珟犚犫表明：当演化算法犪和犫的期望首达时间

为有限定值时，他们在期望首达时间上可以视作等
同．当演化算法犪和犫的期望首达时间为非有限定
值（不收敛或非有限时间收敛）时，演化算法犪和犫
的正向级数之和同阶情况下，它们的期望首达时间
也可以视作等同．因此，满足等同关系的演化算法，
可以认为其时间复杂度在期望条件下是相同的．定
理２给出等同关系是等价关系的定理．

定理２．　等同关系是等价关系定理．已知犛ＥＡ
为给定的非空演化算法集合，且珟犚为犛ＥＡ上的等同
关系，那么珟犚是一个等价关系．

证明．　（１）自反性．对于犪∈犛ＥＡ，有犪珟犚犪，所
以珟犚满足自反性．

（２）对称性．对于犪，犫∈犛ＥＡ，根据定义３有
犪珟犚犫犫珟犚犪，所以珟犚满足对称性．

（３）传递性．对于犪，犫，犮∈犛ＥＡ，当犪珟犚犫且犫珟犚犮
时，根据定义３有犪珟犚犫∧犫珟犚犮犪珟犚犮，所以珟犚满足传
递性．因此珟犚是一个等价关系． 证毕．

根据定理２的证明过程可知，等同关系珟犚满足
二元关系的自反性、对称性和传递性三条性质，因
此，可以认为珟犚为非空演化算法集合犛ＥＡ上的等价
关系．

因为等同关系珟犚在期望首达时间上也是一个
等价关系，所以可以实现对犛ＥＡ中演化算法的等价
类划分，本文给出等同等价类的定义如下．

定义４．　等同等价类．已知犛ＥＡ为给定的非空
演化算法集合，珟犚犛ＥＡ×犛ＥＡ，犪∈犛ＥＡ，令

［犪］珟犚＝｛犫｜犫∈犛ＥＡ∧犪珟犚犫｝ （３）
则称［犪］珟犚为演化算法犪关于珟犚的等同等价类．

定义５．　算法有限时间收敛．已知犛ＥＡ为给定
的非空演化算法集合，犪∈犛ＥＡ且收敛，若存在确定
的正整数犕，使得犪对应的期望首达时间犈犪

犺＜犕，

则称演化算法犪有限时间收敛．
通过定义４和定义５，可以将演化算法集合根

据算法的期望首达时间进行等价类划分，下面给出
相关定理．

定理３．　等同等价类中演化算法的收敛性定理．
已知犛ＥＡ为给定的非空演化算法集合，对于犪∈犛ＥＡ
满足吸收Ｍａｒｋｏｖ过程，假设等同等价类［犪］珟犚中有
一个演化算法有限时间收敛，则［犪］珟犚中的全部演化
算法在有限时间均收敛，且期望首达时间等同．

证明．根据定义５，令狓∈［犪］珟犚有限时间收

敛，对于狔∈［犪］珟犚，由定义３可知，∑
＋∞

狋＝０
（１－λ狓狋）＝

犆∑
＋∞

狋＝０
（１－λ狔狋），其中，λ狓狋＝犘｛犡狓狋∈!狅狆狋｝和λ狔狋＝犘｛犡狔狋∈

!狅狆狋｝．因为狓有限时间收敛，所以∑
＋∞

狋＝０
（１－λ狔狋）＜犕，

即级数∑
＋∞

狋＝０
（１－λ狔狋）收敛．根据正项级数收敛的必要

条件，ｌｉｍ
狋→∞
（１－λ狔狋）＝０，即ｌｉｍ狋→∞λ

狔
狋＝ｌｉｍ狋→∞犘｛犡

狔
狋∈!狅狆狋｝＝

１，因此，演化算法狔收敛．根据定理１，演化算法期
望首达时间犈狔犺＝∑

＋∞

狋＝０
（１－λ狔狋），即演化算法狔有限时

间收敛．因此，［犪］珟犚中的全部演化算法在有限时间
均收敛，且期望首达时间等同． 证毕．

定理３说明了在等同等价类中，满足吸收Ｍａｒｋｏｖ
过程性质的演化算法具有在有限时间共同收敛的
性质，即只要证明等同等价类中一个演化算法有限
时间收敛，便可得到等价类中其他演化算法（满足吸
收Ｍａｒｋｏｖ过程性质）在有限时间均收敛．定理３还
反映出一个事实，要分析一个演化算法（满足吸收
Ｍａｒｋｏｖ过程性质）是否在有限时间收敛，可以通过
分析其所在等价类中的其他演化算法是否有限时间
收敛来达到相同的目的．

等同关系刻画了演化算法期望首达时间等价的
性质，可以把等同等价类中的演化算法期望首达时
间视作等同．２．３小节将利用期望首达时间的随机
过程模型和等同关系模型来推出演化算法的性能对
比分析方法———性能对比不等式．
２３　性能对比不等式

目前为止，演化算法的性能对比主要通过统计
实验方法来实现，对于首达时间的对比分析主要针
对特殊案例进行研究［２，２９］．本文根据上述等同关系
模型，提出一种基于期望首达时间的直接对比分析
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模型———性能对比不等式，用于实现不同演化算法
间性能的对比分析．

定理４．　演化算法的性能对比不等式．已知
犛ＥＡ为给定的非空演化算法集合，对于犪，犫∈犛ＥＡ，
对应的吸收Ｍａｒｋｏｖ过程分别为｛犡犪狋，狋＝０，１，…｝
和｛犡犫狋，狋＝０，１，…｝，且同属于种群集合!．记λ犪狋＝
犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｝和λ犫狋＝犘｛犡犫狋∈!狅狆狋｝，其中!狅狆狋!．若
犪和犫收敛，且性能对比不等式：

∑
＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋）∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犫狋）＞１ （４）

成立，则有犈犪
犺＞犈犫

犺，即演化算法犫在期望首达时间
上比演化算法犪更快收敛到!狅狆狋．

证明．　通过以下三种情况进行证明，根据已知
条件犪，犫∈犛ＥＡ，且满足吸收Ｍａｒｋｏｖ过程，可得：

（１）当演化算法犪和犫均能有限时间收敛时，由
定义５可知，∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋）＜犕且∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犫狋）＜犕，根

据定理１，犈犪
犺＝∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋）和犈犫

犺＝∑
＋∞

狋＝０
（１－λ犫狋），即

性能对比不等式比较的是期望首达时间，时间短
为优，因此，若∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋）∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犫狋）＞１成立，

则犈犪
犺＞犈犫

犺，结论成立．
（２）当演化算法犪和犫均收敛且其中仅有一个

演化算法有限时间收敛时，如果性能对比不等式

∑
＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋）∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犫狋）＞１成立，则必有∑

＋∞

狋＝０
（１－

λ犪狋）＞犕且∑
＋∞

狋＝０
（１－λ犫狋）＜犕，即演化算法犪不满足有

限时间收敛，而演化算法犫有限时间收敛，因此，根
据定理１，犈犪

犺＞犈犫
犺，结论成立．

（３）当演化算法犪和犫均收敛，但都不满足有限
时间收敛时，根据定义５，两个演化算法的期望首达
时间均为无穷大，若性能对比不等式∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋）

∑
＋∞

狋＝０
（１－λ犫狋）＞１成立，则演化算法犪的期望首达时间

的无穷大阶数大于演化算法犫，即在无穷级数意义
下犈犪

犺＞犈犫
犺成立． 证毕．

定理４说明了在非空演化算法集合中，如果任
意两个演化算法（满足吸收Ｍａｒｋｏｖ过程性质）都收
敛，根据性能对比不等式可以判断这两个演化算法
在期望首达时间上的收敛性能．通过定理４的证明
也说明了，性能对比不等式是基于期望首达时间的

计算理论而提出的一种方法，但当进行比较的演化
算法期望首达时间是正无穷时，可以通过性能对比
不等式定理比较两个无穷大的阶来实现算法的性能
对比．

在定理４中，分别通过三种收敛情况进行了分
析证明．由于性能对比不等式以等同关系模型为基
础建立，不需要借用距离函数等辅助工具，就可以实
现演化算法在期望首达时间上的直接比较，因而在
理论上实现了不同演化算法的直接对比分析．当对
比的演化算法均收敛时，采用本文所提的性能对比
不等式可以实现期望首达时间的准确比较，第３部
分将通过案例分析对上述理论方法进行实证分析．

３　案例分析
本节根据经典演化算法的设计，分别通过设计

不同选择算子和不同变异算子的（１＋１）ＥＡ算法
展开分析．
３１　不同选择算子的（１＋１）犈犃算法

案例分析之前，本节首先给出目标函数的描述
如下：

设犡＝｛狓１，狓２，…，狓犿｝，狓犻∈｛０，１｝，犻＝１，２，…，
犿．当犡中１的个数为奇数时，犳１（犡）为１的个数；
当犡中的１的个数为偶数时，犳１（犡）为１的个数的
１／２．

假设二进制串长度犿为奇数，显然，该函数的
最优解为二进制串全为１，即犡＝｛１，１，…，１｝．本文
通过不同演化算法求解同一目标函数来实现算法性
能的对比．（１＋１）ＥＡ算法［３５３７］符合算法１的通用
框架，且具有种群规模为１、算法结构简单便于分析
等特点，因此，本文选用（１＋１）算法进行案例分
析．下文给出了不同选择算子的（１＋１）ＥＡ算法流
程框架．

算法２．不同选择算子的（１＋１）ＥＡ算法流程．
输入：目标函数犳１（犡）和解的长度犿
输出：目前为止的最优解
１．生成１个犿位全为０的二进制串作为初始种群，记
为犡０＝｛０，０，…，０｝，狋＝０；

２．对种群犡０中的个体进行评价；
３．ＷＨＩＬＥ犡狋中不包含最优解
４．变异操作，通过将父代犡狋以１／犿的概率随机选

择一个０位取反，生成子代种群犡′狋；
５．对子代种群犡′狋中的个体进行评价；
６．选择操作，通过适应值函数进行选取，生成新一代
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种群犡狋＋１，其中不同选择算子：
ＥＡＩ：择优选择，根据定义６，若犳１（犡狋）＜犳１（犡′狋），
则犡狋＋１＝犡′狋，否则，犡狋＋１＝犡狋；
ＥＡＩＩ：按适应值比例选择，根据
犘（犡狋＋１＝犡′狋）＝犳１（犡′狋）／（犳１（犡狋）＋犳（犡′狋）），且
犘（犡狋＋１＝犡狋）＝犳１（犡狋）／（犳１（犡狋）＋犳１（犡′狋））进行
选取；

７．狋＝狋＋１；
８．ＥＮＤ
下面通过性能对比不等式来分析（１＋１）ＥＡ

算法分别在ＥＡＩ和ＥＡＩＩ情况下的性能对比．为了
便于分析，首先给出两种演化算法在迭代过程的对
比情况，如表１所示．

表１　犈犃犐和犈犃犐犐迭代过程的对比情况
迭代次数 １－λＩ狋 １－λＩＩ狋
狋＝０ １ １
狋＝１ １ １
狋＝２ １ １
… … …

狋＝犿 １ １－（１／犿）犿犚狋
狋＞犿 １ １－狋

狋－（）犿 １（）犿犿·１－１（ ）犿狋－犿犚狋

由算法２可知，两种算法ＥＡＩ和ＥＡＩＩ的初始
种群相同，因此当狋＝０时，λＩ狋＝λＩＩ狋＝０．当狋＜犿时，
ＥＡＩ和ＥＡＩＩ均不能通过一次迭代达到最优，因
此，λＩ狋＝λＩＩ狋＝０．在狋＝犿时，ＥＡＩＩ每次都可能搜索
到更优的二进制串并通过选择机制进入下一代种
群，而ＥＡＩ因为偶数个１的二进制串适应值小于
奇数个１的二进制串，而在某个奇数个１的状态停
滞不前，即λＩＩ

狋＝（１／犿）犿犚狋＞λＩ
狋＝０，其中，犚狋＝

∏
狋

犻＝１
（犳１（犡′狋）／（犳１（犡狋）＋犳１（犡′狋）））．同理，当狋＞犿

时，有λＩＩ狋＞λＩ狋＝０，因此，∑
＋∞

狋＝０
（１－λＩ狋）∑

＋∞

狋＝０
（１－λＩＩ狋）＞１

成立，根据定理４，ＥＡＩＩ在期望首达时间上比ＥＡＩ
更快收敛到!狅狆狋．

为了验证理论分析的可行性，本研究通过算法２
求解目标函数犳１（犡）来进行实验观察．对选择算子
ＥＡＩ和ＥＡＩＩ对应的（１＋１）ＥＡ算法作对比分析．
对比实验中为了得到一个整齐分析结果的算例，令
初始种群均为犡０＝｛０，０，…，０｝，即初始种群设置为
全０的二进制串，种群规模设置为１，分别对解的长
度犿＝１０和犿＝１９进行实验分析，在初始种群和解
的长度不变的情况下重复运行３０次来求平均计算
时间，不同选择算子对应的（１＋１）ＥＡ算法的对比
实验结果如图１和图２所示．

图１　犿＝１０时ＥＡＩ和ＥＡＩＩ的平均计算时间对比分析结果

图２　犿＝１９时ＥＡＩ和ＥＡＩＩ的平均计算时间对比分析结果
图１和图２给出了犿＝１０和犿＝１９的实验对

比结果．针对所给的目标函数犳１（犡），在初始种群相
同的情况下，算法２采用ＥＡＩＩ（适应值比例选择算
子）搜索最优解的平均计算时间小于ＥＡＩ（择优选
择算子），且ＥＡＩ在奇数１的状态时会停滞不前，
这与理论分析的结果一致．通过对实验结果的观察
可知，随着解的长度的增大，ＥＡＩ与ＥＡＩＩ的对比
差异越明显．这进一步验证了等同关系模型和性能
对比不等式的可行性．

为了分析初始种群随机生成情况下对ＥＡＩ与
ＥＡＩＩ的性能对比是否有影响，也为了进一步验证
本文所提方法的有效性，将初始种群设置为随机生
成，解的长度设为犿＝１９，为了便于比较分析，其他
条件不变（算法为ＥＡＩ和ＥＡＩＩ对应的（１＋１）ＥＡ
算法，种群规模为１，目标函数为犳１（犡），运行次数
为３０次），初始种群随机生成情况下ＥＡＩ与ＥＡＩＩ
的对比实验结果如图３所示．

图３表明，针对不同选择算子的（１＋１）ＥＡ算
法的对比分析问题，由于初始种群的随机性，ＥＡＩ
（择优选择算子）在迭代开始的平均计算时间小于
ＥＡＩＩ（适应值比例选择算子），但随着迭代次数的增
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图３　犿＝１９时ＥＡＩ和ＥＡＩＩ的平均计算时间对比分析结果

加，算法２采用ＥＡＩＩ（适应值比例选择算子）搜索
到最优解的平均计算时间将快于ＥＡＩ（择优选择算
子），因此，初始种群随机生成情况下并没有影响演
化算法的整体性能对比分析结果．这与理论分析的
结果一致，进一步验证了定理４的正确性与有效性．
３２　不同变异算子的（１＋１）犈犃算法

本小节通过设计不同变异算子的（１＋１）ＥＡ算
法来分析本文所提理论方法的可行性，首先给出不
同变异算子的（１＋１）ＥＡ算法流程．

算法３．不同变异算子的（１＋１）ＥＡ算法流程．
输入：目标函数犳２（犡）和解的长度犿
输出：目前为止的最优解
１．生成１个犿位全为０的二进制串作为初始种群，记
为犡０＝｛０，０，…，０｝，狋＝０；

２．对种群犡０中的个体进行评价；
３．ＷＨＩＬＥ犡狋中不包含最优解
４．变异操作，通过将犡狋进行变异操作，生成子代种

群犡′狋，其中不同变异算子：
ＥＡ犪：通过将犡狋以每一位有１／犿的概率进行逐
位取反，生成子代种群犡′狋；
ＥＡ犫：通过将犡狋以１／犿的概率选一位进行取
反，生成子代种群犡′狋；

５．对子代种群犡′狋中的个体进行评价；
６．选择操作，通过适应值函数进行择优选取，生成新

一代种群犡狋＋１，其中选择算子采用算法２中的
ＥＡＩ（择优选择）；

７．狋＝狋＋１；
８．ＥＮＤ
为了便于分析算法ＥＡ犪和ＥＡ犫的性能，本文

给出更为具体的演化算法期望首达时间计算方法．
定理５．　期望首达时间的计算定理．已知犛ＥＡ

为给定的非空演化算法集合，对于犪∈犛ＥＡ，对应
的吸收Ｍａｒｋｏｖ过程为｛犡犪狋，狋＝０，１，…｝，令狆犪狋＝
犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｜犡犪狋－１!狅狆狋｝则

犈犪
犺＝∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犪０）∏

狋

犻＝１
（１－狆犪犻［ ］） （５）

证明．　由定理１可知，
λ犪狋＝犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｝＝犘｛犺狋｝，

因此，λ犪狋＝（１－λ犪狋－１）犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｜犡犪狋－１!狅狆狋｝＋
λ犪狋－１犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｜犡犪狋－１∈!狅狆狋｝，

因为｛犡犪狋，狋＝０，１，…｝为吸收态Ｍａｒｋｏｖ链，
满足犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｜犡犪狋－１∈!狅狆狋｝＝１，
所以λ犪狋＝（１－λ犪狋－１）狆犪狋＋λ犪狋－１，
因此有１－λ犪狋＝１－λ犪狋－１－（１－λ犪狋－１）狆犪狋

＝（１－狆犪狋）（１－λ犪狋－１）

＝（１－λ犪０）∏
狋

犻＝１
（１－狆犪犻），

所以犈犪
犺＝∑

＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋）

＝∑
＋∞

狋＝０
（１－λ犪０）∏

狋

犻＝１
（１－狆犪犻［ ］） 证毕．

根据定理５可知，演化算法的期望首达时间由
λ犪０和狆犪狋决定，其中，λ犪０表示演化算法犪初始化过程
中搜索到最优解的概率，狆犪狋表示演化算法犪在第
狋－１次迭代过程中未搜索到最优解的条件下，第狋
次迭代搜索到最优解的概率．定理５可以用来简化
定理１中λ犪狋的分析难度，通过将λ犪狋进行分解来推导
出犈犪

犺＝∑
＋∞

狋＝０
（１－λ犪狋）的具体计算方法．下面给出目标

函数：

设犳２（犡）＝狑０＋∑
狀

犻＝１
狑犻狓犻，其中

犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，狓犻∈｛０，１｝，犻＝１，２，…，狀，
权重狑１狑２…狑狀＞０，狑００．该函数的最优解
为二进制串全为１，即犡＝｛１，１，…，１｝．

下面通过性能对比不等式来分析（１＋１）ＥＡ
算法分别在ＥＡ犪和ＥＡ犫情况下的性能对比．

设算法ＥＡ犪和ＥＡ犫对应的随机过程｛犡犪
狋，

狋＝０，１，…｝和｛犡犫狋，狋＝０，１，…｝满足吸收态Ｍａｒｋｏｖ
性且初始种群相同，根据定理５，
令狆犪狋＝犘｛犡犪狋∈!狅狆狋｜犡犪狋－１!狅狆狋｝，
狆犫狋＝犘｛犡犫狋∈!狅狆狋｜犡犫狋－１!狅狆狋｝，
因为λ犪狋＝（１－λ犪狋－１）狆犪狋＋λ犪狋－１，
所以有１－λ犪狋＝１－λ犪狋－１－（１－λ犪狋－１）狆犪狋，
则１－λ犪狋＝（１－狆犪狋）（１－λ犪狋－１）

＝（１－λ犪０）∏
狋

犻＝１
（１－狆犪狋），
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令狇犪狋＝∏
狋

犻＝１
（１－狆犪狋），其中，犾（狋）表示第狋次迭代时二

进制位中１的个数．为了便于分析，我们给出了ＥＡ犪
和ＥＡ犫两种演化算法在迭代过程的对比情况，如
表２所示．

表２　犈犃犪和犈犃犫迭代过程的对比情况
迭代次数 １－λ犪狋 １－λ犫狋
狋＝０ １ １
狋＝１ （１－λ犪０）狇犪１ １
… … …

狋＝犿 （１－λ犪０）狇犪犿 １－１（）犿犿

狋＞犿 （１－λ犪０）狇犪狋 １－狋
狋－（）犿１－１（ ）犿狋－犿 １（）犿犿

表２中根据ＥＡ犪和ＥＡ犫两种演化算法的迭
代情况对１－λ犪狋和１－λ犫狋进行了详细的描述，下面通
过推导的方式对ＥＡ犪和ＥＡ犫的性能对比情况展
开讨论分析．

根据定理５，结合表２的描述，得到

∑
犖

狋＝０
（１－λ犪狋）＝∑

犖

狋＝１
１－１（）犿犾（狋）

１－１（ ）犿犿－犾（狋［ ］），
∑
犖

狋＝０
（１－λ犫狋）＝∑

犖

狋＝犿
１－狋

狋－（ ）犿１－１（ ）犿狋－犿１（）犿［ ］犿，
已知犾（狋）表示第狋次迭代时二进制位中１的个数，犿
表示解的长度（二进制串的长度），所以有犿犾（狋），
于是１

犿（ ）－１
犾（狋）
１
犿（ ）－１

犿，则

∑
犖

狋＝０
（１－λ犪狋）

∑
犖

狋＝０
（１－λ犫狋）

＞
犖－∑

犖

狋＝１

１（）犿犾（狋）
１－１（ ）犿犿－犾（狋［ ］）

犖－∑
犖

狋＝犿

狋
狋－（ ）犿１－１（ ）犿狋－犿１（）犿［ ］犿

　　　　＝
犖－∑

犖

狋＝１

１
犿（ ）－１

犾（狋）
１－１（ ）犿［ ］犿

犖－∑
犖

狋＝犿（）狋犿１－１（ ）犿狋 １
犿（ ）－１［ ］犿

＞
犖－∑

犖

狋＝１
１－１（ ）犿犿

犖－∑
犖

狋＝犿（）狋犿１－１（ ）犿［ ］狋

＝
犖－犖１－１（ ）犿犿

犖－∑
犖

狋＝犿（）狋犿１－１（ ）犿［ ］狋

＝
犖－犖１－１（ ）犿犿

犖－∑
犖－犿

狋＝０

狋＋犿（ ）犿 １－１（ ）犿［ ］狋 １－１（ ）犿犿
，

令犜＝∑
犖－犿

狋＝０

狋＋犿（ ）犿 １－１（ ）犿［ ］狋．
下面通过对上式的讨论，来分析ＥＡ犪和ＥＡ犫

两种演化算法的性能对比关系．当犿＝１时，

１－１（ ）犿犿
＝０，从而可得

∑
犖

狋＝０
（１－λ犪狋）

∑
犖

狋＝０
（１－λ犫狋）

＞１，根据定

理４，ＥＡ犫在期望首达时间上比ＥＡ犪更快收敛到
!狅狆狋．当犿＝犖时，ＥＡ犪和ＥＡ犫的迭代次数等于解
的长度，根据算法３可知，这时二者均未能搜索到最
优解，结合犖和犜的对比分析可知，犜１－１（ ）犿犿

＜

犖１－１（ ）犿犿，即
∑
犖

狋＝０
（１－λ犪狋）

∑
犖

狋＝０
（１－λ犫狋）

＞０．随着ＥＡ犪和

ＥＡ犫的迭代次数远大于解的长度时，根据犖和犜
的对比分析可知，犜１－１（ ）犿犿

＞犖１－１（ ）犿犿，即

∑
犖

狋＝０
（１－λ犪狋）

∑
犖

狋＝０
（１－λ犫狋）

＞１，根据定理４，ＥＡ犫在期望首达时间

上比ＥＡ犪更快收敛到!狅狆狋．下面通过实验的方法
对上述推导分析进行验证．

为了验证不同变异算子的（１＋１）ＥＡ算法理
论分析的正确性，通过算法３求解目标函数犳２（狓）
进行实验观察．分别对变异算子ＥＡ犪和ＥＡ犫对
应的（１＋１）ＥＡ算法作对比分析．初始种群均为
犡０＝｛０，０，…，０｝，解的长度分别设置为犿＝１０和犿
＝２０，在初始种群和解的长度不变的情况下重复运
行３０次，对比实验结果如图４和图５所示．

图４　犿＝１０时ＥＡ犪和ＥＡ犫的平均计算时间对比分析结果

５０３２１０期 冯夫健等：基于等同关系模型的演化算法期望首达时间对比分析

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



图５　犿＝２０时ＥＡ犪和ＥＡ犫的平均计算时间对比分析结果
实验结果表明，根据已知目标函数犳２（犡），在初

始种群相同的情况下采用变异算子ＥＡ犫搜索到最
优解的平均计算时间比采用变异算子ＥＡ犪更快，
且通过对图４和图５的观察可知，当解的长度不断
增大时，ＥＡ犪与ＥＡ犫的平均计算时间的对比性
能差异更加明显．实验结果进一步验证了等同关系
模型和性能对比不等式的正确性和有效性．

下面通过实验的方式分析初始种群随机生成
情况下是否影响ＥＡ犪和ＥＡ犫的对比分析结果．
为了便于分析，令解的长度为犿＝２０，其他条件不变
（种群规模为１，目标函数为犳２（犡），重复运行次数
为３０次），对比实验结果如图６所示．

图６　犿＝２０时ＥＡ犪和ＥＡ犫的平均计算时间对比分析结果
从图６可以看出，针对初始种群随机生成情

况，在其他条件（解的长度，目标函数，运行次数）不
变的情况下，实际运行结果和初始种群均为犡０＝
｛０，０，…，０｝的实验结果（图５）在性能对比实验上基
本一致，即算法３采用变异算子ＥＡ犫搜索到最优
解的平均计算时间比采用变异算子ＥＡ犪更快，这
与理论分析的结果一致．

４　结　论
演化算法的期望首达时间是研究算法性能对比

分析的重要指标，本文基于吸收态Ｍａｒｋｏｖ性，建立
了便于直接分析演化算法期望首达时间的随机过程
模型．以该模型为基础，将参与首达时间对比分析的
演化算法定义为集合犛ＥＡ，建立了可用演化算法期
望首达时间进行对比分析的等同关系模型，证明了
满足等同关系模型的演化算法在期望首达时间上满
足定价关系，在期望首达时间等同的情况下可以实
现演化算法的等价类划分．基于等同关系模型，本文
提出了一种便于演化算法性能对比分析的方法———
性能对比不等式，该方法不需要借用距离函数等辅
助工具，就可以实现演化算法在期望首达时间上的
直接对比分析．

通过分别设计不同选择算子和不同变异算子的
（１＋１）ＥＡ算法对所提理论模型进行验证分析．理
论上，文中所提模型不仅适用于（１＋１）ＥＡ算法的
对比分析，只要满足算法１求解框架的演化算法都
可以用性能对比不等式进行分析．未来研究工作将
主要在：（１）进一步改进等同关系模型，通过级数收
敛的性质完善性能对比不等式，为不同演化算法在
求解具有实际背景的优化问题上提供理论依据；
（２）设计不需要满足吸收Ｍａｒｋｏｖ性的更为一般的
性能对比不等式，并用其分析现有的演化算法，为算
法的改进提供理论依据．
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