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摘 要 对于给定的自动机,能将所有状态都转换到同一状态的输入字被称为该自动机的同步字.有同步字的自

动机称为同步自动机.同步自动机已广泛应用于系统测试、编码、工业自动化、机器人技术及生物计算等领域.同步

自动机研究的基本问题是自动机的同步问题(含同步性判定问题和同步字查找问题),最具挑战性的课题是证实或

证伪关于同步自动机最短同步字长度的 Čern􀆪猜想.偏序自动机是具有一个相容偏序结构的自动机.同步自动机

的研究从理论上可以归结到同步偏序自动机的研究上,因此,̌Cern􀆪猜想成立当且仅当其对所有的偏序自动机都成

立.现有的研究工作表明,̌Cern􀆪猜想只对于一些结构较为特殊的偏序自动机类,包括单演自动机、广义单演自动机

以及有界偏序自动机是成立的.作为偏序自动机的另一类特殊情形,本文研究关于树形偏序自动机的同步性检测

问题,同步字查找问题以及 Čern􀆪猜想,主要贡献包括:讨论了树形偏序自动机与现有的几类偏序自动机之间的关

系,说明了树形偏序自动机包含所有单演自动机和有界偏序自动机,并且不同于广义单演自动机类;给出了树形偏

序自动机的同步性判定和同步字计算方法,特别地,证明了 Čern􀆪猜想对树形偏序自动机成立;设计了树形偏序自

动机的专用同步算法,该算法的时间复杂度低于通用的自动机同步算法,且对任意n-状态同步树形偏序自动机都

可以找到长度不超过(n-1)2 的同步字.
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Abstract 
 

An
 

input
 

word
 

of
 

an
 

automaton
 

is
 

called
 

a
 

synchronizing
 

word
 

if
 

it
 

transfers
 

all
 

states
 

to
 

a
 

single
 

state.
 

An
 

automaton
 

having
 

a
 

synchronizing
 

word
 

is
 

called
 

a
 

synchronizing
 

automaton.
 

Synchronizing
 

automata
 

have
 

been
 

validly
 

applied
 

in
 

many
 

fields
 

such
 

as
 

system
 

testing,
 

enco-
ding,

 

industrial
 

automation,
 

robotics
 

and
 

biological
 

computation.
 

For
 

the
 

researches
 

on
 

synchro-
nizing

 

automata,
 

the
 

fundamental
 

problem
 

is
 

the
 

synchronizing
 

problem,
 

while
 

the
 

most
 

chal-
lenging

 

issue
 

is
 

to
 

prove
 

or
 

disapprove
 

the
 

Čern􀆪
 

Conjecture
 

concerning
 

the
 

lengths
 

of
 

the
 

shortest
 

synchronizing
 

words
 

of
 

synchronizing
 

automata.
 

Partially
 

ordered
 

automata
 

(in
 

brief,
 

po-automa-
ta)

 

are
 

the
 

automata
 

whose
 

state
 

set
 

is
 

equipped
 

with
 

a
 

partial
 

order
 

that
 

compatible
 

to
 

the
 

input
 

letters.
 

Theoretically,
 

the
 

research
 

of
 

synchronizing
 

automata
 

can
 

be
 

ascribed
 

to
 

the
 

research
 

of
 

synchronizing
 

po-automata,
 

thus,
 

Čern􀆪
 

Conjecture
 

holds
 

precisely
 

when
 

it
 

holds
 

for
 

partially
 

or-



dered
 

automata.
 

Some
 

classes
 

of
 

po-automata,
 

such
 

as
 

monotonic
 

automata,
 

generalized
 

mono-
tonic

 

automata
 

and
 

bounded
 

po-automata,
 

have
 

been
 

proved
 

to
 

satisfy
 

Čern􀆪
 

Conjecture.
 

Tree-
like

 

po-automata
 

are
 

the
 

po-automata
 

whose
 

partially
 

ordered
 

state
 

set
 

is
 

tree-like,
 

in
 

order
 

to
 

ex-
tend

 

the
 

research
 

of
 

Čern􀆪
 

Conjecture
 

to
 

a
 

more
 

general
 

case
 

of
 

po-automata,
 

this
 

paper
 

considers
 

the
 

synchronization
 

of
 

tree-like
 

po-automata.
 

A
 

method
 

to
 

check
 

the
 

synchronization
 

and
 

find
 

a
 

synchronizing
 

word
 

(when
 

it
 

exists)
 

for
 

an
 

arbitrary
 

tree-like
 

po-automaton
 

is
 

invented.
 

With
 

the
 

application
 

of
 

such
 

a
 

method,
 

the
 

Čern􀆪
 

Conjecture
 

is
 

confirmed
 

for
 

tree-like
 

po-automata,
 

and
 

a
 

synchronizing
 

algorithm
 

for
 

tree-like
 

po-automata
 

is
 

designed.
 

Particullarly,
 

compared
 

with
 

the
 

general
 

synchronizing
 

algorithms,
 

the
 

current
 

algorithm
 

has
 

the
 

lower
 

time
 

and
 

space
 

complexi-
ties,

 

and
 

it
 

can
 

find
 

a
 

synchronizing
 

word
 

for
 

an
 

n-state
 

synchronizing
 

tree-like
 

po-automaton
 

un-
der

 

the
 

restriction
 

of
 

length
 

at
 

most
 

(n-1)2.
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1 引 言

对于给定的自动机,能将所有状态都转换到同

一状态的输入字被称为该自动机的同步字.有同步

字的自动机称为同步自动机.从定义上来看,同步自

动机似乎是一类非常特殊的自动机,但从统计意义

上来说绝大部分自动机是同步的[1].
多个领域的研究人员曾相互独立地发现了同步

自动机:1956年,计算机科学家Ashby首先发现了

同步自动机[2];1964年,控制学家 Čern􀆪在研究计

算机的重置问题时也发现了同步自动机[3];同年,电
子学家Hennie在研究电子设备的故障检测问题时

又发现了同步自动机[4];1985年,工业自动化专家

Natarajan在考虑流水线上待装配部件的定位问题

时再一次发现了同步自动机[5-6].几十年来,同步自

动机得到了深入的研究,并已被广泛应用于重启装

置的设计、系统测试、编码、通信、工业自动化、机器

人学以及生物计算等领域[7-17].Volkov对同步自动

机的研究及应用进行了详细的介绍[18].
同步自动机研究的基本问题是自动机的同步问

题(包括自动机的同步性检测问题和同步自动机的

同步字查找问题).对于自动机的同步性检测问题,

Čern􀆪和Eppstein先后发现了同步自动机的如下判

定方法:一个自动机同步的充分必要条件是它的任

意两个不同状态都同步[3,19].Eppstein根据该判定

方法设计了一种时间复杂度和空间复杂度分别为

O(mn2)和O(n2)的自动机同步性检测算法[19],这
里的m 和n 分别表示自动机的输入字母数和状态

数(后续类似的情况不再说明).
对于同步自动机的同步字查找问题,Natarajan

首先针对一类特殊的循环自动机设计了一种时间复

杂度为O(mn4)的同步字查找算法[5-6].Eppstein改

进了Natarajan的算法,并针对所有自动机提出了

一种同步字查找算法[19].Eppstein的同步字查找算

法以他的上述同步性检测算法为基础.Eppstein的

同步性检测算法与他的同步字查找算法连接在一起

就是一个能完整解决自动机同步问题的算法,称为

Eppstein同步算法.该同步算法是目前最常用的自

动机同步算法,其时间复杂度和空间复杂度分别为

O(mn2+n3)和O(n2).
对同步自动机的应用来说,较短的同步字通常

意味着较小的开销.采用Eppstein同步算法找到的

同步自动机的同步字一般较长,在一些情况下不能

很好地满足应用需求.为计算同步自动机的较短同

步字,研 究 者 们 设 计 了 多 种 新 的 同 步 字 查 找 算

法[20-23].但一般来说,算法找到的同步字的平均长

度越短,则算法的复杂度越高.关于自动机同步算法

的研究进展可参考文献[24].
一个同步自动机的最短同步字的长度显然是该

自动机所有同步字的长度的下确界,因此最短同步

字的研究兼具重要的理论意义和巨大的应用价值,
这自然激发了对最短同步字的研究兴趣.Eppstein
首先证明了最短同步字的计算是一个 NP-完全问

题[19].Olschewski等进一步证明了最短同步字的计

算是一个FPNP-问题[25].Martyugin和Vorel则分别

证明了同步循环自动机和同步欧拉自动机的最短同

步字的计算问题是NP-完全的[26-27].
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对于同步自动机的最短同步字的长度,̌Cern􀆪
于1964年提出了如下猜想[3]:n-状态同步自动机的

最短同步字的长度不超过(n-1)2.̌Cern􀆪猜想也可

以表述为“所有n-状态同步自动机的最短同步字长

度的上确界为 (n-1)2”,或者“所有n-状态同步自

动机都有长度不超过 (n-1)2 的同步字”.Traht-
man通过穷举证实了 Čern􀆪猜想对状态数不超过

10且输入字母数不超过4的自动机以及状态数为

11或12且 输 入 字 母 数 为2的 自 动 机 成 立[28].
Kisielewicz等设计了一种具有指数时间复杂度和

空间复杂度的最短同步字查找算法,并用该算法计

算了数十万个随机生成的状态数不超过350的同步

自动机的最短同步字,没有发现否定 Čern􀆪猜想的

例子[29].Pin和Szykuła先后从理论上证明了任意

同步自动机的最短同步字长度均不超过其状态数的

立方
 [30-31].Rystsov等证明了 Čern􀆪猜想对于可解

自动机、循环自动机、欧拉自动机等若干类特殊自动

机成立[32-39].Martugin等则讨论了一系列最短同步

字长度接近或等于 Čern􀆪界的自动机[40-45].尽管对

Čern􀆪猜想的研究已取得许多进展,但该猜想仍未

得到证实或证伪,且已经成为了自动机的组合理论

领域存留时间最长的公开问题[46-50].
Henckell和Pin等在研究序幺半群时通过对

自动机的状态集赋予一个相容于所有输入字母的

偏序关系引入了偏序自动机的概念[51].每个偏序

自动机都具有相互联系的一个自动机结构和一个

偏序集结构.同步偏序自动机就是自动机结构是

一个同步自动机的偏序自动机.因为任何(同步)
自动机关于其状态集上的离散序都能构成一个

(同步)偏序自动机,所以同步自动机的研究从理

论上可以归结为同步偏序自动机的研究,且 Čern􀆪
猜想成立的充分必要条件是它对所有的同步偏序

自动机成立.这既为同步偏序自动机的研究提供

了理论背景,也为同步自动机和 Čern􀆪猜想的研究

提供了一条新途径.
Ananichev和Volkov率先开展了对同步偏序

自动机的研究.他们首先证明了同步单演自动机(即
具有一个相容全序结构的同步自动机)的最短同步

字长度小于其状态数减1,从而证实了 Čern􀆪猜想

对单演自动机成立[52].接下来,他们将同步单演自

动机的上述特征完整地扩展到了同步广义单演自动

机上[53].崔振河等则证实了同步单演自动机的上述

特征也能完整地扩展到同步有界偏序自动机(即具

有一个相容有界偏序结构的同步自动机)上[54].由

Ananichev和 Volkov开辟的这一研究路线的核心

思想在于:首先针对一些结构较为特殊的偏序自动

机证实或证伪 Čern􀆪猜想,然后逐步推广至一般结

构的偏序自动机的情形,进而寻求 Čern􀆪猜想的彻

底解决.
树形偏序自动机是具有相容树形偏序结构的自

动机,从自动机的结构来看,它是比有界偏序自动机

更为一般的一类偏序自动机.然而,̌Cern􀆪猜想对于

树形偏序自动机是否成立目前仍然是未知的.参考

Ananichev和Volkov的研究思路,本文对树形偏序

自动机的同步问题展开讨论,目的是给出树形偏序

自动机的同步性检测和同步字查找方法,进而针对

树形偏序自动机完全解决 Čern􀆪猜想这一公开问

题.本文的研究意义在于:关于树形偏序自动机的研

究此前主要聚焦于利用其揭示某些逻辑理论的可判

定性等[55-56],而对于树形偏序自动机的同步问题的

研究基本上还是空白.本文首次对树形偏序自动机

的同步问题展开讨论,这不仅能够在一定程度上推

动 Čern􀆪猜想的研究,也能为后续的关于同步偏序

自动机的研究提供借鉴.
本文总共分为7节:第2节介绍一些预备知

识;第3节定义树形偏序自动机,讨论树形偏序自

动机与单演自动机、广义单演自动机、有界偏序自

动机之间的关系;第4节提出树形偏序自动机的

同步检测方法和同步字查找方法,并证明树形偏

序自动机满足 Čern􀆪猜想;第5节描述树形偏序自

动机的同步算法;第6节将树形偏序自动机的同

步算法应用于单演自动机和有界偏序自动机,有
力地加强了此前关于同步单演自动机和同步有界

偏序自动机的结论;第7节简单总结全文的工作,
并提出关于树形偏序自动机的几个有待进一步研

究的问题.

2 基本概念与记号

为提高内容的完整性及避免不必要的误解,本
节陈述关于自动机、同步自动机、偏序集和偏序自动

机的一些基本概念和结论,并约定一些记号.未说明

的术语和记号可参阅文献[57-59].
2.1 自动机

  任意(完全确定有限)自动机可以形式化地定义

为一个形如A=(Q,􀰑,δ)的三元组,其中Q 为有限

状态集,􀰑 为输入字母表,δ是一个从集合Q×􀰑
到集合Q 的函数,称为状态转换函数.集合Q×􀰑
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中的序对 (q,a)在状态转移函数δ 下的像δ(q,a)
称为输入字母a 在状态q上的作用,通常记作qa.
下文只考虑状态集不为空集的自动机.

自动机A=(Q,􀰑,δ)的输入字母的有限序列

称为A 的输入字.A 的所有输入字的集合记为

􀰑* ,其中的空字用e表示.A的输入字w 的长度

记为|w|.A的输入字w,u的连接wu仍是A的输

入字,并且有

|wu|=|w|+|u|.
A的输入字w 在状态q上的作用qw 归纳定义为

qw=
q w=e,

qu  a u∈ 􀰑*,a∈ 􀰑,w=ua. 
A的输入字w 在Q 的子集P 上的作用定义为Pw=
{pw|p∈P}.如果等式pw=q对于A的两个状态

p,q以及输入字w 成立,则称p能被转换为q,或者

称w 能将p转换为q.
自动机A=(Q,􀰑,δ)的状态转换图是一个顶

点集为Q 的带标签的有向图.A的状态转换图中从

顶点p到顶点q且标签为输入字母a 的边表示为

p
a
→q.对于A的状态转换图中的道路p1

a1
→p2

a2
→…

ak
→q,称输入字a1a2…ak 为该道路的标签.

下文不区分自动机与其状态转换图.
下述引理1给出了自动机的一个基本性质.
引理1[58].

 

n-状态自动机A的状态p能被转

换到状态q当且仅当A中存在从p到q的道路,也
当且仅当A中存在从p到q且长度不超过n-1的

道路.当A中存在从p到q的道路时,这种道路的标

签就是能将p转换到q的输入字.
2.2 同步自动机

  给定自动机A=(Q,􀰑,δ).如果A的状态p和

q能被某输入字w 转换到同一个状态,即pw=qw,
则称p和q是同步的,并称w 为p和q的一个同步

字.如果A的状态集Q 的子集P 中所有状态都能被

同一个输入字w 转换到同一个状态,即|Pw|=1,
则称P 是同步的,并称w 为P 的一个同步字.如果

A的状态集Q 是同步的,则称 A为一个同步自动

机,并称Q 的同步字为A的同步字.
下面的例子来源于文献[18],它不仅展示了同

步自动机的一个实例,还隐含了同步自动机应用的

基本原理.
例1.假定要在流水线上为某个设备装配一个

不规则部件P.该部件由从左往右运行的传送带送

达装配点,在送上传送带时可能朝向方向0,
 

1,
 

2,
 

3中的任意一个,其中只有方向0才适合安装.P的

形状和可能朝向的四个方向如图1所示.

图1 不规则部件P的形状及所有可能的方向

为了使得P在到达装配点时能定位为方向0,
可以在传送带右端设置H和L两种障碍物各若干,
它们按照如下方案调整P的方向:当传送带右端触

碰到障碍物H时,将P顺时针旋转90°;当传送带右

端触碰到障碍物L时,如果P处于方向3,则将其顺

时针旋转90°,否则保持其原方向不变.这种定位方

案可以描述为图2中的自动机.该自动机是一个同

步自动机,其最短同步字LHHHLHHHL能将任

意状态都转换到状态0.因此,只需按LHHHLH-
HHL的顺序在传送带右端设置九个障碍物即可解

决P的定位问题.

图2 不规则部件P的定位方案

2.3 偏序关系

  集合上的相等关系和泛关系分别记为△和▽.
集合上自反的、反对称的、传递的二元关系称为偏序

关系或偏序,一般用符号 ≤ 来表示.偏序关系中的

序对 (x,z)通常表示为x≤z,特别地,x <z 表

示x≤z且x≠z.若在集合上给定一个偏序关系

≤ ,则称该集合按照偏序关系 ≤ 构成一个偏序集

合.集合上的相等关系在看作偏序关系时通常称为

离散序.
给定集合P 上的偏序关系 ≤ ,对于P 的元素

x和z,如果x<z且P 的任何元素y都不满足条件

x<y<z,则称z是x的一个覆盖,记为x≺z.由此

可以诱导出偏序关系 ≤ 的覆盖关系

≺={(x,z)|x≺z},
当P 是有限集时,偏序关系 ≤ 的覆盖关系 ≺ 对应

的有向图就是偏序关系 ≤ 的哈斯图.偏序关系 ≤
的反关系也是P 上的二元关系 ≤-1= {(x,z)|z≤
x},它仍是P 上的一个偏序关系,通常称为≤的对

偶偏序.偏序关系 ≤ 的对称闭包是P 上的二元关

系 ≤R={(x,z)|x≤z}∪{(x,z)|z≤x},它
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是一个对称关系,称为偏序关系 ≤ 的可比关系.对
于P 的元素x 和z,当 (x,z)是 ≤R 中的序对时,
称x 与z关于偏序关系 ≤ 是可比的;否则,称x 与

z关于偏序关系 ≤ 是不可比的.
对于集合P 上的偏序关系 ≤ ,如果P 中任意

两个不同元素关于 ≤ 都是可比的,则称 ≤ 为P 上

的一个全序.如果存在P 的元素x 满足条件 (∀z
∈P)x≤z,则称 ≤ 为P 上的一个树形偏序,并称

x 为P 关于偏序关系 ≤ 的最小元.如果存在P 中

的元素y 满足条件 (∀z∈P) z≤y,则称 ≤ 为

P 上的一个对偶树形偏序,并称y 为P 关于偏序关

系 ≤的最大元.如果≤既是P 上的一个树形偏序,
也是P 上的一个对偶树形偏序,则称 ≤ 为P 上的

一个有界偏序.
对于集合P 上的偏序关系 ≤ 和P 的子集X ,

如果 X 的元素x 满足 条 件 (∀z ∈ X)
 

[(z ≤
x)⇒(z=x)],则称x 为X 关于 ≤ 的一个极小元.
如果 X 的元素y 满足条件 (∀z ∈ X)

 

[(y ≤
z)⇒(y=z)],则称y 为X 关于 ≤ 的一个极大元.

引理2[56].
 

集合P 关于其上的任意偏序关系最

多有一个最小元,也最多有一个最大元.P 的非空

有限子集关于P 上任意偏序关系总有极小元和极

大元.
2.4 偏序自动机

  自动机的状态集上的偏序关系也称为自动机的

偏序结构.对应于集合上的偏序关系可以定义自动

机的偏序结构.下文不区分自动机的偏序结构与它

们的哈斯图.
如果自动机A=(Q,􀰑,δ)的偏序结构 ≤ 相容

于 所 有 输 入 字 母,即 ∀p,q∈Q  (∀a ∈
􀰑) p≤q  ⇒ pa≤qa    ,则称≤为A的一个相

容偏序结构,此时,A的状态集合关于偏序结构 ≤
的最小元也称为A关于 ≤ 的最小状态(或简称为A
的最小状态).状态集的子集T 关于 ≤ 的极小元也

称为T 中关于 ≤ 的极小状态(或简称为T 中的极

小状态).其它类似概念不再定义.
引理3[51].

 

自动机 A=(Q,􀰑,δ)的偏序结构

≤ 是相容的当且仅当其相容于所有输入字,即

∀p,q∈Q  (∀w∈􀰑*) p≤q  ⇒pw≤qw    ,
当且仅当其覆盖关系 ≺ 相容于所有输入字母,即

∀p,q∈Q  (∀a∈􀰑) p≺q  ⇒pa≤qa    .
  上述引理中的第一个充要条件事实上是相容偏

序结构定义的一个推广,即将定义中的输入字母的

情形推广至输入字的情形;第二个充要条件则是覆

盖关系在偏序结构中的一个简单应用.
引理4.

 

假定p和q是自动机A的两个不同状

态且存在A的输入字母x 使得px=q,qx=p,则p
和q关于A的任意相容偏序结构都不可比.

证明.
 

对于A的任意相容偏序结构 ≤ ,当p≤
q时有q=px ≤qx=p;类似地,当q≤p时也有

p≤q.因此p和q是可比的将导出与假设相矛盾

的等式p=q.
证毕.
偏序自动机的一般定义是转移关系能够诱导出

状态集上的一个偏序关系的自动机.换言之,如果一

个自动机的状态转换图中唯一的环是自环,则该自

动机就是一个偏序自动机.偏序自动机也被称为极

弱自动机,线性自动机或无环自动机.对于偏序自动

机的表达能力、复杂性以及应用方面的讨论可参考

文献[55-56].
本文所考虑的偏序自动机指的是具有相容偏序

结构的有限状态自动机.这一定义实质上是上述定

义的一般化.在此定义下,偏序自动机的状态转换图

可以包含除自环以外的其他环.然而,相对于一般的

自动机,本文所考虑的偏序自动机的状态转换图又

具有其特殊性.例如,在给定的自动机 A的状态转

换图中,如果A的两个可比的状态p和q出现在同

一个环中,且存在两个非空字w 和w',使得pw=q
和qw'=p成立,则根据引理3可知w≠w'.关于偏

序自动机的结构特点、性质以及表达能力等方面的

问题还有待进一步研究.本文的研究只针对偏序自

动机的同步性.
由于任意自动机的离散序结构显然都是相容

的,因此任意自动机关于其状态集上的离散序都

能构成一个偏序自动机,从而任意同步自动机都

是一个同步偏序自动机.尽管如此,自动机的离散

序结构对接下来的研究不仅毫无价值可言,还会

带来一些理论上必要但实际上毫无意义的讨论.
有鉴于此,特做如下约定:下文中所考虑的自动机

的偏序结构都不是离散序结构,故所有自动机都

至少有两个状态.

3 几类特殊的偏序自动机

本节首先介绍包括树形偏序自动机在内的几类

特殊的偏序自动机,然后讨论它们之间的区别与联

系,进而说明研究树形偏序自动机的同步问题的必

要性.
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具有相容树形偏序结构的自动机称为树形偏序

自动机.具有相容全序结构的自动机称为单演自动

机[52].具有相容有界偏序结构的自动机称为有界偏

序自动机[54].σ-单演自动机和广义单演自动机是另

外两类具有特殊相容偏序结构的自动机[53],它们的

定义相对复杂,下文再单独叙述.
下面的例2和例3分别给出了同步树形偏序自

动机和同步有界偏序自动机的实例.
例2.

 

分别定义自动机 C及其树形偏序结构

≤c 如图3和图4所示.

图3 自动机C的状态转换图

图4 自动机C的树形偏序结构 ≤c

对C的任意状态q和任意输入字母x 都有

0x=0≤cqx,
3c=0≤c3=5c,3d=4≤c6=5d,
4c=4≤c6=6c,4d=3≤c5=6d.

  下面利用穷举的方法来计算C的最短同步字,
具体步骤如下:C的长度为1的输入字共有2个,即
c和d,显然不能使得C同步;C的长度为2的输入

字共有4个,即cc、cd、dc 以及dd,这四个输入字

均不能使得C同步,例如,C的状态集在输入字cd
的作用下被转换为集合 {5,4,3,0};以此类推,容易

得到ccdcc是C唯一的最短同步字,因此C是一个

同步树形偏序自动机.
例3.

 

分别定义自动机 D 及其有界偏序结构

≤d 如图5和图6所示.
与上述例2中通过穷举法计算最短同步字的方

法类似,可以得到输入字a 是 D 的唯一最短同步

字,且对D的任意状态q和任意输入字母x 都有

0x=0≤dqx,
1a=0≤d1=3a,1b=2≤d3=3b,
2a=0≤d1=3a,2b=1≤d3=3b.

因此,D是一个同步有界偏序自动机.

图5 自动机D的状态转换图

图6 自动机D的有界偏序结构 ≤d

引理5说明了单演自动机、有界偏序自动机和

树形偏序自动机之间的基本关系.
引理5.

 

单演自动机都是有界偏序自动机,有界

偏序自动机都是树形偏序自动机.同步有界偏序自

动机D不属于单演自动机,同步树形偏序自动机C
不属于有界偏序自动机.

证明.
  

因为自动机的全序结构都是有界偏序结

构,而有界偏序结构又都是树形偏序结构,所以单演

自动机都是有界偏序自动机,且有界偏序自动机都

是树形偏序自动机.对于自动机 D的任意相容偏序

结构 ≤ ,由引理4可以知道D的状态1和2是不可

比的,从而 ≤ 不是全序结构,因此 D不属于单演自

动机.对于自动机C的任意相容偏序结构 ≤ ,仍由

引理4可以知道自动机 C的状态5和6是不可比

的,且状态3和4也是不可比的,从而C不可能同时

有最大状态和最小状态,因此 ≤ 不是有界偏序结

构.这说明C不属于有界偏序自动机.
证毕.
下面介绍σ-单演自动机的定义并举例说明.
给定自动机A=(Q,􀰑,δ),对于A的状态集Q

上的等价关系σ,记包含状态q的σ-类为 [q]σ 或

[q],所有σ -类组成的集合为 Q/σ,则 Q/σ=
[q]q∈Q  .

如果对A的任意状态p,q和任意输入字母a都

有 [p]=[q]  ⇒ [pa]=[qa]  ,则称σ为A的一

个同余.A的状态集上的相等关系Δ 和泛关系 ▽
显然都是同余关系,其中前者通常称为 A的恒等同

余.A的不同于Δ 的同余都称为 A的非恒等同余.
如果自动机A的某个相容偏序结构的可比关系是A
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的一个同余,则称A为一个σ-单演自动机[53].
例4.

 

分别定义自动机E及其偏序结构 ≤e 如

图7和图8所示.

图7 自动机E的状态转换图

图8 自动机E的偏序结构 ≤e

由引理3和下列不等式可以断定 ≤e 是E的一

个相容偏序结构:

1a=5≤e6=2a=6≤e6=3a,

1b=1≤e1=2b=1≤e3=3b,

1c=4≤e5=2c=5≤e6=3c,

4a=4≤e5=5a=5≤e6=6a,

4b=2≤e2=5b=2≤e2=6b,

4c=1≤e2=5c=2≤e3=6c.
显然,偏序结构 ≤ 的可比关系 ≤r

e 是E的状态集上

的一个不同于相等关系的等价关系,且
[1]=[2]=[3]={1,2,3},
[4]=[5]=[6]={4,5,6}.

由下列等式可以断定 ≤r
e 是E的一个同余:

[1a]= [2a]= [3a]= [4],[1b]= [2b]= [3b]= [1],
[1c]= [2c]= [3c]= [4],[4a]= [5a]= [6a]= [4],
[4b]= [5b]= [6b]= [1],[4c]= [5c]= [6c]= [1].

进一步地,容易验证ab是E的一个同步字.因此,E
是一个同步σ-单演自动机.

引理6说明了有界偏序自动机和σ-单演自动机

是互不包含的两类偏序自动机,进而说明了并非所

有自动机都是σ-单演的.
引理6.

 

同步σ-单演自动机E不属于树形偏序

自动机,同步有界偏序自动机 D不属于σ-单演自

动机.
证明.

 

由引理4可以知道:关于自动机 E的任

意相容偏序结构,E的状态1和4是不可比的,2和

5是不可比的,3和6也是不可比的,从而E不可能

有最小状态,故E不属于树形偏序自动机.
如果自动机D是一个σ-单演自动机,则D的某

相容偏序结构 ≤ 的可比关系 ≤r 是一个同余.由引

理4可以知道D的状态1和2是不可比的,即
[1]≠ [2] (1)

如果 [0]=[2],则由 ≤r 是D的一个同余以及等式

0b=0,2b=1可以得到与(1)相矛盾的等式

[1]=[2b]=[0b]=[0]=[2].
因此

[0]≠ [2] (2)
类似于(2)也有

[0]≠ [1] (3)
如果 [0]=[3],则由 ≤r 是D的一个同余以及等式

3a=1,0a=0可以得到与(3)相矛盾的等式

[1]=[3a]=[0a]=[0].
因此

[0]≠ [3] (4)
如果 [1]=[3],则由 ≤r 是D的一个同余以及等式

3b=3,1b=2可以得到与(1)相矛盾的等式

[1]=[3]=[3b]=[1b]=[2].
因此

[1]≠ [3] (5)
如果 [2]=[3],则由 ≤r 是D的一个同余以及等式

3b=3,2b=1可以得到与(1)相矛盾的等式

[1]=[2b]=[3b]=[3]=[2].
因此

[2]≠ [3] (6)
综合不等式(1)~(6)可知≤是D的离散序结构,这
违反了此前对所考虑的偏序结构都不是离散序结构

的约定,因而D不属于σ-单演自动机.
证毕.
下面介绍广义单演自动机的定义并对其进行举

例说明.
给定自动机A=(Q,􀰑,δ),如果σ是A的一个

同余,则可以定义函数δσ:(Q/σ)× 􀰑 →Q/σ,
 

[q]σ,a  [qa]σ,进而以δσ 作为状态转移函数定义

自动机A/σ=(Q/σ,􀰑,δσ),此时称自动机A/σ称

为A模σ 的商自动机.如果σ,τ 都是 A的同余且

σ⊆τ,则可以定义A模σ 的商自动机A/σ的同余

τ/σ如下:τ/σ= [p]σ,[q]σ  (p,q)∈τ  .如果

存在自动机A的一列严格单调递增的同余Δ=σ0⊂
σ1 ⊂ … ⊂σl=▽,使得自动机A/σi-1(i=1,2,…,

l)存 在 相 容 偏 序 结 构 ≤i-1 满 足 条 件 ≤r
i-1 =
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σi/σi-1,则称A为一个l-级广义单演自动机[47].
例5.

 

分别定义自动机F及其偏序结构 ≤f 如

图9和图10所示.

图9 自动机F的状态转换图

图10 自动机F的偏序结构 ≤f

进一步还可以验证F模 ≤r
f 的商自动机F/≤r

f

(状态转换图见图11)关于图12所示的全序结构形

成一个单演自动机,因此,F是一个同步2-级广义

单演自动机.

图11 商自动机F/≤r
f 的状态转换图

图12 商自动机F/≤r
f 的一个全序结构

引理7说明了广义单演自动机与单演自动

机,σ-单演自动机和树形偏序自动机三者之间的

关系.
引理7.

 

单演自动机都是广义单演自动机,广义

单演自动机都是σ-单演自动机.同步广义单演自动

机F不属于树形偏序自动机.同步σ-单演自动机E
不属于广义单演自动机.

证明.
 

显然,单演自动机都是广义单演自动机,
且广义单演自动机都是σ-单演自动机.关于同步广

义单演自动机F的任意相容偏序结构 ≤,F的状态

1不可能是最小状态,否则,
[1≤4]⇒[5=1d≤4d=4]⇒[3=5c≤4c=2]

⇒[3=3b≤2b=1];

F的状态2也不可能是最小状态,否则,
[2≤5]⇒[5=2d≤5d=4]

⇒[3=5c≤4c=2];

F的状态3仍不可能是最小状态,否则,
[3≤6]⇒[5=3d≤6d=6],
[3≤1]⇒[6=3a≤1a=5].

类似地可以说明F的状态4,5,6都不可能是最小

状态.因此,F的任意相容偏序结构都不是树形偏序

结构,从而F不属于树形偏序自动机.
如果同步σ-单演自动机E是一个广义单演自

动机,则存在自动机E的一列严格单调递增的同余

关系

Δ=σ0 ⊂σ1 ⊂ … ⊂σl=▽,
使得自动机E/σi-1(i=1,2,…,l)存在相容偏序结

构 ≤i-1 满足条件

≤r
i-1=σi/σi-1.

因为σl 是E的状态集上的泛关系,所以有

[1]σl =[4]σl,
从而一定存在最小的正整数k满足以下条件:

[1]σk-1 ≠ [4]σk-1,[1]σk =[4]σk .
由于在自动机E/σk-1 中有

[1]σk-1c= [1c]σk-1= [4]σk-1,[4]σk-1c= [4c]σk-1= [1]σk-1,
则根 据 引 理4可 以 断 定 [1]σk-1 和 [4]σk-1 关 于

E/σk-1 的相容偏序结构 ≤k-1 是不可比的,从而由

等式

≤r
k-1=σk/σk-1

导出与上述等式 [1]σk =[4]σk 相矛盾的不等式

[1]σk ≠ [4]σk .
因此,E不属于广义单演自动机.

证毕.
由引理5~7可以得到以下的推论8成立:
推论8.

 

同步有界偏序自动机D不属于广义单

演自动机.同步广义单演自动机F不属于有界偏序

自动机,更不属于单演自动机.
证明.

 

引理6说明了同步有界偏序自动机D不

属于σ-单演自动机,引理7则说明了不存在不属于

σ-单演自动机的广义单演自动机,因此 D不属于广

义单演自动机.类似地,根据引理7和引理5可以断

定同步广义单演自动机F不属于有界偏序自动机,
因而更不属于单演自动机.
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证毕.
综合引理5~7以及推论8可以得到如下结论:
定理9.

 

作为(同步)偏序自动机类,(同步)单演

自动机、(同步)广义单演自动机、(同步)σ -单演

自动机、(同步)有界偏序自动机、(同步)树形偏序自

动机和(同步)偏序自动机关于包含关系形成一个图

13所示的偏序集.

图13 几类(同步)偏序自动机之间的关系

综上所述,一方面,对于现有的偏序自动机而

言,树形偏序自动机是比有界偏序自动机更为广泛

的一类自动机,并且是与广义单演自动机和σ-单

演自动机不同的一类自动机;另一方面,̌Cern􀆪猜想

成立的充分必要条件是它对所有的同步偏序自动机

成立,而目前 Čern􀆪猜想对于树形偏序自动机是否

成立仍然是未知的.因此,研究树形偏序自动机的同

步问题将有利于推动 Čern􀆪猜想的解决.

4 树形偏序自动机的同步问题

为了解决树形偏序自动机的同步问题,就有必

要对该类自动机的同步过程进行讨论.对于任给n
-状态树形偏序自动机 A=(Q,􀰑,δ),现在令 ≤
是A的一个相容树形偏序结构,并记A的最小状态

为0.A的同步过程可以分为三种情形,下面进行具

体分析:
第一种情形是:存在一个输入字w 能够将最小

状态0转换到Q 的某个极大状态.此时根据引理3
可知,w 一定是A的一个同步字.进一步地,在最坏

情况下,0在w 的作用下的像能够遍历Q 中除其自

身以外的所有的状态,故输入字w 的长度为n-1,
Čern􀆪猜想成立.

第二种情形是:对于所有的输入字w ,最小状

态0在w 的作用下仍然为0.此时则需要将Q 中的

每一个极大状态都分别转换到0,然后将所有对应

的字都顺序连接起来就构成了 A的一个同步字.进
一步地,在最坏情况下,每个将极大状态转换到0的

字的长度为n-1,故A的同步字的长度为 (n-1)2,

Čern􀆪猜想也成立.
第三种情况是最为复杂的一类情况,它既不同

于第一种情况,也不同于第二种情况.换言之,对于

所有的输入字w ,最小状态0在w 的作用下都不会

被转换到Q 的某个极大状态,且并非所有的Q 中的

极大状态都能够被转换到最小状态0.在这种情况

下,A的同步过程如下:首先找到Q 的一个子集T ,
使得对任意的输入字w,0在w 的作用下的像都能

够包含在T 中,容易说明T 是Q 的一个同步子集;
接着,对于Q-T 中的每一个状态p,分别寻找一个

输入字wp ,使得wp 能够将p的转换到T 中;然
后,顺次连接wp 以及T 的一个同步字就构成了 A
的一个同步字;最后对该同步字的长度进行讨论.

下面分别对上述第三种情况的同步过程进行具

体分析,其中,引理10~12描述了集合T 的一些性

质;引理13给出了集合Q-T 与自动机的同步性之

间的联系;引理14对自动机的同步字的长度进行了

讨论;定理15给出了本节的主要结论;推论16则说

明了 Čern􀆪猜想对于树形偏序自动机是成立的.
给定自动机A=(Q,􀰑,δ)是一个n-状态树

形偏序自动机,≤ 是A的一个相容树形偏序结构,
考虑集合S=s∈Q (∃w ∈ 􀰑*)s=0w  ,并令

T= t∈Q ∃s∈S  t≤s  ,则显然有

  S⊆T= t∈Q (∃w ∈ 􀰑*)t≤0w  (7)

  下面的引理10~12给出了Q 的子集T 的若干

有用的性质.
引理10.

 

集合S 和T 是Q 的非空子集,且A的

输入字在T 上的作用是封闭的,即
(∀w ∈ 􀰑*) 

 

Tw ⊆T (8)

  证明.
 

由0=0e可得0∈S,因此S 是Q 的一

个非空子集,进而由公式(7)可以知道T 也是Q 的

一个非空子集.对任意的t∈T ,仍由公式(7)可以

知道存在输入字w 使得t≤0w ,从而根据引理3
可以断定对任意输入字 u 都 有tu ≤ (0w)u =
0(wu),进而得到tu∈T .这就证明了A的输入字

在T 上的作用是封闭的.
证毕.
引理11.

 

集合T 中有极大状态,且最小状态0
能被转换到T 中任意极大状态.

证明.
 

由引理10可以知道T 是Q 的一个非空

子集T ,因而根据引理2可以断定T 中有极大状

态.对T 中任意极大状态d,由公式(7)可以知道存

在输入字w 使得d≤0w .注意到0w 仍是T 中的

状态,这说明d=0w .
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证毕.
引理12.

 

集合T 是Q 的一个同步子集,且任意

能够将最小状态0转换为T 中一个极大状态的输

入字都是T 的同步字.
证明.

 

引理11说明了一定存在 A的输入字能

将最小状态0转换为T 中一个极大状态.任取能将

最小状态0转换为T 中一个极大状态的输入字w ,
则0w 是T 中的一个极大状态.对T 中任意状态t,
由0≤t和引理3可得0w≤tw.公式(8)说明了tw
∈T ,从而0w=tw.这就证明了Tw=0w ,故w
是T 的一个同步字.

证毕.
引理13利用T 的性质给出了A的一种同步性

检测及同步字查找方法.
引理13.

 

A是一个同步自动机的充分必要条件

是Q-T 中任意状态都能被转换到T 中.
证明.

 

命题在Q=T 的情形下显然成立.下面

考虑Q ≠T 的情形.如果A是一个同步自动机,则
对A的任意同步字u 总存在相应状态p满足条件

Qu={p},从而 (Q-T)u={p}=Tu.
由公式(8)可以知道p∈T ,因此 A的任意同

步字u 都能将Q-T 中所有状态转换到T 中.
反过来,假定Q-T 中任意状态都能被转换到

T 中,先置Q0=Q-T ,再定义Q 的子集序列Q0,

Q1,Q2,…,A的状态序列q1,q2,q3…,及A的输入字

序列u1,u2,u3… 如下:对任意正整数i,qi 是Qi-1中

的一个状态,ui 是一个能将qi 转换到T 中的输入

字,且Qi=Qi-1ui-T,则显然有

Qi ⊆Q-T (9)

|Qi-1|>|Qi| (10)

Qi-1ui ⊆Qi ∪T (11)

  由公式(9)和(10)可以断定一定存在不超过

|Q-T|的正整数l使得Ql-1 ≠Ø=Ql.
现在令u=u1u2…ul,根据公式(11)和(8)可以得到

Q0u=Q0u1u2u3…ul

⊆ (Q1 ∪T)u2u3…ul

⊆ [Q1u2u3…ul]∪T
⊆ [(Q2 ∪T)u3…ul]∪T
⊆ [Q2u3…ul]∪T
………………

⊆ [Ql-1ul]∪T
=T.

由上述公式(11)和公式(8)还可以进一步得到

Qu=(Q0 ∪T)u=(Q0u)∪ (Tu)⊆T.

因此,对T 的任意同步字w 都有

|Quw|=|(Qu)w|≤|Tw|=1,
即uw 是A的一个同步字.

证毕.
引理14说明了同步树形偏序自动机的最短同

步字的长度不超过 (n-1)2.
引理14.

 

如果A是同步的,则它一定有长度不

超过 (n-1)2 的同步字.
证明.

 

假定A是同步的,分别用t和s表示T
和Q-T 中的状态数,则显然有

n=t+s (12)
下面考察引理13的证明中构造的A的同步字

uw=u1u2…ulw (13)
首先,在引理13的证明中已经说明了

l≤|Q-T|=s (14)
其次,由引理12可以知道T 中全体极大状态的集合

max(T)是非空的,且在A中一定存在从最小状态0
到max(T)的道路.令π为从0到max(T)的一条最

短道路.由0∈T 以及公式(8)可以断定π 经过的所

有状态都在T 中,因此π的长度不超过t-1.由引理

12可以知道π 的标签是T 的一个同步字.取公式

(13)中T 的同步字w 为π 的标签,则

|w|≤t-1 (15)
最后,由引理13可以知道Q-T 中任意状态都可以

被转换到T 中.这说明,对于Q-T 中的任意状态q,
在A中一定存在从q到T 的道路.显然,A中从q到

T 的最短道路的长度不超过s,从而Q-T 中任意

状态都可以被一个长度不超过s的输入字转换到T
中.据此,可以选择输入字ui 使得

|ui|≤s 
 

(i=1,2,…,l) (16)
利用等式(12)以及不等式(14)~(16)可以得到

|uw|=|u|+|w|
≤s2+(t-1)

=[s+(t-1)]2-2s(t-1)-(t-1)2+(t-1)

=(n-1)2-[2s+(t-1)-1](t-1)

=(n-1)2-(n+s-2)(t-1)

≤ (n-1)2.
因此,A有长度不超过 (n-1)2 的同步字.

 

证毕.
综合引理10~14可以得到以下结论.
定理15.

 

假定A=(Q,􀰑,δ)为一个n-状态

树形偏序自动机,≤ 为 A的一个相容树形偏序结

构.记A的最小状态为0,定义S={s∈Q|(∃
w ∈ 􀰑*)s=0w},并令T={t∈Q|(∃s∈S)t≤s}.
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则T 是Q 的一个非空同步子集,且任意能将最小状

态0转换为T 中一个极大状态的输入字都是T 的

同步字.A是一个同步树形偏序自动机的充分必要

条件是Q-T 中所有状态都能被转换到T 中.A在

同步的情形下,它有长度不超过(n-1)2的同步字.
结合上述定理以及 Čern􀆪猜想的内容,可得以

下的定理16.
定理16.

 

Čern􀆪猜想对所有同步树形偏序自动

机都成立.

5 树形偏序自动机的同步算法

本节介绍关于树形偏序自动机的同步问题的两

种同步算法:第一种是通用的自动机Eppstein同步

算法;第二种则是根据定理15设计的树形偏序自动

机的专用同步算法.由这两种算法的复杂度之间的

差异可以说明自动机的相容偏序结构对自动机的同

步问题的解决是有益的.
5.1 自动机的Eppstein同步算法

  自动机的Eppstein同步算法包括Eppstein同

步性检测算法和Eppstein同步字查找算法.这两个

算法均以对自动机的概念为基础.
给定自动机A=(Q,􀰑,δ),令Q'=Q″∪{∞}

(其中Q″为Q 的所有二元子集的集合,∞是一个不

属于Q 的符号),再定义从Q'×􀰑 到Q'的函数δ'
如下:

δ'(P,a)=
Pa P,Pa∈Q″,

∞ otherwise. 
由此构造的自动机A'=(Q',􀰑,δ')称为A的对自

动机[19-20].
下述引理17给出了对自动机的一个性质.
引理17[19].

 

自动机 A的两个不同状态p,q同

步的充分必要条件是在A的对自动机 A'中存在从

状态 {p,q}到状态 ∞ 的路径.A'中从 {p,q}到 ∞
的最短路径的标签就是p,q的最短同步字.进一步

地,自动机A同步的充分必要条件是它的任意两个

不同状态都是同步的.
自动机的Eppstein同步性检测算法以引理17

作为理论基础,其设计思想如下:对于输入自动机

A=(Q,􀰑,δ),先构造其对自动机 A',再在 A' 中

以状态 ∞ 为起点执行反向广度优先搜索,如果能搜

索到A'的所有状态,则 A是同步的;否则,A是非

同步的.此算法的时间复杂度和空间复杂度分别为

O(mn2+n3)和O(n2).

自动机的Eppstein同步字查找算法的设计思

想如下:对于输入同步自动机 A=(Q,􀰑,δ),先构

造其对自动机A',再在A'中以状态 ∞ 为起点执行

反向广度优先搜索,并记录每个状态 {p,q}到状态

∞ 的最短路径的标签wp,q;从集合Q 中任取两个

不同状态p和q,将wp,q 在Q 上的作用Qwp,q 作为

新的集合Q ;重复上述作用过程直到Q 为一个单元

集,则在此过程中选用的所有输入字wp,q 的顺序连

接就是A的一个同步字.此算法的时间复杂度和空

间复杂度分别为O(mn2+n3)和O(n2)[19].
 

5.2 树形偏序自动机的专用同步算法

  算法1是树形偏序自动机的一个专用同步算

法,其中自动机中的路径是指该路径的标签.
算法1. 树形偏序自动机的专用同步算法

输入:自动机A= (Q,􀰑,δ)及其相容树形偏序结构的

Hasse图G.
输出:A的同步性和A的一个同步字.
(1) 确定A的最小状态0
(2) 在A中计算集合

S= s∈Q (∃w ∈ 􀰑*)s=0w  
(3) 在G 中计算集合

T = t∈Q ∃s∈S  t≤s  
(4) 在G 中计算T 中所有极大状态的集合 max(T)

(5) 在A中查找从0到 max(T)的最短路径w
(6) 置u为空字

(7) 若Q-T =Ø,RETURN
 

(True,uw )

(8) 在A中计算Q-T 中各状态q到T 的最短路径

uq ,若存在状态q没有到T 的路径,RETURN
 

(False,空字)

(9)
  

任取Q-T 中的状态q,置

u=uuq,Q-T = (Q-T)uq

(10)
 

若Q-T ≠Ø,转到(9)

(11) RETURN
 

(True,uw )

定理18.
 

算法1的时间和空间复杂度分别为

O(max(n2,mn))和O(n2).它不仅能判定任意n-
状态树形偏序自动机A的同步性,还能在A同步的

情形下找到它的长度不超过 (n-1)2 的同步字.
证明.

 

引理13-14和定理15可以保证算法1
的正确性,下面给出算法1的时间复杂度和空间复

杂度进行的具体分析:
(1)

 

输入自动机A的最小状态0就是有向图G
中唯一的入度为0的顶点,因此,在G 中以任意顶

点为起点进行反向搜索得到的无后续的顶点就是

0.这个过程需要时间为O(n),空间为常数.
(2)

 

集合S 就是在A中最小状态0能到达的所

有状态的集合,因此可以通过在 A中执行以0为起
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点的广度优先搜索来完成,所需时间和空间分别为

A的边数O(mn)和顶点数O(n).
(3)

 

集合T 就是在G 中到S 有路径的顶点的

集合,因此可以通过在G 中执行以S 为起点的反向

广度优先搜索来完成,所需时间和空间分别为G 的

边数O(n2)和顶点数O(n).
(4)

 

由集合T 的定义可以知道T 中的状态q
是T 中一个极大状态的充分必要条件为q在G 中

没有任何覆盖仍在T 中,因此,对T 做如下处理得

到的集合就是 max(T):对T 中的每个状态q,在

G 中检查以q为起点的边,如果其中一条边的终点

仍在T 中,则将q从T 中删除.这个过程所需时间

和空间分别为G 的边数O(n2)和顶点数O(n).
(5)

 

在A中以状态0为起点,按照到0的距离

由近及远地顺序执行广度优先搜索至 max(T)中

的状态即终止,对此期间搜索到的每个状态都只需

记录搜索到它的边.这个过程需要的时间和空间分

别为A的边数O(mn)和状态数O(n).
(8)

 

在A中以T 为起始集合,按照到T 的距离

由近及远地顺序执行反向广度优先搜索,直至找不

到新的状态即终止,在此期间记录搜索到的每个状

态及搜索到该状态的边.这个过程需要的时间和空

间分别为A的边数O(mn)和状态数O(n).
(9)和(10)

 

这是一个与Eppstein同步字查找算

法中的迭代过程类似的迭代过程,这个过程需要的

时间和空间都为O(n2).
根据上述分析可知算法1的时间复杂度为

O(n)+O(mn)+O(n2)+O(n2)+O(mn)+O(mn)

+O(n2)=O(max(n2,mn,n))=O(max(n2,mn)),
空间复杂度为O(1)+O(n)+O(n)+O(n)+O(n)+
O(n)+O(n2)=O(max(n2,n,1))=O(n2).

证毕.
综上所述,树形偏序自动机作为特殊形式的自

动机,其同步算法相比于通用的自动机的Eppstein
同步算法可以有更少的时间耗损.此外,需要特别说

明的是通过算法1找到的同步字并不能保证是最短

同步字.
单演自动机和有界偏序自动机是树形偏序自动

机的两类特殊情形,因此,基于这两类自动机的结构

的特殊性,还可以将算法1分别改进为这两类自动

机的专用同步算法,下面具体分析.
考虑算法1的输入为自动机 A及其相容有界

偏序结构的Hasse图:由于有界偏序自动机的一个

重要特征是既有最小状态也有最大状态,因此,算法

1第1行中不仅需要确定 A的最小状态,还需要确

定A的最大状态,这一过程需要的时间为O(n);崔
振河等[54]指出如果一个字w 能够将A的最小状态

和最大状态转换到同一个状态,则w 就是A的一个

同步字,据此,在算法1第8行中,只需要计算最大

状态到T 的最短路径u,并且算法不再需要进入

9-10行中的循环;此外,如果算法1中的第8行能够

找到最大状态到T 的最短路径u,则将u 与算法1
第5行中的w 连接在一起并输出,否则自动机A不

同步.最后,根据定理18证明中的时间和空间复杂

度的分析过程可得基于算法1改进的有界偏序自动

机的专用同步算法的时间和空间复杂度分别为

O(max(n2,mn))和O(n2).
此前,崔振河等基于对自动机提出了有界偏序

自动机的同步算法(见文献[54],算法3),主要思想

是:首先构造给定有界偏序自动机的对自动机的状

态转换图,然后在该图中寻找一条从最大最小状态

对到单一状态对的最短路径,该路径的标签即为输

入的有界偏序自动机的最短同步字.这一算法的时

间和空间复杂度均为O(n2),与此相比,上述基于

本文算法1改进的有界偏序自动机的专用同步算法

并不具备明显的优势.
对于单演自动机,Ananichev和Volkov并未给

出其专用的同步算法[53],但仍然可以通过改进算法

1来得到单演自动机的专用同步算法.由于单演自

动机是一类特殊的有界偏序自动机,因此,上述基于

算法1改进的有界偏序自动机的专用同步算法也同

样适用于单演自动机,特别地,由于单演自动机的状

态集合关于偏序关系构成一条链,因此,算法1第4
行中的集合max(T)事实上仅包含一个元素,即最

小状态能够到达的所有状态中最大的一个.
广义单演自动机以及σ-单演自动机均采用

Eppstein算法作为其同步算法.考虑到树形偏序自

动机与这两类自动机的结构之间的显著差异,这两

类自动机的同步算法无法通过简单地改进树形偏序

自动机的同步算法而得到,需要重新设计针对这两

类自动机的专用同步算法,这一问题还有待进一步

研究.

6 对偶情形及特殊情形

自动机A的任意偏序结构 ≤ 的对偶偏序 ≤-1

也是A的一个偏序结构,容易证明:≤ 是A的一个

相容偏序结构当且仅当 ≤-1 是 A的一个相容偏序
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结构;≤ 是A的一个树形偏序结构当且仅当 ≤-1

是A的一个对偶树形偏序结构.据此有如下结论:
推论19.

 

自动机 A具有一个相容对偶树形偏

序结构当且仅当 A是一个树形偏序自动机,因此,

Čern􀆪猜想对具有相容对偶树形偏序结构的自动机

成立,即具有相容对偶树形偏序结构的n-状态同步

自动机都有长度不超过 (n-1)2 的同步字.
对于n-状态同步有界偏序自动机和n-状态同

步单演自动机,此前只是证明了它们的最短同步字

长度不超过n-1[52,54].利用引理14和引理17可

以将关于n-状态同步有界偏序自动机和n-状态同

步单演自动机的上述结论加强如下:
推论20.

 

假定A=(Q,􀰑,δ)是一个有m 个输

入字母的n-状态有界偏序自动机,它关于其相容有

界偏序结构 ≤ 的最小和最大状态分别为0和I,则

A是同步的当且仅当其状态0和I是同步的.当 A
同步时,可以在O(max(n2,mn))时间内找到 A的

一个长度不超过n-1的最短同步字.
证明.

 

时间复杂度的结果见5.2节的分析,下
面证明在A是一个同步有界偏序自动机的前提下,

A存在一个长度不超过n-1的最短同步字.
考虑 A 的最短同步字的长度特征,并令 T =

t∈Q (∃w ∈ 􀰑*)t≤0w  ,则由引理10可以

知道T 是Q 的一个非空子集且

     (∀w ∈ 􀰑*) 
 

Tw ⊆T (17)
由引理12和引理14的证明还可以知道T 是Q

的 一 个 同 步 子 集,且 它 有 同 步 字 w 满 足 条 件

|w|≤|T|-1.再由引理13可以知道 A的最大

状态I能被转换到T 中,即A中存在从I到T 的道

路.显然,A中从I到T 的任意最短路径的标签u满

足条件|u|≤|Q-T|.由Iu∈T 以及集合T 的

定义可知存在输入字v使得Iu≤0v,因此对Q-T
中的任意状态q都有qu≤Iu≤0v,从而有qu∈T.
这说明(Q-T)u⊆T,从而有Qu⊆T.据此可以得

到|Quw|≤|Tw|=1,即uw 是A的一个同步字,
且|uw|=|u|+|w|≤|Q-T|+|T|-1=n-
1.因此,A的最短同步字长度不超过n-1.

 

证毕.
推论21.

 

假定A=(Q,􀰑,δ)是一个有m 个输

入字母的n-状态单演自动机,它关于其相容全序

结构 ≤ 的最小状态和最大状态分别为0和I,则A
是同步的当且仅当其状态0和I是同步的.当 A同

步时,可以在O(max(n2,mn))时间内找到 A的一

个长度不超过n-1的最短同步字.

7 总 结

本文考虑了树形偏序自动机的同步问题,主要

贡献包括以下几个方面:第一,讨论了现有的偏序自

动机之间的关系,说明了树形偏序自动机包含所有

单演自动机和有界偏序自动机,但不同于广义单演

自动机类和σ-单演自动机类;第二,证明了 Čern􀆪
猜想对树形偏序自动机成立,即任意n-状态同步树

形偏序自动机都有长度不超过 (n-1)2 的同步字;
第三,给出了树形偏序自动机的同步性检测和同步

字查找算法,并证明了所有m 个输入字母的n-状态

树形偏序自动机的同步性检测问题和同步字查找问

题可以在O(max(n2,mn))时间内解决.
本文也存在以下几个方面的不足:第一,本文只

针对树形偏序自动机的同步性这一单一指标进行讨

论.除同步性以外,树形偏序自动机的复杂性和表达

能力也是值得深入研究的课题;第二,本文对于同步

自动机关系的讨论仅仅局限于几类特殊的偏序自动

机.从同步自动机的研究现状来讲,̌Cern􀆪猜想不仅

对于本文所讨论的几类特殊的偏序自动机成立,还
对于其他若干特殊自动机(例如交换自动机、可解自

动机、循环自动机以及欧拉自动机等)也成立,本文

并未讨论树形偏序自动机与其他特殊自动机之间的

关系;第三,树形偏序自动机的专用同步算法性能优

势不明显且可扩展性较弱.本文提出的树形偏序自

动机的专用同步算法的时间和空间复杂度相对于一

般的同步算法而言并无相当明显的优势,该同步算

法对于其他特殊偏序自动机的可扩展性相对较弱,
且对于给定的树形偏序自动机,该算法并不能保证

找到的同步字是最短的.
综合上述不足,未来本文将从以下几个方面展

开研究:第一,在树形偏序自动机的基础上对其结构

进一步扩展,得到一些结构更为一般的偏序自动机,
例如网状偏序自动机(即具有相容网状偏序的自动

机),然后对这些偏序自动机的同步问题进行讨论,
进一步推动Čern􀆪猜想的研究;第二,关于树形偏序

自动机的其它评价指标,例如复杂度和表达能力,的
讨论也是未来工作的一个有趣的方向;第三,说明偏

序自动机与其他若干特殊自动机之间的关系并不是

一项简单的工作,目前尚无文献对这一问题展开讨

论,深入分析这些自动机之间的关联可能有助于解

决 Čern􀆪猜想,因此,这也将作为本文的未来工作.
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Background
  An

 

input
 

word
 

of
 

an
 

automaton
 

is
 

called
 

a
 

synchronizing
 

word
 

if
 

it
 

transfers
 

all
 

states
 

to
 

a
 

single
 

state.
 

An
 

automaton
 

having
 

a
 

synchronizing
 

word
 

is
 

called
 

a
 

synchronizing
 

autom-
aton.

 

Synchronizing
 

automata
 

have
 

been
 

validly
 

applied
 

in
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many
 

fields
 

such
 

as
 

system
 

testing,
 

encoding,
 

industrial
 

au-
tomation,

 

robotics
 

and
 

biological
 

computation.
 

For
 

the
 

re-
searches

 

on
 

synchronizing
 

automata,
 

the
 

fundamental
 

prob-
lem

 

is
 

the
 

synchronizing
 

problem,
 

the
 

most
 

challenging
 

issue
 

is
 

to
 

prove
 

or
 

disapprove
 

the
 

Čern􀆪
 

Conjecture
 

concerning
 

the
 

lengths
 

of
 

the
 

shortest
 

synchronizing
 

words
 

of
 

synchronizing
 

automata.
 

Some
 

special
 

classes
 

of
 

automata,
 

such
 

as
 

circular
 

automata,
 

aperiodic
 

automata,
 

Eulerian
 

automata
 

et
 

al.,
 

have
 

been
 

proved
 

to
 

satisfy
 

Čern􀆪
 

Conjecture.
 

Partially
 

ordered
 

automata
 

(in
 

brief,
 

po-automata)
 

are
 

the
 

automata
 

whose
 

state
 

set
 

is
 

equipped
 

with
 

a
 

partial
 

order
 

that
 

compatible
 

to
 

the
 

input
 

letters.
 

Theoretically,
 

the
 

re-
search

 

of
 

synchronizing
 

automata
 

can
 

be
 

ascribed
 

to
 

the
 

re-
search

 

of
 

synchronizing
 

po-automata,
 

thus,
 

Čern􀆪
 

conjecture
 

is
 

true
 

if
 

and
 

only
 

if
 

it
 

is
 

true
 

for
 

po-automata.
 

It
 

has
 

been
 

shown
 

that
 

monotonic
 

automata,
 

generalized
 

monotonic
 

au-
tomata

 

and
 

bounded
 

po-automata
 

satisfy
 

Čern􀆪
 

conjecture.
In

 

this
 

work,
 

we
 

firstly
 

defined
 

the
 

tree-like
 

po-automa-
ta.,

 

it
 

is
 

shown
 

that
 

tree-like
 

po-automata
 

satisfies
 

Čern􀆪
 

conjecture.
 

Then,
 

we
 

proposed
 

an
 

algorithm
 

for
 

checking
 

the
 

synchronization
 

and
 

finding
 

synchronizing
 

words
 

of
 

a
 

given
 

tree-like
 

po-automaton.
 

Finally,
 

some
 

examples
 

are
 

designed
 

to
 

illustrate
 

that
 

tree-like
 

po-automata
 

is
 

proper
 

generaliza-
tion

 

of
 

monotonic
 

automata
 

and
 

bounded
 

po-automata,
 

and
 

tree-like
 

po-automata
 

and
 

generalized
 

monotic
 

automata
 

have
 

distinct
 

expression
 

abilities.
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