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不动点视角下的强化学习算法综述
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摘　要　近年来，强化学习已成为求解序贯决策任务的范式．然而，在实际应用中，强化学习算法仍存在三个问题：

（１）什么解最优？（２）如何保证算法的稳定性？（３）如何加速算法的收敛？本文从不动点视角总结了强化学习算法的

设计原理．首先，分析了值函数估计最优解与可行解的构造问题；其次，根据Ｂａｎａｃｈ不动点定理和Ｌｙａｐｕｎｏｖ第二

判定定理，总结了已有基于值函数强化学习算法的稳定性问题，包括基于表格、线性估计、非线性估计、非参估计等

值函数的算法在同策略和异策略情况下的收敛性；然后，从不动点的偏差与方差控制角度，解读了多种提高算法准

确性或收敛速度的改进思想；最后总结和展望了强化学习算法的改进方向．

关键词　强化学习；值函数估计；稳定性；同策略；异策略；偏差与方差控制
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ｔｏｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｒｓｐｅｅｄｕｐｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｒｅｉｎｔｅｒｐｒｅｔｅｄｆｒｏｍｔｈｅｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅｏｆｔｈｅｂｉａｓ

ａｎｄｖａｒｉａｎｃｅｃｏｎｔｒｏｌｏｆｔｈｅｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｆｕｔｕｒｅｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓｏｎｒｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔ

ｌｅａｒｎｉｎｇａｒｅｐｒｏｓｐｅｃｔｅｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔｌｅａｒｎｉｎｇ；ｖａｌｕｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ；ｓｔａｂｉｌｉｔｙ；ｏｎｐｏｌｉｃｙ；ｏｆｆｐｏｌｉｃｙ；

ｂｉａｓａｎｄｖａｒｉａｎｃｅｃｏｎｔｒｏｌ

１　引　言

强化学习（ＲｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔＬｅａｒｎｉｎｇ）自提出以来

至今已有近４０年的发展历史．近年来，随着深度学习

的突破，强化学习取得了诸多成果，如围棋 ＡＩ

ＡｌｐｈａＧｏ、ＡｌｐｈａＺｅｒｏ、斗地主 ＡＩＤｏｕＺｅｒｏ等．强化

学习成为通向强人工智能最有希望的途径之一．越

来越多的研究者开始使用强化学习，试图求解各自

领域的序贯决策任务．然而实践表明，套用经典的强

化学习算法并不能直接满足实际需求．如何针对实

际决策问题设计高效的强化学习算法仍是研究人

员、工程师们面临的巨大挑战．

国内外众多学者对强化学习做了各种类型的综

述，如早期的强化学习综述［１４］；从不同视角总结强

化学习的算法：如面向迁移学习的强化学习综

述［５６］、面向安全的强化学习算法综述［７］、采用分层

结构的强化学习综述［８９］、采用深度神经网络的强化

学习综述［１０１６］、针对稀疏奖励的强化学习综述［１７］、

逆强化学习综述［１８１９］、多智能体强化学习综述［９，２０２２］、

可解释强化学习综述［２３２４］、深度强化学习的攻防与

安全性分析综述［２５］；面向应用的强化学习综述，如

综合能源系统管理［２６］、组合优化［２７２８］、自动驾驶［２９］、

自然语言处理［３０］、机器翻译［３１］、智慧医疗［３２］、智能

运输［３３３４］、网络攻防［３５］等．这些工作主要从特定场

景或应用角度对强化学习进行归类或总结．

最近几年，随着深度学习的兴起，强化学习得到

了飞速发展，各种算法层出不穷，技巧和手段日新月

异，令人眼花缭乱．如何从一个统一的视角看待最新

的强化学习技术成为研究者的迫切需求．从不动点

这个独特的视角，强化学习算法设计包括基于值函

数的强化学习和基于策略梯度的强化学习．由于策

略梯度强化学习的不动点研究相对较少（见总结与

展望），本文主要关注基于值函数强化学习算法设计

的基本原理：

（１）值函数估计的最优解问题与可行解构造；

（２）算法的稳定性问题，即能否保证收敛；

（３）算法如何快速收敛．

如图１所示，本文第２节介绍强化学习模型，分

析值函数强化学习算法的最优解和值估计强化学习
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图１　本文的整体架构

算法的可行解，并针对不同值函数类型下强化学习

算法收敛的关键条件做总结和对比；第３节分析基

于表格值函数强化学习算法的稳定性，并总结各种

改进算法；第４节分析线性值函数估计的强化学习

算法的稳定性原理，总结线性值估计下同策略强化

学习和异策略强化学习在设计思想和收敛性关键条

件上的差异；第５节分析和总结非线性值估计的稳

定性原理和各种改进算法；第６节总结非参值估计

算法的研究进展；第７节从算法收敛到不动点的偏

差和方差角度，对强化学习算法的一些典型改进做

分析和总结；最后对未来工作进行展望．

２　值函数估计的可行解

２１　马氏决策过程与犅犲犾犾犿犪狀等式

强化学习智能体（Ａｇｅｎｔ）感知环境（Ｅｎｖｉｒｏｎ

ｍｅｎｔ）的状态狊并采取动作犪，环境转移到后继状态

狊′并反馈给智能体奖赏狉．智能体与环境的这种交互

过程持续不断或达到终止状态结束．这类序贯决策

任务通常满足马氏属性，由马氏决策过程（Ｍａｒｋｏｖ

ＤｅｃｉｓｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓ，ＭＤＰ）建模
［３６３７］．ＭＤＰ由四元组

〈犛，犃，犚，犜〉构成，其中犛表示状态空间，犃 表示可

执行的动作空间，犚：犛×犃×犛→! 为有界奖赏函数，

犜：犛×犃×犛→［０，１］为状态转移概率函数，满足狊，

犪，∑
狊′∈犛

犜（狊，犪，狊′）＝１．与基于局部策略的规划算法

不同，强化学习设计了全局策略π：犛×犃→［０，１］，其目

标是最大化长期的带折扣奖赏犚犲狋狌狉狀＝"π［∑
∞

狋＝０

γ
狋狉狋］，

其中γ∈（０，１］为折扣率，狉狋＝犚（狊狋，犪狋，狊狋＋１）为狋时刻

的奖赏，犪狋～π（狊狋，犪狋）．

　　最大化长期奖赏等价于最大化值函数，如状态

值函数：

犞π（狊）"π ∑
∞

狋＝０

γ
狋狉狋｜狊０＝［ ］狊 （１）

和状态动作值函数：

犙
π（狊，犪） ∑

∞

狋＝０

γ
狋狉狋｜狊０＝狊，犪０＝［ ］犪 （２）

以状态值函数为例，根据定义，可得Ｂｅｌｌｍａｎ等式：

　　犞
π（狊）＝"π ∑

∞

狋＝０

γ
狋狉狋｜狊０＝［ ］狊

＝"π 犚（狊，犪，狊′）＋γ∑
∞

狋＝０

γ
狋狉狋｜狊０＝［ ］狊′

＝"π［犚（狊，犪，狊′）＋γ犞
π（狊′）］ （３）

拓展至所有状态，令犚π（狊）为奖赏列向量，其元素为

　 　犚
π（狊）＝"π［犚（狊，犪，狊′）］

＝∑
犪

π（狊，犪）∑
狊′

犜（狊，犪，狊′）犚（狊，犪，狊′）（４）

犘π为状态转移概率矩阵，其元素为

犘π（狊，狊′）＝∑
犪

π（狊，犪）犜（狊，犪，狊′） （５）

所有状态值函数构成列向量犞π，其元素为

犞π（狊）＝犚π（狊）＋γ∑
狊′

犘π（狊，狊′）犞（狊′） （６）

至此，所有状态的Ｂｅｌｌｍａｎ等式由向量和矩阵构成：

犞π＝犚π＋γ犘
π犞π

!

π犞π （７）

其中，!π：!｜犛｜→!

｜犛｜为Ｂｅｌｌｍａｎ评估算子．由式（７）

可知

犞π＝（犐－γ犘π）
－１犚π （８）

最优策略π
满足狊∈犛，犞（狊）＝ｍａｘ

π
犞π（狊），其中

犞为最优值函数，满足Ｂｅｌｌｍａｎ最优等式：

犞（狊）＝ｍａｘ
犪

"

［犚（狊，犪，狊′）＋γ犞（狊′）］

!犞（狊） （９）
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其中，!：!｜犛｜→!

｜犛｜为Ｂｅｌｌｍａｎ最优算子．

２２　线性值函数的最优解

当状态空间 犛 ＝狀较小时，强化学习采用表格

值函数，为每个状态分配一个值．式（７）是一个狀元

一次方程组，共有狀个方程．那么，该方程组有唯一

解．当状态空间大到计算机无法存储时，只能采用远

小于状态空间（犿狀）的参数对值函数进行估计，如

线性函数、非线性函数和非参函数．由于线性函数有

利于理论分析，以线性值函数犞θ（狊）为例，

犞θ（狊）∑
犿

犻＝０

犻（狊）θ犻＝（狊）

⊥

θ （１０）

其中，θ＝（θ０，θ１，…，θ犿）为权重参数，（狊）＝（０（狊），

１（狊），…，犿（狊））

⊥

为状态狊的特征．所有状态值函

数向量为

犞θ＝Φθ （１１）

Φ是所有状态的特征矩阵，其每一行为对应状态的

特征向量转置Φ（狊）＝（狊）

⊥

．代入式（７），

犞θ＝犚
π＋γ犘

π犞θ　

＝（犐－γ犘π）
－１犚π

＝犞π （１２）

式（１２）是一个犿 元一次方程组，共有狀个方程．由

于犿狀，该方程组是病态方程，无解，只能逼近．采

用最小二乘法进行逼近，

θ＝ａｒｇｍｉｎ
θ

犞θ－犞
π

犇　　　　

＝ａｒｇｍｉｎ
θ

（犞θ－犞
π）

⊥

犇（犞θ－犞
π） （１３）

其中，状态分布矩阵犇 为对角矩阵，其对角线元素

犇狊狊为状态狊的概率犱狊．对式（１３）求导可得

θ＝（Φ

⊥

犇Φ）
－１
Φ

⊥

犇犞π （１４）

式（１４）是线性值函数的最优解．然而由于犞π未知，

式（１４）不可直接求解．因此，当状态空间很大时，对

值函数估计的可行解进行构造是关键．

２３　值函数估计的可行解构造

事实上，采用值函数估计犞θ的问题是Ｂｅｌｌｍａｎ

等式不再成立，即犞θ≠!

π犞θ＝犚
π＋γ犘

π犞θ．其原因在

于犚π是由奖赏函数和策略π共同决定的，不受特征

函数Φ约束
［３８］．这就导致了值函数估计犞θ与!

π犞θ

的偏差．

可行解构造需要充分利用犞θ与!

π犞θ．带参投影

算子Π犡＝Φ（犡

⊥

Φ）
－１犡

⊥

将!

π犞θ映射到特征空间，

使得

犞θ＝Π犡!
π犞θ （１５）

其中，犡为投影方向．因此，问题转化为寻找一个合

适的投影方向犡．

为了更直观地比较各种可行解，采用期望表达

式替换不动点表达式．令投影方向犡＝犇Φ，以正投

影算子Π＝Π犇Φ＝Φ（Φ

⊥

犇Φ）
－１
Φ

⊥

犇为例．

犞θ＝Π!

π犞θ （１６）

分别代入犞θ和Π，可得θ＝（Φ

⊥

犇Φ）
－１
Φ

⊥

犇!

π犞θ，化

简后，Φ

⊥

犇（!π犞θ－犞θ）＝０．采用期望形式，可得

０＝Φ

⊥

犇（!π犞θ－犞θ）　　　　　　　

＝∑
狊

犱狊（"π［狉＋γ犞θ（狊′）］－犞θ（狊））（狊）

＝"π［δ］ （１７）

其中，δ＝狉＋γ犞θ（狊′）－犞θ（狊）为时序误差（ＴＤｅｒｒｏｒ）．

因此，两种表达方式是等价的．

犞θ＝Π!

π犞θ "π［δ］＝０ （１８）

表１总结了已有值函数可行解，分别从值函数

类型、参数个数、投影方向、解的性质、可行解的不动

点表达式和期望表达式方面，对比了各种可行解．值

函数不动点的求解用不动点式作迭代，可以分解为

两个算子：优化!或评估!

π算子，以及投影算子．其

中，投影算子将解投影到可行区域，不同值函数需要

不同的投影算子，具体如下：

表格值函数中参数θ个数犿 与状态空间狀相

等，是ＯｎｅＨｏｔ编码为特征Φ＝犐的线性求和函

数．投影方向为犡＝犇Φ＝犇犐＝犇，投影算子Π犇＝

Φ（犡

⊥

Φ）
－１犡

⊥

＝犐（犇犐）－１犇＝犐为单位向量，即不动

点为方程犞θ＝!

π犞θ的解．

线性值函数估计无法直接求最优解，只能构造可

行解．若采用正投影Π，则如上述所示，不动点是方程

犞θ＝!

π犞θ的解，其期望形式是 "π［δ］＝０；若采用

斜投影Π犇（犐－γ犘）Φ，则不动点是方程犞θ＝Π犇（犐－γ犘）Φ!
π

犞θ的解，其期望形式是 "

［δ（－γ′）］＝０．

表１　值函数可行解的对比

投影方向犡 类型 参数个数 解的性质 不动点表达式 期望表达式

犇 表格值 犿＝狀 最优 犞θ＝!

π犞θ "

［δ２］＝０

犇Φ 线性 犿狀 非最优 犞θ＝Π!

π犞θ "

［δ］＝０

犇（犐－γ犘）Φ 线性 犿狀 非最优 犞θ＝Π犇（犐－γ犘）Φ!π犞θ "

［δ（－γ′）］＝０

犇Φθ 非线性 犿狀 非最优 犞θ＝Π犇Φ
θ
!

π犞θ "

［δ（θ）犞θ（狊）］＝０
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同理，非线性值函数估计更难表达最优解．此

外，特征随参数变化而变化，投影算子也是带参的，

Π犇Φθ＝Φθ（Φ

⊥

θ犇Φθ）
－１
Φ

⊥

θ犇，可以看成是局部特征空

间的投影，不动点是方程犞θ＝Π犇Φθ !
π犞θ的解，期望

形式是 "

［δ（θ）犞θ（狊）］＝０．

综上所述，除了表格值函数，值函数估计的可行

解构造并不唯一，哪种构造方式更逼近最优解是当

前的开放问题．

２４　值函数估计可行解的求解

假设给定可行解的形式，那么求解的高效算法

需要满足两个要求：既快又稳．基于值函数强化学习

的可行解是不动点（１５）．一般而言，函数犳（狓）的不

动点狓指的是方程狓＝犳（狓）的解．计算机算法通常

采用迭代法来求解不动点，如给定初始值狓０，

狓狀＋１＝犳（狓狀） （１９）

其中，狀∈# 且狀０，犳是关于狓 的迭代函数．如果

ｌｉｍ
狀→∞
狓狀→狓

，则说明该迭代函数犳（狓）是稳定的．

表２分别从函数类型、迭代算法收敛性分析时

的期望表达式、收敛性判定的理论依据和关键条件

角度对比总结了值函数强化学习算法的稳定性．接

下来，我们分别从表格值函数、线性值函数、非线性

值函数以及非参化函数的角度，总结已有强化学习

算法的稳定性，并从快速收敛的角度总结已有强化

学习改进算法的思想．

表２　不同值函数类型算法的稳定性

函数类型 迭代函数 关键条件 相关判定定理

表格值 狓狀＋１＝!

π（狓狀） 压缩映射 巴拿赫不动点定理

线性 θ
·

（狋）＝－犃θ（狋）＋犫 正定矩阵 李雅普诺夫第二判定法推论１

非线性 θ
·

（狋）＝－犵′（θ（狋）） 凸函数且二阶导数不等于０ 李雅普诺夫第二判定法推论２

３　表格值强化学习

表格值强化学习算法为每个状态或者状态动

作对分配一个值，适用于小规模强化学习问题．

３１　表格值强化学习稳定性原理

巴拿赫不动点定理不仅给出了不动点的存在性

判定，还构造了不动点的求解方法［３９］．

定理１．　巴拿赫（Ｂａｎａｃｈ）不动点定理．设犡是

完备的度量空间，犳：犡→犡是压缩映射，则存在唯一

的不动点狓＝犳（狓）．该不动点可以通过迭代法不断

逼近：

狓狀＋１＝犳（狓狀） （２０）

其中，压缩映射犳满足以下条件：存在常数犪∈［０，１），

对于任何的狓，狔∈犡，有犱（犳（狓），犳（狔））犪犱（狓，狔）．

其中，最小的常数犪称为利普希茨（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）常数．

根据理论分析，!π是一个压缩映射［４０］．根据巴

拿赫不动点定理，存在唯一不动点犞＝!

π犞，可以

通过迭代法犞狀＋１＝!

π犞狀不断逼近不动点．该迭代方

法就是动态规划中的策略评估算法的关键步骤．

!也是压缩映射［４０］．存在唯一不动点犞＝!犞，

并可以通过迭代法犞狀＋１＝!犞狀不断逼近．该迭代方

法就是值迭代算法的关键步骤．

综合多步Ｂｅｌｌｍａｎ评估算子!

π，可得满足压缩

映射的算子!

λ，π：

!

λ，π犞（１－λ）∑
∞

犻＝０

λ
犻（

!

π）犻＋１犞 （２１）

并由此得到λ策略迭代算法．

另外，算子! 和!

π还满足单调性．假设狊∈犛，

犞（狊）犝（狊），则!犞（狊）!犝（狊），!π犞（狊）!

π犝（狊）．

因此，策略迭代算法中策略改进可以收敛到最优值

函数和最优策略，值迭代算法也可以收敛到最优．

３２　表格值强化学习

表３总结了基于表格值不动点的强化学习算

法，主要包含两类：基于模型的强化学习和免模型强

化学习．由于表格值函数都可以收敛到不动点及最

优策略，下文主要从高效计算、快速收敛的角度对经

典算法进行总结．

基于模型的强化学习算法分为两类：一类给定

模型；另一类学习未知模型．基于给定模型的强化学

习算法，策略迭代（ＰｏｌｉｃｙＩｔｅｒａｔｉｏｎ）及其改进算法

不断重复两个过程：策略评估（ＰｏｌｉｃｙＥｖａｌｕａｔｉｏｎ）和

策略改进（ＰｏｌｉｃｙＩｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ），直至收敛到最优

策略和最优值函数［４０］．原始的策略迭代算法在每次

策略评估时要求值函数收敛到不动点再做策略改

进．注意到，我们所要求的是最优策略和最优值函

数，当前非最优策略的评估没有必要收敛到不动点．

因此改进的策略迭代算法（ＭｏｄｉｆｉｅｄＰｏｌｉｃｙＩｔｅｒａ

ｔｉｏｎ）在策略评估阶段，只迭代犿犽次，减小了运算量．

进一步，如果所有的犿犽＝１，则变成值迭代（ＶａｌｕｅＩｔ

ｅｒａｔｉｏｎ）算法．多级搜索策略迭代（ＭｕｌｔｉｓｔａｇｅＬｏｏ

ｋａｈｅａｄＰｏｌｉｃｙＩｔｅｒａｔｉｏｎ）在策略改进阶段，通过搜索

以进一步逼近最优值函数从而得到更优的改进策

略．当状态空间较大时，对所有状态做一次扫描的耗

０５２１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２３年
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表３　基于表格值不动点的强化学习算法

分类 算法名称 不动点 迭代式的关键步骤

基

于

模

型

策略迭代［４０］ 犞＝!

π犞 评估：犞π狀＝ｌｉｍ
犽→∞

（
!

π狀）犽犞０，改进：!π狀＋１犞π狀＝!犞π狀

多级搜索策略迭代［４０］ 犞＝!

π犞 评估：犞π狀＝ｌｉｍ
犽→∞

（
!

π狀）犽犞０，改进：!π狀＋１!犽－１犞π狀＝!犞π狀，１＜犽＜∞

改进的策略迭代［４０］ 犞＝!

π犞 评估：犞狀＋１＝（!π狀）犿犽犞狀，１犿犽∞，改进：!π狀＋１犞狀＋１＝!犞狀＋１

异步策略迭代［４０］ 犞＝!

π犞 狊∈犛狀犛，评估：犞狀＋１（狊）＝（!π狀犞狀）（狊），改进：（!π狀＋１犞狀＋１）（狊）＝（!犞狀＋１）（狊）

λ策略迭代
［４０］ 犞＝!

λ，π犞 评估：犞狀＋１＝!

λ，π狀犞狀，改进：!π狀＋１犞狀＋１＝!犞狀＋１

值迭代［４０］ 犞＝!犞 犞狀＋１＝!犞狀

异步值迭代［４０］ 犞＝!犞 犞狀＋１（狊狀）＝（!犞狀）（狊狀），狊狀∈犛

免

模

型

蒙特卡洛［３６］ 无 犞（狊）＝ａｖｅｒａｇｅ（犚犲狋狌狉狀（狊））

ＴＤ［４３］ 犞＝!

π犞 Δ犞（狊）＝α（狉＋γ犞（狊′）－犞（狊））

ＴＤ（λ）
［４４］ 犞＝!

λ，π犞 狓∈犛，犲狀（狓）＝γλ犲狀－１（狓）＋$

（狓，狊），Δ犞（狊）＝α（狉＋γ犞（狊′）－犞（狊））犲狀（狊）

Ｓａｒｓａ［４５］ 犙＝!

π犙 Δ犙（狊，犪）＝α（狉＋γ犙（狊′，犪′）－犙（狊，犪））

Ｑｌｅａｒｎｉｎｇ
［３６］ 犙＝!犙 Δ犙（狊，犪）＝α（狉＋γｍａｘ

犫
犙（狊′，犫）－犙（狊，犪））

ＰｅｒＤｅｃｉｓｉｏｎ［４６］ 犙＝!

λ犙
狊∈犛，犪∈犃，犲狋（狊，犪）＝γλρ狋犲狋－１（狊，犪），犲狋（狊狋，犪狋）＝１，

Δ犙（狊，犪）＝α（狉＋γρ狋犙（狊′，犪′）－犙（狊，犪））犲狋（狊，犪）

ＴｒｅｅＢａｃｋｕｐ
［４６］ 犙＝!

λ，π犙

狊∈犛，犪∈犃，犲狋（狊，犪）＝γλρ狋犲狋－１（狊，犪），犲狋（狊狋，犪狋）＝１，

Δ犙（狊，犪）＝α 狉＋γ∑
犪∈犃

（狊′，犪）犙（狊′，犪）－犙（狊，犪（ ））犲狋（狊，犪）

ＤｏｕｂｌｅＱｌｅａｒｎｉｎｇ
［４７］ 犙＝!犙 随机选择犻∈｛０，１｝，Δ犙犻（狊，犪）＝α（狉＋γ犙１－犻（狊′，ａｒｇｍａｘ

犫
犙犻（狊′，犫））－犙犻（狊，犪））

ＳｐｅｅｄｙＱｌｅａｒｎｉｎｇ
［４８］ 犙＝!犙 Δ犙（狊，犪）＝α（!犽犙犽－１（狊，犪）－犙犽（狊，犪））＋（１－α）（!犽犙犽（狊，犪）－!犽犙犽－１（狊，犪））

ＧＳＱｌｅａｒｎｉｎｇ
［４９］ 犙＝!犙 替换ＳｐｅｅｄｙＱ中!犽为（犎

ω
犙）（狊，犪）＝ω!犽犙（狊，犪）＋（１－ω）ｍａｘ

犫∈犃
犙（狊，犫）

ＤＳＱｌｅａｒｎｉｎｇ
［５０］ 犙＝!犙 采用Ｄｏｕｂｌｅｅｓｔｉｍａｔｏｒ分别替换犙犽－１和犙犽

ＳＣＱｌｅａｒｎｉｎｇ
［５１］ 犙＝!犙 替换ＤｏｕｂｌｅＱ中ｔａｒｇｅｔ：犙β狀（狊′，犪）＝犙狀（狊′，犪）－β［犙狀（狊′，犪）－犙狀－１（狊′，犪）］

时较长，因此异步策略迭代（ＡｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓＰｏｌｉｃｙ

Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ）每轮只对状态空间的真子集犛狀犛进行迭

代，同样减少了运算量．进一步，异步值迭代（Ａｓｙｎ

ｃｈｒｏｎｏｕｓＶａｌｕｅＩｔｅｒａｔｉｏｎ）的每次迭代只针对状态空

间的一个样本．λ策略迭代在策略评估阶段，通过综

合所有的多步Ｂｅｌｌｍａｎ评估算子，只做一次迭代，可

以更快速地逼近不动点．广义策略迭代（Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ＰｏｌｉｃｙＩｔｅｒａｔｉｏｎ，ＧＰＩ）框架从粒度（迭代次数、评估

状态集合的大小等）角度抽象了上述算法，进一步推

广了策略评估与策略改进的交互过程．

基于学习模型的强化学习算法：当模型未知时，

可以通过学习模型逼近真实模型，并利用前向规划

算法如 ＤｙｎａＱ 学习
［３６］、后向规划算法如 Ｐｒｉｏｒｉ

ｔｉｚｅｄＳｗｅｅｐｉｎｇ
［３６］以及经验回放（ＥｘｐｅｒｉｅｎｃｅＲｅ

ｐｌａｙ）
［４１］等对强化学习算法的不动点求解进行加速．

此时，强化学习算法设计的挑战来源于模型的不同特

性，如随机性（Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｉｔｙ）、不确定性（Ｕｎｃｅｒｔａｉｎ

ｔｙ）、部分可观察性（Ｐａｒｔｉａｌｏｂｓｅｒｖａｂｉｌｉｔｙ）、非稳态

（Ｎｏｎｓｔａｔｉｏｎａｒｉｔｙ）、多步预测（ＭｕｌｔｉｓｔｅｐＰｒｅｄｉｃ

ｔｉｏｎ）、状态抽象 （Ｓｔａｔｅａｂｓｔｒａｃｔｉｏｎ）、时 间 抽 象

（ＴｅｍｐｏｒａｌＡｂｓｔｒａｃｔｉｏｎ）等，更多详情请关注基于模

型的强化学习综述［４２］．

免模型强化学习算法．不需要模型的动态信息，

直接与环境进行交互，以此评估和改进策略．经典

的免模型强化学习算法包括：（１）蒙特卡洛（Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ）算法，每次在游戏结束时统计奖赏总和，其优

点是无偏估计，但代价是方差大，同时要等游戏结

束才能更新值函数，速度较慢；（２）ＴＤ（Ｔｅｍｐｏｒａｌ

Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ）学习算法是学习预测方法，每次只更新

一个样本，可以做到高效的策略评估，代价是估计

有偏差［４３］；（３）ＴＤ（λ）算法
［４４］通过采样!

λ，π的一条

轨迹，可以快速逼近不动点（２１）；（４）Ｓａｒｓａ算法
［４５］，

顾名思义通过学习元组〈狊，犪，狉，狊′，犪′〉进行控制，利

用无偏估计犙^（狊，犪）逼近状态动作值函数犙（狊，犪），

即 "

［^犙（狊，犪）］＝犙（狊，犪），其特点是行为策略和目标策

略是相同的，属于同策略（ＯｎＰｏｌｉｃｙ）学习；（５）Ｑ

ｌｅａｒｎｉｎｇ算法根据最优状态动作值的采样ｍａｘ
犪
犙^（狊，犪）

来更新值函数，其特点是行为策略和目标策略是

不同的，属于异策略（ＯｆｆＰｏｌｉｃｙ）学习．２０００年，

Ｐｒｅｃｕｐ等人提出了基于重要性采样率ρ狋＝
π（狊狋，犪狋）

犫（狊狋，犪狋）

的异策略ＰｅｒＤｅｃｉｓｉｏｎ算法，Δ犙（狊，犪）＝α犲狋（狊，犪）δ狋，

其中，误差项为δ狋＝犚狋＋γ∑
犪∈犃
ρ狋犙（狊狋＋１，犪狋＋１）－

犙（狊狋，犪狋），狊，犪，犲狋（狊，犪）＝γλρ狋犲狋－１，针对当前执行的
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狊狋，犪狋有犲狋（狊狋，犪狋）＝１；同时他还提出了ＴｒｅｅＢａｃｋｕｐ

算法，与ＰｅｒＤｅｃｉｓｉｏｎ算法不同的是误差项δ狋＝犚狋

＋γ∑
犪∈犃

π（狊狋＋１，犪）犙（狊狋＋１，犪狋＋１）－犙（狊狋，犪狋）；此外，Ｐｒｅ

ｃｕｐ等人还指出，λ可以是依赖状态的数值，而不是

常数［４６］．根据Ｊｅｎｓｅｎ不等式可知，"［ｍａｘ
犪
犙（狊，犪）］

ｍａｘ
犪

"

［^犙（狊，犪）］＝ｍａｘ
犪
犙（狊，狇），这就是过估计

（ＯｖｅｒＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ）问题．２０１０年，ｖａｎＨａｓｓｅｌｔ等人

提出了ＤｏｕｂｌｅＱｌｅａｒｎｉｎｇ，采用两个无偏估计犙^０（狊，

犪）和犙^１（狊，犪）分别逼近犙（狊，犪），以欠估计（Ｕｎｄｅｒｅｓ

ｔｉｍａｔｉｏｎ）的方式，即用 犙^１－犻（狊，ａｒｇｍａｘ
犪
犙犻（狊，犪））替

换ｍａｘ
犪
犙^犻（狊，狇），其中犻∈｛０，１｝，缓解过估计的问

题［４７］．２０１１年，Ａｚａｒ等人用α犽＝
１

犽＋１
学习时序ＴＤ

误差，并用更大的学习率（１－α犽）学习Ｑ函数的时序

误差，获得高速Ｑ学习算法（ＳｐｅｅｄｙＱｌｅａｒｎｉｎｇ）
［４８］．

２０１６年，Ｍｕｎｏｓ等人提出基于截断重要性采样犮狋＝

ｍｉｎ｛１，ρ狋｝的Ｒｅｔｒａｃｅ（λ）算法，并证明了该算法在异

策略下的收敛性［５２］．２０１９年，Ｌｖ等人提出 ＳＤＱ

（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＤｏｕｂｌｅＱｌｅａｒｎｉｎｇ），随机选择过估计

和欠估计以尽量逼近真实估计［５３］．２０２０年，Ｊｏｈｎ等

人将ＳｐｅｅｄｙＱｌｅａｒｎｉｎｇ的思想推广到广义Ｂｅｌｌｍａｎ

算子

（犎ω犙）（狊，犪）＝ω［犚（狊，犪）＋γ∑
狊′∈犛

犘（狊，犪，狊′）ｍａｘ
犫∈犃
犙（狊′，犫）］＋

（１－ω）ｍａｘ
犮∈犃
犙（狊，犮） （２２）

得到ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＳｐｅｅｄｙＱｌｅａｒｎｉｎｇ
［４９］．２０２０年，Ｚｈｅｎｇ

等人通过直接将ＳｐｅｅｄｙＱｌｅａｒｎｉｎｇ和 ＤｏｕｂｌｅＱ

ｌｅａｒｎｉｎｇ进行结合，得到能减轻过估计并加速收敛

的ＤｏｕｂｌｅＳｐｅｅｄｙＱｌｅａｒｎｉｎｇ算法
［５０］．２０２１年，Ｚｈｕ

等人借鉴 ＤｏｕｂｌｅＱｌｅａｒｎｉｎｇ以及时序上延迟的

Ｔａｒｇｅｔｎｅｔｗｏｒｋ思想
［５４］，通过对两个值函数进行插

值，提出了自矫正 Ｑｌｅａｒｎｉｎｇ算法（ＳｅｌｆＣｏｒｒｅｃｔｉｎｇ

Ｑｌｅａｒｎｉｎｇ）
［５１］．

从不动点视角看，表格值强化学习算法由于满

足压缩映射性质，都有收敛性保证．近期的工作主要

集中在样本复杂度分析［５５５７］、后悔界［５８］等方面．在

实际应用中，大家更关心的是，当 ＭＤＰ的一些假设

被打破时如何应对，如半马氏属性［５９］、部分可观察

性［６０］、非稳态［６１］等．当序贯决策问题的规模较大时，

表格值强化学习算法不再适用．接下来，我们介绍不

动点视角下基于参数化估计或无参估计的强化学习．

４　线性值强化学习

基于表格值的迭代函数犳（狓狀）通常可以满足利

普希茨常数小于１的压缩映射假设．然而采用函数

估计的迭代函数犳（狓狀）后，无论是线性函数估计，还

是非线性函数估计，利普希茨常数不能保证小于

１
［６２］．因此，不能直接使用巴拿赫不动点定理证明线

性值估计强化学习算法的稳定性．

４１　线性值强化学习的稳定性原理

引入一个步长参数α（０＜α＜１），通过梯度上升

或下降方式进行迭代，从而保证采用估计的迭代函

数犳（狓狀）利普希茨常数小于１．设犳（狓狀）是形如狓狀＋

α犵（狓狀）的梯度上升或下降的函数，即迭代式为狓狀＋１＝

狓狀＋α犵（狓狀）．此时，迭代式可以转化为动力（常微分）

方程［６３］：

狓
·（狋）＝犵（狓（狋）） （２３）

其中狋表示连续时间．

定理２．　李雅普诺夫（Ｌｙａｐｕｎｏｖ）第二判定法．

系统狓
·（狋）＝犵（狓）在狓＝狓０处有一个平衡点．若存在

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犔：!
狀
→!

，满足（１）犔（狓）０，仅在

狓＝狓０处等号成立；（２）对于狓≠狓０，一阶导数犔（狓）＜

０．则系统渐进收敛到平衡点．

利用李雅普诺夫第二判定法判定一个系统渐进

收敛性的技巧在于找到合适的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数．

推论１．　线性系统的稳定性．假设矩阵犃是正

定矩阵，则系统θ
　·

（狋）＝－犃θ（狋）＋犫渐进稳定．

证明．　设Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犔（θ（狋））＝（－犃θ（狋）＋

犫）

⊥

（－犃θ（狋）＋犫）／２，容易验证：

（１）犔（θ（狋））０，仅在θ（狋）＝犃
－１犫处等号成立；

（２）一阶导数

犔
·
（θ（狋））＝（－犃θ（狋）＋犫）

⊥

（－犃θ
·
（狋））

＝－（犃θ（狋）＋犫）

⊥

犃（－犃θ（狋）＋犫），

由于θ（狋）≠犃
－１犫，（－犃θ（狋）＋犫）≠０，并且根据正定

矩阵的定义，犔（θ（狋））＜０．根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ第二判定

法，该系统渐进稳定，并收敛至犃－１犫． 证毕．

线性系统对应的梯度迭代式是

狓狀＋１＝（犐－α犃）狓狀＋α犫 （２４）

此时，利普希茨常数为 犐－α犃 ，其中 · 为任意的

矩阵范数．根据巴拿赫不动点定理，迭代式（２４）的收

敛性要求 犐－α犃 ＜１．又根据假设，犃是正定矩阵，

设ρ（犃）为矩阵犃的谱半径．因此，步长满足０＜α＜

２

ρ（犃）
即可．

线性系统对应的随机梯度迭代式是

狓狀＋１＝狓狀＋α狀（犫狋犪狋－犪狋犪

⊥

狋狓狀＋犕狀＋１） （２５）

其中，随机性体现在犪狋是从矩阵犃中随机选择的第狋

列，犫狋是向量犫中第狋个值；对应于梯度迭代式，犪狋犪

⊥

狋

２５２１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２３年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



的期望等于正定矩阵犃，即 "

［犪狋犪

⊥

狋］＝犃；｛犕狀｝是均

值为０，方差有界的噪音序列；此时，为了满足渐进收

敛，步长序列｛α狀｝满足０＜α狀＜１，非递增，且∑
∞

狀

α狀＝

∞，初始值α０不要太大即可．此外，注意到迭代式（２５）

中有噪音项犕狀，根据 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ定理，α狀犕狀＋１收

敛的充分必要条件是∑
∞

狀

α
２
狀收敛

［６４］．因此，步长序列

｛α狀｝需要满足的另一个条件是∑
∞

狀

α
２
狀＜∞．随机梯度

迭代中犪狋犪

⊥

狋的期望等于正定矩阵犃，然而每个犪狋犪

⊥

狋是

不同的，这就给学习过程带来了方差，控制住这个方

差将有利于提高收敛速度［６５］．

接下来，主要从算法的稳定性角度分别对同策

略强化学习算法、异策略强化学习算法进行详细的

梳理和总结．

４２　线性值同策略强化学习

表４分别从优化方法、求解的不动点表达式、收

敛性保证的关键条件正定矩阵以及误差界等角度，

分析和总结了基于线性值估计的同策略强化学习

算法．

表４　基于线性不动点的同策略强化学习算法

分类 年份 算法 不动点 正定矩阵 误差界

随

机

梯

度

下

降

１９８８ ＴＤ（０）［４４］ "

［δ］＝０ 犃ｏｎ Π犞－犞 ／（１－γ）
［６２］

１９８８ ＴＤ（λ）
［４４］

"

［δ犲］＝０ 犃λ Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））
［６２］

１９９４ ＮＴＤ（０）［６６］ "

［δ］＝０ 犃ｏｎ Π犞－犞 ／（１－γ）
［６２］

１９９４ ＮＴＤ（λ）
［６６］

"

［δ犲］＝０ 犃λ Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））
［６２］

２０１１ ＡｃｃｅｌｅｒａｔｅｄＴＤ［７０］ "

［δ］＝０ 犐 Π犞－犞 ／（１－γ）
［６２］

２０１４ ＴｒｕｅＴＤ（λ）
［７１］

"

［δ犲］＝０ 犃λ Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））
［６２］

２０２１ ＧＣＴＤ［７２］ "

［δ犲］＝０ 犃λ Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））
［６２］

最

小

二

乘

１９９６ ＬＳＴＤ（λ）
［６７］

"

［δ］＝０ 犃ｏｎ Π犞－犞 ／（１－γ）
［６２］

１９９６ ＲＬＳＴＤ［６７］ "

［δ］＝０ 犃ｏｎ Π犞－犞 ／（１－γ）
［６２］

１９９６ ＬＳＰＥ（λ）
［４０］

"

［δ犲］＝０ 犆－１犃λ Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））
［３９］

２００２ ＬＳＴＤ（λ）
［７３］

"

［δ犲］＝０ 犃λ Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））
［６２］

２００２ ＲＬＳＴＤ（λ）
［７４］

"

［δ犲］＝０ 犃λ Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））
［６２］

２００３ ＬＳＰＩ［７５］ "

［δ（狊，犪）］＝０ 犃ｏｎ 犙π∞ －犙 
２γ "

（１－γ）２

［７３］

２００６ ｉＬＳＴＤ［７６］ "

［δ］＝０ 犃ｏｎ Π犞－犞 ／（１－γ）
［６２］

２００７ ｉＬＳＴＤ（λ）
［７７］

"

［δ犲］＝０ 犃λ Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））
［６２］

２００９ ＨＬＳＴＤ［７８］ "

［δ（－狑γ′）］＝０ 犃犎 无

２０１５ ＦｏｒｇｅｔｆｕｌＬＳＴＤ（λ）
［７９］

"

［δ犲］＝０ 犃λ Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））
［６２］

２０２０ ＵｎｃｏｒｒｅｃｔｅｄＬＳＴＤ（λ）
［８０］

"

［δ犲］＝０ 犃λ Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））
［６２］

１９８８年，Ｓｕｔｔｏｎ提出ＴＤ（λ）算法，并给出了ＴＤ（０）

算法的收敛性证明［４４］．其中，ＴＤ（０）收敛到不动点

犞θ＝Π!

π犞θ，其期望形式是方程 "π［δ］＝０的解，

收敛性证明的关键性在于同策略（ｏｎｐｏｌｉｃｙ）
［６２］，即行

为策略与目标策略相同，使得状态分布与状态转移

概率满足不动点犱π＝犘
π

⊥

犱π，由此可得正定矩阵

犃ｏｎ＝"π［（犽－γ′犽）

⊥

犽］＝Φ

⊥

犇π（犐－γ犘
π）Φ （２６）

１９９７年，Ｔｓｉｔｓｉｋｌｉｓ等人证明了ＴＤ（λ）算法以概率１

收敛到不动点犞θ＝Π !

λ，π犞θ，其期望形式为方程

"

［δ犲］＝０的解，收敛的关键因素在于正定矩阵

犃λ＝"π［（犽－γ′犽）犲

⊥

犽］ （２７）

同时证明了综合多步回报算子!

λ满足压缩映射，给

出了ＴＤ（λ）算法的误差界
Π犞

－犞

１－γ（１－λ）／（１－γλ）

［６２］

．

１９９４年，针对特征函数过大（＞１）导致算法容易发散

的问题，Ｂｒａｄｔｋｅ在博士毕业论文中提出了特征正则

化的ＮＴＤ（λ）算法（ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄＴＤ），并基于ＴＤ（０）

收敛性证明，通过调整学习率证明了ＮＴＤ（λ）算法

的收敛性［６６］．其中，特征由
犽正则化为

犽

"＋

⊥

犽犽
，
"

为一个很小的正数．为了更高效地利用已有数据，

１９９６年，Ｂｒａｄｔｋｅ采用最小二乘法和递归最小二乘

法对方程犃θ＝犫直接进行求解：

θ狋＝犃
－１
狋 犫狋 （２８）

分别得到ＬＳＴＤ（ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｄＴＤ）算法和ＲＬＳＴＤ

（ＲｅｃｕｒｓｉｖｅＬＳＴＤ）算法，只需可逆性判定，即可证

明ＬＳＴＤ算法的收敛性．它们的另一个优势是没有

学习率，不需要手工调参［６７］．１９９６年，Ｂｅｒｔｓｅｋａｓ等

人综合多步回报提出了ＬＳＰＥ（λ）算法（λＰｏｌｉｃｙＩｔ

ｅｒａｔｉｏｎ）
［４０，６８］，其更新公式与ＬＳＴＤ不同，本质上属

于Ｊａｃｏｂｉ方法
［６９］：

θ狋＋１＝θ狋＋α犆
－１
狋 （－犃狋θ狋＋犫狋） （２９）

更进一步，２００２年，Ｂｏｙａｎ综合多步回报，提出了

ＬＳＴＤ（λ）算法
［７３］．２００２年，Ｘｕ等人综合多步回报，提

出了ＲＬＳＴＤ（λ）算法
［７４］．与ＴＤ类算法相比，ＬＳＴＤ

类算法也有缺点，它们的每步计算复杂度和存储复
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杂度都是犗（狀２），而ＴＤ类算法每步计算复杂度和存

储复杂度都是犗（狀）．２００６年，Ｇｅｒａｍｉｆａｒｄ等人针对

大规模特征空间，采用贪心选择方式更新误差最显

著的特征项对应的参数，使得每步的计算复杂度降

为犗（狀），得到ｉＬＳＴＤ（ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌＬＳＴＤ）算法
［７６］．

２００７年，Ｇｅｒａｍｉｆａｒｄ等人综合多步回报，以及利用

特征选择机制，提出了ｉＬＳＴＤ的改进ｉＬＳＴＤ（λ）算

法，并证明了随机特征选择机制下，ｉＬＳＴＤ（λ）算法

的收敛性［７７］．２００３年，Ｌａｇｏｕｄａｋｉｓ等人将针对状

态值评估的ＬＳＴＤ推广到状态动作值评估ＬＳＴＤＱ

算法，并采用策略迭代方式更新策略，得到保证收敛

的ＬＳＰＩ（ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｄＰｏｌｉｃｙＩｔｅｒａｔｉｏｎ）算法
［７５］．

２００９年，Ｊｏｈｎｓ等人通过对ＴＤ不动点与ＢＲ不动点

进行插值，并用最小二乘法进行求解，得到 ＨＬＳＴＤ

（ＨｙｂｒｉｄＬＳＴＤ）
［７８］算法，其中关键矩阵为

犃犎＝"π［（－γ′）（－狑γ′）

⊥

］

＝Φ

⊥

（犐－狑γ犘π）

⊥

犇π（犐－γ犘
π）Φ （３０）

２０１１年，Ｕｅｎｏ通过定义广义的估计函数，对 ＴＤ、

ＴＤ（λ）、ＲＧ算法做了总结，并针对正定矩阵做了修

改．以ＴＤ为例，

θ狋＋１＝θ狋＋α犃
－１
狋δ狋狋 （３１）

由此得到了 ＡｃｃｅｌｅｒａｔｅｄＴＤ算法
［７０］．２０１４年，ｖａｎ

Ｓｅｉｊｅｎ等人采用截断多步回报，证明了前后向视角

等价的真正（Ｔｒｕｅ）的 ＴＤ（λ）算法
［７１，８１］．２０１５年，

ｖａｎＳｅｉｊｅｎ等人从经验回放角度，设置了遗忘率参数，

对最小二乘方法做了改进，得到 ＦｏｒｇｅｔｆｕｌＬＳＴＤ

（λ）
［７９］．２０２０年，Ｏｓｏｇａｍｉ根据ＴｒｕｅＴＤ（λ）的思想，

对ＬＳＴＤ（λ）进行改进，提出了 ＵｎｃｏｒｒｅｃｔｅｄＬＳＴＤ

（λ）
［８０］．２０２１年，Ｗａｎｇ等人从梯度补偿角度而非资

格迹角度提出了梯度补偿时序差分ＧＣＴＤ学习算

法（ＧｒａｄｉｅｎｔＣｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎＴＤ）
［７２］．

４３　线性值异策略强化学习

异策略（ＯｆｆＰｏｌｉｃｙ）指的是负责探索的行为策

略μ和目标策略π不一样．通过在期望式 "μ
［·］加

入重要性采样率ρ狋＝
π（狊狋，犪狋）

μ（狊狋，犪狋）
，使得从行为策略的

行为转化为目标策略，即设依赖于狊狋，犪狋，狊狋＋１的变量

狕狋＋１，可得

"μ
［ρ狋狕狋＋１｜狊狋＝狊］＝∑

犪
μ（狊，犪）

π（狊，犪）

μ（狊，犪）
狕狋＋１

＝∑
犪

π（狊，犪）狕狋＋１

＝"π［狕狋＋１｜狊狋＝狊］ （３２）

此时，核心要素矩阵为

犃ρ，ｏｆｆ＝"μ
［ρ狋狋（狋－γ狋＋１）

⊥

］　　　　

＝∑
狊

犱μ（狊）"μ［ρ狋狋（狋－γ狋＋１）

⊥

］

＝∑
狊

犱μ（狊）"π［狋（狋－γ狋＋１）

⊥

］

＝Φ

⊥

犇μ（犐－γ犘
π）Φ （３３）

由于状态的分布不满足不变性，即犱μ≠犘
π

⊥

犱μ，矩阵

犃ρ，ｏｆｆ无法保证正定性，因此异策略ＴＤ算法不能保

证收敛［８２］．

为了确保算法的收敛，本文从四个角度分别阐

述了异策略下强化学习的改进方案：（１）投影法．将

!犞利用某种投影函数投影到犇Φ 平面，使得投影后

的Ｂｅｌｌｍａｎ方程能成立；（２）分布矫正思想．针对矩

阵犃ρ，ｏｆｆ无法保证正定性问题，采用分布矫正的方式

使得矫正后的矩阵确保正定；（３）压缩映射．如果算

法满足压缩映射，那么根据前述理论，很容易证明收

敛性；（４）工程解决方案．不关心理论上保持收敛的

做法，直接看效果，做最轻量的改变．表５主要针对

稳定性问题，分别从求解的不动点、正定矩阵、优化

方法和误差界角度，分析和总结了基于值估计不动

点的异策略强化学习算法．

投影法．１９９５年，Ｂａｉｒｄ等人提出了一个ＴＤ算

法不能收敛的“７态”反例，从优化角度提出了残差

梯度算法（ＲｅｓｉｄｕａｌＧｒａｄｉｅｎｔ，ＲＧ）
［８３］．Ｂｅｌｌｍａｎ残

差法可保证收敛到残差不动点犞θ＝Π犡!犞θ，写成期

望形式是方程 "μ
［δ（－γ′）］＝０的解．其中，斜投

影Π犡＝Φ（Φ

⊥

（犐－γ犘）

⊥

犇Φ）
－１
Φ

⊥

（犐－γ犘）

⊥

犇
［８４］．

其中，Ｂｅｌｌｍａｎ残差法收敛的关键因素在于正定

矩阵

犃ｒｇ＝"μ
［（犽－γ′犽）（犽－γ′犽）

⊥

］ （３４）

此外，Ｂａｉｒｄ等人结合Ｂｅｌｌｍａｎ残差法的收敛性和

ＴＤ算法的快速学习特点，采用批量梯度下降优化

方式，通过插值思想设置狑，在ＴＤ与ＲＧ同向时选

择ＴＤ，在ＴＤ与ＲＧ不同向时，找一个与ＴＤ方向最

近并且与ＲＧ角度略小于９０°的方向进行更新，得到

了残差算法（Ｒｅｓｉｄｕａｌ）
［８３］．Ｒｅｓｉｄｕａｌ算法如果收敛

的话，将收敛至 "μ
［δ（－狑γ′）］＝０，这里“如果”

指的是矩阵很难形式化，更无法证明它的正定性．

２００８年，Ｓｕｔｔｏｎ等人直接假设异策略中状态狊和后

继状态狊′服从两个独立的分布．那么更一般的矩阵为

犃ｏｆｆ＝"

［（犽－γ′犽）

⊥

犽
］ （３５）

异策略不动点是方程 "μ
［δ］＝０的解，矩阵形式为

犃ｏｆｆθ＝犫，通过最小化ＮＥＵ（θ）＝"μ
［δ］

⊥

"μ
［δ］得

到能保证收敛的ＧＴＤ（ＧｒａｄｉｅｎｔＴＤ）算法，其核心

要素为正定矩阵［８５］．
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表５　基于线性不动点的异策略强化学习算法

分类 年份 算法 不动点 正定矩阵 优化方法 误差界

投

影

法

１９９５ ＲＧ［８３］ "μ
［δ（－γ′）］＝０ 犃ｒｇ 随机梯度下降 无

１９９５ Ｒｅｓｉｄｕａｌ［８３］ "μ
［δ（－狑γ′）］＝０ 未知 批量梯度下降

２００８ ＧＴＤ［８５］ "μ
［δ］＝０ 犃ＧＴＤ 随机梯度下降

２００９ ＧＴＤ２［３８］ "μ
［δ］＝０ 犃ＧＴＤ２ 随机梯度下降

２００９ ＴＤ［３８］ "μ
［δ］＝０ 犃

⊥

ｏｆｆ犆－１犃ｏｆｆ 随机梯度下降

２０１０ ＧＱ（λ）
［８６］

"μ
［δ犲］＝０ 犃

⊥

λ犆
－１犃λ 随机梯度下降

２０１１ ＡＢ［９１］ "μ
［δ］＝０ 犃

⊥

ｏｆｆ犃
－１
ｏｎ犃ｏｆｆ 随机梯度下降

２０１１ ＨｙｂｒｉｄＧＱ
［９１］

"μ
［δ］＝０ 犃

⊥

ｏｆｆ犃－１ｏｎ犃ｏｆｆ 随机梯度下降

２０１３ ＴＤＧＱ［９０］ "μ
［δ］＝０ 未知 随机梯度下降

２０１６ ＧＴＤＭＰ［９２］ "μ
［δ］＝０ 犃ＧＴＤ 近端优化

２０１６ ＧＴＤ２ＭＰ［９２］ "μ
［δ］＝０ 犃ＧＴＤ２ 近端优化

２０１７ ＡＴＤ（λ）
［９３］

"μ
［δ犲］＝０ （犃λ＋"犐）－１犃λ 随机梯度下降

２０１７ ＲＴＤ［９４］ "μ
［δ（－狑γ′）］＝０ 犃ＲＴＤ 随机梯度下降

２０１９ ＲＬＳＴＤＣ［９５］ "μ
［δ］＝０ 犃ｏｆｆ＋"犐 最小二乘

２０１９ ＲＣ（λ）
［９５］

"μ
［δ犲］＝０ 犃λ＋"犐 最小二乘

２０２０ ＴＤＲＣ［９６］ "μ
［δ］＝０ 犃

⊥

ｏｆｆ犆
－１犃ｏｆｆ 随机梯度下降

分

布

矫

正

２００１ ＩＳＴＤ（λ）
［９７］

"μ
［δ犲］＝０ 犃λ 随机梯度下降 Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））

［９２］

２０１４ ＷＩＳＬＳＴＤ（λ）
［９８］

"μ
［δ犲］＝０ 犃λ 最小二乘 Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））

［９２］

２０１５ ＷＩＳＴＤ族［９９］
"μ
［δ犲］＝０ 犃λ 随机梯度下降 Π犞－犞 ／（１－γ（１－λ）／（１－γλ））

［９２］

２０１６ ＥＴＤ（λ）
［８２］

"μ
［δ犲］＝０ Φ

⊥

犕（犐－犘λ，π）Φ 随机梯度下降 Π犞－犞 ／（１－ γ（１－λ）／（１－λγ槡 ））
［９６］

压缩

映射

２００９ ＬＳＴＤ（λ）
［８８］

"μ
［δ犲］＝０ 犃λ 最小二乘 无

２０１６ ＥＴＤ（λ）
［８２］

"μ
［δ犲］＝０ Φ

⊥

犕（犐－犘λ，π）Φ 随机梯度下降 Π犞－犞 ／（１－ γ（１－λ）／（１－λγ槡 ））
［９６］

犃ＧＴＤ＝
槡η犐 犃ｏｆｆ

－犃

⊥

ｏｆｆ

烄

烆

烌

烎０
（３６）

２００９年，Ｓｕｔｔｏｎ等人在此基础上，通过最小化

ＭＳＰＢＥ（θ）＝ 犞θ－Π!犞θ
２

犇＝"μ
［δ］

⊥

"

［犽

⊥

犽］
－１

"μ
［δ］得到能保证收敛的ＧＴＤ２和ＴＤＣ（ＴＤｗｉｔｈ

ＧｒａｄｉｅｎｔＣｏｒｒｅｃｔｉｏｎ）算法
［３８］．其中，ＧＴＤ２算法收

敛的核心要素为正定矩阵：

犃ＧＴＤ２＝
槡η犆 犃ｏｆｆ

－犃

⊥

ｏｆｆ

烄

烆

烌

烎０
（３７）

图２　Ｂｅｌｌｍａｎ残差
［８３］与 ＭＳＰＢＥ

［３８］的几何关系

ＴＤＣ算法收敛的核心要素为正定矩阵犃

⊥

ｏｆｆ犆
－１犃ｏｆｆ，

犆＝"

［犽

⊥

犽
］．Ｂｅｌｌｍａｎ残差与 ＭＳＰＢＥ的几何关系如

图２所示，ＭＳＰＢＥ是犞θ与!犞θ在Φ，犇 平面投影的

距离，因此可以优化到０．２０１０年，Ｍａｅｉ等人从状态

动作、Ｏｐｔｉｏｎ角度对ＴＤＣ算法进行了扩展，提出了异

策略ＧＱ（λ）算法
［８６］，该算法收敛到投影λＢｅｌｌｍａｎ不

动点解犙θ＝Π!

λβ
π犙θ，也可以写成 "

［δ犲］＝０，其中犲狋＝

（１－β狋）λ狋ρ狋犲狋－１＋狋，重要性采样比例ρ狋＝
π（狊狋，犪狋）

犫（狊狋，犪狋）
，

β狋：犛→［０，１］表示目标策略短暂终止执行的概率，λ狋＝

λ（狊狋），δ狋是基于修正犙 值函数的ＴＤ误差．２０１０年，

Ｙｕ通过ｅｃｈａｉｎｓ
［８７］证明了不动点θ＝犃

－１犫中犃 和

犫的收敛性，从而给出了异策略ＬＳＴＤ（λ）算法在更

一般条件下（对比［８８］）的收敛性证明［８９］．通过观察

ＴＤＣ算法收敛的核心要素，２０１３年 Ｈａｃｋｍａｎ在硕

士毕业论文中指出采用任意正定矩阵替换犆，不影响

正定性，也不影响收敛的不动点，但可以加速收敛速

度［９０］．他提出了三种改进算法，其中前两种是 ＡＢ

算法和 ＨｙｂｒｉｄＧＱ算法
［９１］，把犆替换为行为策略

的正定矩阵犃ｏｎ，即犃

⊥

ｏｆｆ犃
－１
ｏｎ （－犃ｏｆｆθ＋犫），第三种算

法是ＴＤＧＱ算法，其思想是当行为策略与目标策略

的选择一致时采用 ＯｎＰｏｌｉｃｙ的 ＴＤ进行学习，不

同时则采用ＧｒａｄｉｅｎｔＴＤ算法来更新，以此加速收

敛［９０］．为了进一步提高收敛速度，２０１６年Ｌｉｕ等人

通过把目标函数ＮＥＵ和ＭＳＰＢＥ建模成鞍点问题：

　 ｍｉｎ
θ
ｍａｘ
狔
犔（θ，狔）＝〈犫－犃θ，狔〉－

１

２
狔

２（ ）犕 （３８）

通过近端梯度（ＰｒｏｘｉｍａｌＧｒａｄｉｅｎｔ）优化方法分别得到

ＧＴＤＭＰ（ＭｉｒｒｏｒＰｒｏｘ）和ＧＴＤ２ＭＰ算法
［９２，１００１０１］．

其中，ＮＥＵ中犕＝犐，ＭＳＰＢＥ中 犕＝犆＝"

［犽

⊥

犽］．

２０１７年，Ｐａｎ等人考虑 ＭＳＰＢＥ的导数

－
１

２
ＭＳＰＢＥ（θ）＝犃

⊥

犆－１
"μ
［δ犲］ （３９）
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其Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵是犎＝犃

⊥

犆－１犃，因此通过更新公式

中加入犎－１获得了加速的ＡＴＤ（λ）算法
［９３］．２０１７年，

吴等人提出了一般化斜投影的异策略 ＲＴＤ
［９４］算

法（ＲｅｓｉｄｕａｌＴＤ），它们都收敛到一般化斜投影

Ｂｅｌｌｍａｎ不动点解，即犞θ＝Π犡狑!犞θ，写成期望形

式为"

［δ（－狑γ′）］＝０．其中，斜投影为Π犡狑 ＝

Π（Φ

⊥

（犐－狑γ犘）

⊥

犇Φ）
－１
Φ

⊥

（犐－狑γ犘）

⊥

犇，算法收敛

的核心要素是正定矩阵

犃ＲＴＤ＝

槡η（１－狑）犐 ０ （１－狑）犃ｏｆｆ

０ 槡η狑犐 狑犃ｒｇ

－（１－狑）犃

⊥

ｏｆｆ －狑犃

⊥

ｒｇ

烄

烆

烌

烎０

（４０）

２０１９年，Ｓｏｎｇ等人采用基于递归最小二乘的岭回归

求解目标函数 ＭＳＰＢＥ，得到ＲＬＳＴＤＣ算法（ＲＬＳＴＤ

ｗｉｔｈＧｒａｄｉｅｎｔＣｏｒｒｅｃｔｉｏｎ），并综合多步回报得到

ＲＣ（λ）算法
［９５］．其中，关键要素是

"μ
［（－γ′）＋犐］＝"μ

［（－γ′）］＋"犐

＝犃ｏｆｆ＋"犐 （４１）

２０２０年，Ｇｈｉａｓｓｉａｎ等人通过将正定矩阵犆替换成

犆＋β犐 来更新第二个参数，得到 ＴＤＲＣ（ＴＤｗｉｔｈ

ＲｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＣｏｒｒｅｃｔｉｏｎｓ）算法，用参数β控制第二

个参数的方差，使得它比ＴＤＣ更快收敛
［９６］．

分布矫正．２００１年，Ｐｒｅｃｕｐ等人在引入重要性

采样率的基础上，从时间步０开始把所有重要性采

样率进行连乘，强制把状态分布由犱μ转成犱π，最终

将犃ρ，ｏｆｆ＝Φ

⊥

犇μ（犐－γ犘
π）Φ 转化成正定矩阵犃ｏｎ＝

Φ

⊥

犇π（犐－γ犘
π）Φ，从而在理论上保证了所提ＩＳＴＤ（０）

算法的收敛性［９７］．经过状态分布的矫正以及综合多

步回报，得到异策略ＩＳＴＤ（λ）算法，其收敛性结果与

ＴＤ（λ）相同．由于连乘引起的超大方差，ＩＳＴＤ（λ）算

法的收敛速度受到了限制，在Ｅｐｉｓｏｄｅ内任意时刻

对重要性采样率的连乘做重置，可以一定程度上降

低算法的方差［９７］．此外，通过带权重的重要性采样

率 ＷＩＳＴＤ（λ），可以有效地降低方差，提高收敛速

度［９７］．与２００１年Ｐｒｅｃｕｐ等人将行为策略的状态分

布犱μ转化成目标策略的状态分布犱π不同，２０１４年，

Ｍａｈｍｏｏｄ等人从监督学习角度的目标函数出发，对

比了重要性采样率和带权重的重要性采样率的异同

之处，并据此提出了带权重重要性采样率的离线

ＷＩＳＬＳＴＤ（λ）算法，其收敛速度相比２００９年和

２０１０年ｏｆｆｐｏｌｉｃｙＬＳＴＤ（λ）算法有显著提高
［９８］．同

样基于带权重的重要性采样率，２０１５年，Ｍａｈｍｏｏｄ

等人提出了 ＷＩＳＴＤ（λ）、ＷＩＳＧＴＤ（λ）、ＷＩＳＴＯ

ＴＤ（λ）、ＵＴＤ（λ）、ＵＴＯＴＤ（λ）等算法
［９９］．２０１６

年，Ｓｕｔｔｏｎ通过引入权值犳

⊥

＝犱

⊥

μ
（犐－γ犘π）

－１来抵消

无法保证正定性的矩阵犃ρ，ｏｆｆ＝Φ

⊥

犇μ（犐－γ犘
π）Φ

中的项（犐－γ犘π），由此构成了能满足收敛性的正定

矩阵

犃＝"μ
［犉ρ（－γ′）

⊥

］

＝Φ

⊥

犉（犐－γ犘π）Φ （４２）

所得到的 ＥＴＤ（０）算法收敛到的不动点是方程

"μ
［犉ρδ］＝０的解

［８２］．其中，矩阵犉是由犳向量为对

角线构成的对角矩阵，犳（狊）犱μ（狊）ｌｉｍ
狋→∞

"μ
［犉狋｜犛狋＝

狊］，犉狋γρ狋－１犉狋－１＋１，犉０＝１．经理论分析ＥＴＤ的算

子是 γ（１－κ槡 ）压缩映射，其中κ＝ｍｉｎ
狊

犱μ（狊）

犳（狊）
．根据

压缩映射原理，可以得到 ＥＴＤ 算法的误差界是

Π犞
－犞

１－ γ（１－κ槡 ）

［１０２］

．同时，综合多步回报，得到能保

证收敛的ＥＴＤ（λ）算法
［８２］．ＥＴＤ（λ）算法收敛的关

键要素是正定矩阵Φ

⊥

犕（犐－犘λ
，π）Φ，收敛到的不动

点是方程 "μ
［δ犲］＝０的解，其中，犲狋＝ρ狋（γ狋λ狋犲狋－１＋

犕狋狋），犕狋＝λ狋犻（狊狋）＋（１－λ狋）犉狋，犉狋＝ρ狋－１γ狋犉狋－１＋

犻（狊狋）．经 理 论 分 析 ＥＴＤ（λ）算 法 的 误 差 界 是

Π犞
－犞

１－ γ（１－λ）／（１－λγ槡 ）

［１０２］

．

压缩映射．２００９年，Ｂｅｒｔｓｅｋａｓ等人指出异策略

ＬＳＴＤ（λ）算法在λγｍａｘ
狊，狊′

狆（狊，狊′）

狇（狊，狊′）
＜１的条件下，即γ

较小时犃λ能保证正定，使得Π !

λ成为一个压缩映

射，从而得到算法的收敛性保证［８８］．２０１５年，Ｈａｌｌａｋ

等人证明ＥＴＤ（λ）算法满足压缩映射，并给出了误

差界［１０２］．

工程上的解决方案．异策略强化学习的收敛性

问题是由高度抽象的反例广为人知的，例如两状态

问题、Ｂａｉｒｄ的七星反例、Ｔｓｉｔｓｉｋｌｉｓ反例
［３７］．然而，上

述可以保证收敛的算法通常有更多的设置，例如需

要调节两个学习率参数等，在解决实际需求时，往往

不被工程师选用．常见的Ｑｌｅａｒｎｉｎｇ依然是大家最

乐于使用的算法．针对异策略的发散或收敛速度慢

等问题，下面枚举一些工程上的解决方案：（１）让行

为策略和目标策略尽量相似，即减轻异策略的程度，

如基于优先权的经验回放［４１］等；（２）在异步架构中

频繁地做同步操作［１０３］．

其它．此外，还有一些有参考价值的工作，尽管

他们没有显式地从收敛性角度对异策略算法进行深

入探讨．２０１４年，ｖａｎＨａｓｓｅｌｔ等人将Ｔｒｕｅｏｎｐｏｌｉｃｙ

ＴＤ（λ）算法推广到ＯｆｆＰｏｌｉｃｙＴｒｕｅＴＤ（λ）算法
［１０４］．
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２０１４年，Ｓｕｔｔｏｎ等人进一步推广到控制问题，提出

了ＰＱ（λ）算法
［１０５］．２０１７年，Ｄｅｖｒａｊ等人从方差约减

的角度出发，根据ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法设计了最优

渐进方差的ＺａｐＱ（λ）算法，其算法收敛性的要素是

通过构造假设的正定矩阵［１０６］．２０１７年，Ｍａｈｍｏｏｄ等

人提出了多步ＴＤ反馈、不需要重要性采样率的ＡＢＱ

算法［１０７］，犲狋＝λ狋γ狋ρ狋犲狋－１＋狋，其中λ狋＝β
ｍｉｎ｛１，ρ狋－１｝

ρ狋－１
．

２０１８年，Ｙｕ等人提出了基于广义 Ｂｅｌｌｍａｎ等式

ＬＳＴＤ（λ）
［１０８］，其收敛值为 "

［δ犲］＝０，其中，δ狋＝

ρ狋（犚狋＋γ狋＋１犞θ（狊狋＋１）－犞θ（狊狋）），犲狋＝λ狋犲狋－１＋狋，λ狋＝

ｍｉｎγ狋ρ狋－１，
犆狊狋－１狊狋

犲狋
烅
烄

烆
烍
烌

烎－１ ２

．２０１８年，Ｄａｌａｌ等人对ＧＴＤ、

ＧＴＤ２、ＴＤＣ等双时间尺度随机逼近算法（Ｔｗｏ

ＴｉｍｅｓｃａｌｅＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）做了有限样

本分析［１０９］．２０１９年，Ｇｕｐｔａ等人对双时间尺度随

机逼近算法做了固定学习率的有限时间分析，并提

出了一个自适应学习率机制，可以有效地提高收敛

速度［１１０］．２０２０年，Ｄａｌａｌ等人对双时间尺度随机逼

近算法的收敛率做了进一步分析［１１１］．２０２１年，Ｘｕ

等人对双时间尺度逼近算法的样本复杂度进行了

分析［１１２］．

线性值函数估计采用状态或状态动作对的特

征值与权重参数的线性和，更新公式的期望可以将

权重参数提出来，从而有利于收敛性分析．因此，大

家可以看到线性值函数估计始终是强化学习中最活

跃的理论研究领域．当专家给出比较好的特征函数

时，如２０４８游戏的ＮＴｕｐｌｅ特征
［１１３］，Ｔｅｔｒｉｓ游戏的

ＤＴ特征
［１１４］，线性值函数估计的效果是非常高效

的．然而，实际任务如围棋、斗地主等特别复杂，专家

很难抽象出好的特征函数．幸运的是，随着深度学习

的兴起，非线性值函数估计得到了越来越多的关注．

５　非线性值强化学习

在线性值函数估计情况下，近年来研究者已提

出了若干保证稳定性的算法．然而采用以神经网络

为代表的非线性值函数时，稳定性仍是一个巨大的

挑战．

２０１８年，Ｓｕｔｔｏｎ等人指出死亡三元组
［３７］：函数

估计（ＦｕｎｃｔｉｏｎＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）、自举（Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ

ｐｉｎｇ）、异策略学习（ＯｆｆＰｏｌｉｃｙＬｅａｒｎｉｎｇ），它们的组

合容易导致算法的发散．２０１８年，ｖａｎＨａｓｓｅｌｔ等人

围绕ＤＱＮ及其变种对死亡三元组做了实证检验，验

证了六个假设［１１５］：（１）深度卷积网络与 Ｑｌｅａｒｎｉｎｇ

结合时不容易无限发散；（２）目标网络有助于缓解

发散；（３）过估计的矫正有助于缓解发散；（４）多步

回报有助于缓解发散；（５）大且灵活的网络有助于

缓解发散；（６）差异（ＯｆｆＰｏｌｉｃｙ）越大越容易发散．然

而，ｖａｎＨａｓｓｅｌｔ同时指出这些尝试并不能真正解决

死亡三元组．

５１　非线性值强化学习的稳定性原理

推论２．　非线性系统的稳定性．假设ｇ（θ（狋））

是关于θ（狋）的凸函数且二阶导数犵″（θ（狋））≠０，则系

统θ
　·

（狋）＝－犵′（θ（狋））渐进稳定．

证明． 设Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

犔（θ（狋））＝（－犵′（θ（狋）））

⊥

（－犵′（θ（狋）））／２，

容易验证：

（１）犔（θ（狋））０，仅在犵′（θ（狋））＝０处等号成立；

（２）一阶导数

犔
　·

（θ（狋））＝（－犵′（θ（狋）））

⊥

（－犵″（θ（狋）））θ
　·

（狋）

＝（－犵′（θ（狋）））

⊥

（－犵″（θ（狋）））（－犵′（θ（狋）））

＝－（犵′（θ（狋）））

⊥

犵″（θ（狋））（犵′（θ（狋））） （４３）

由于犵（θ（狋））是关于θ（狋）的凸函数且二阶导数

犵″（θ（狋））≠０，则－犵″（θ（狋））＜０，即犔（θ（狋））＜０．

根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ第二判定法，该系统渐进稳定，并收

敛至犵′（θ（狋））＝０． 证毕．

注意，凸函数是收敛性的强保证．然而，非线性

系统的凸性是很难保证的，并且通常是非凸的．

５２　基于非线性值函数的强化学习

２０１６年，Ｙａｎｇ等人提出了两阶段方法，第一阶段

采用针对任务的监督学习预训练方法学习奖赏函数，

第二阶段将学到的神经网络修改并扩展成深度神经

网络进行强化学习．实验结果表明该方法有利于基

于神经网络的强化学习算法的收敛性，但该方法缺

乏理论保障，并且可操作性和拓展性都值得商榷［１１６］．

投影法．为了克服神经网络的非凸性，研究者

设计了紧凸集，将值投影至紧凸集则可满足收敛性．

２００９年，Ｍａｅｉ等人针对非线性模型，采用最小化带

参投影均分误差则得到非线性ＧＴＤ２和非线性ＴＤＣ

算法，其目标函数是非线性投影Ｂｅｌｌｍａｎ误差，

ＮｏｎｌｉｎｅａｒＭＳＰＢＥ（θ）＝

"

［δ（θ）犞θ（狊）］

⊥

"

［犞θ（狊）犞θ（狊）

⊥

］－１
"

［δ（θ）犞θ（狊）］

（４４）

利用一个带参θ的投影Πθ＝Φθ（Φ

⊥

θ犇Φθ）
－１
Φ

⊥

θ犇，可

以证明非线性ＧＴＤ２和非线性ＴＤＣ收敛到局部最

优解［１１７］．２０１４年，Ｌｅｅ等人提出了保证收敛的两层

神经网络的 ＮｏｎｌｉｎｅａｒＧｒｅｅｄｙＧＱ 算法
［１１８］．２０１９
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年，Ｑｕ等人提出了分布式非线性ＧＴＤ类算法
［１１９］．

２０１９年，Ｃａｉ等人指出非线性情况下 ＭＳＰＢＥ是非凸

的，所以会陷入局部最优或者鞍点，提出了基于投影

的ＮＴＤ算法（ＮｅｕｒａｌＴＤ），该算法可以保证全局收

敛性［１２０］．２０１９年，Ｗａｎｇ等人通过将策略评估问题

转化为非凸的原始对偶有限和优化（ＦｉｎｉｔｅＳｕｍ

Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ）问题，其原始子问题是非凸的，对偶子

问题是强凹的，采用方差减小的单时间尺度原始对

偶梯度算法能获得更快的收敛速度［１２１］．２０２０年，

Ｗａｉ等人将 ＭＳＢＥ的最小化问题转化成极小极大

的优化问题，提出了异策略 ＮｅｕｒａｌＧＴＤ算法
［１２２］．

２０２０年，Ｚｈａｎｇ等人详细对比了ＴＤ和ＢＲ方法的

优势和劣势，尤其是Ｒｅｓｉｄｕａｌ方法在收敛性方面的

优势，并针对 ＤＤＰＧ方法提出了改进的双向残差

ＤＤＰＧ（ＢｉＲｅｓＤＤＰＧ）算法
［１２３］．２０２１年，Ｙａｎｇ等人

采用随机混合优化的方式对ＤＱＮ进行改进，实验

表明去除了目标网络后算法仍可 以稳 定地学

习［１２４］．２０２１年，Ｃａｏ等人将分布矫正思想引入投影

算法，提出异策略评估ＥＴＤＬＶＣ算法（Ｅｍｐｈａｔｉｃ

ＴＤｗｉｔｈＬｏｗｅｒＶａｒｉａｎｃｅＧｒａｄｉｅｎｔＣｏｒｒｅｃｔｉｏｎ），该

算法在线性和非线性函数估计上均能保证收

敛［１２５］．２０２１年，Ｗａｎｇ等人对非线性两个时间尺度

ＴＤＣ算法做了非渐进性分析
［１２６］．

浅层更新法．另一个思路是将神经网络看成一

种表征学习，把最后一层的线性函数权重用强化学

习来更新，由此形成了一系列浅层更新方法．２０１７

年，Ｌｅｖｉｎｅ等人提出了针对深度强化学习的浅层更

新方法：采用最小二乘更新最后一层权重的最小二

乘ＤＱＮ算法（ＬＳＤＱＮ）
［１２７］．２０２０年，Ｇｈｏｓｈ等人针

对利用辅助任务进行表征学习，从辅助任务的目标

函数角度进一步分析了异策略强化学习算法的稳定

性，指出采用Ｓｃｈｕｒ基函数在一般情况下都能保证

收敛性，在固定的奖赏函数前提下Ｋｒｙｌｏｖ子空间的

正交基更稳定［１２８］．

几何视角．２０２０年，Ｂｒａｎｄｆｏｎｂｒｅｎｅｒ等人基于

非线性函数估计同策略ＴＤ学习算法，从发散的几

何螺旋结构角度出发，指出了一种保证收敛的方案

和一种增强收敛性的方案，即采用平滑且齐次的非

线性值函数可以保证收敛性，根据由环境和策略生

成的状态转移函数，定义该函数的对称程度，并推导

出多步ＴＤ算法更趋向于稳定
［１２９］．

核损失函数法．２０１９年，Ｆｅｎｇ等人提出了核损

失函数［１３０］：

犔犓（犞）＝"狊犻
，狊
犼
～μ
［犓（狊犻，狊犼）#犞（狊犻）#犞（狊犼）］（４５）

其中，#犞＝!犞－犞，核函数犓（·，·）是整体严格正

定的，如高斯核．因此，目标函数是明确定义的，问题

转化为传统的监督学习．对于批量的经验数据｛（狊犻，

犪犻，狉犻，狊′犻）｝１犻狀，损失的估计是

　 犔^犓（犞θ）＝
１

狀２ ∑１犻，犼狀
犓（狊犻，狊犼）#^犞θ（狊犻）#^犞θ（狊犼）（４６）

其中，#^犞θ（狊犻）＝狉犻＋γ犞θ（狊′犻）－犞θ（狊犻）．其梯度是

^犔犓（犞θ）
·
·＝
２

狀２ ∑１犻，犼狀
犓（狊犻，狊犼）#^犞θ（狊犻）#^犞θ（狊犼）（４７）

有趣的是，用线性函数估计时，式（４７）等价于

ＮＥＵ（θ）．２０２０年，Ｆｅｎｇ等人提出了核损失函数在

变分框架下的紧置信区间的应用［１３１］．

近年来，深度强化学习算法得到了广泛关注，取

得了一定的理论和应用成果．然而，相比基于表格值

函数和线性值函数的强化学习算法，非线性值函数

强化学习算法的渐进收敛性、非渐进收敛性、有限样

本分析等理论仍有待建立和进一步完善．

６　非参化值强化学习

非参优化方法无需在训练前确定参数的个数，

具备灵活的表达能力，有望获得更好的预测性能．因

此，非参值函数估计是强化学习的重要分支之一．非

参化值强化学习算法在值函数的结构和参数个数确

定后，算法的稳定性与参数化值强化学习的稳定性

相同，在此不做赘述．本章从核方法、正则化和决策

树的角度分别介绍非参值函数估计的研究进展．

６１　核方法

２００２年，Ｏｒｍｏｎｅｉｔ等人首次将该方法引入强

化学习［１３２］．２００３年，Ｅｎｇｅｌ等人将值函数建模成高

斯过程，并结合在线核稀疏化提出了 ＧＰＴＤ算法

（ＧａｕｓｓｉａｎＰｒｏｃｅｓｓＴｅｍｐｏｒａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ）
［１３３］．２００７

年，Ｘｕ等人将核方法用到ＬＳＰＩ算法得到 ＫＬＳＰＩ

算法（ＫｅｒｎｅｌｉｚｅｄＬＳＰＩ），其中核字典的构建选择采

用计算复杂度为犗（狀２）的近似线性依赖法 ＡＬＤ

（ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＬｉｎｅａｒＤｅｐｅｎｄｅｎｃｅ）
［１３４］．２０１０ 年，

Ｇｅｉｓｔ等人基于值函数的高斯过程建模，采用了无导

数的统计线性化方案和递归最小二乘法，提出了

ＫＴＤ（ＫａｌｍａｎＴｅｍｐｏｒａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ）算法
［１３５］．２０１１

年，Ｋｒｏｅｍｅｒ等人提出了非参动态规划ＮＰＤＰ方法

（ＮｏｎＰａｒａｍｅｔｒｉｃＤｙｎａｍｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）
［１３６］．２０１３

年，Ｃｈｅｎ等人采用计算复杂度为犗（狀）的新颖标准

ＮＣ（ＮｏｖｅｌｔｙＣｒｉｔｅｒｉｏｎ）方法在线构建核字典，并结

８５２１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２３年
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合ＴＤ 算法得到 ＯＳＫＴＤ 算法（ＯｎｌｉｎｅＳｅｌｅｃｔｉｖｅ

ＫｅｒｎｅｌｂａｓｅｄＴＤ）
［１３７］．２０１６年，Ｓｏｎｇ等人提出了基

于核方法的最小二乘梯度矫正 ＴＤ算法（Ｋｅｒｎｅｌ

ｂａｓｅｄＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅＴｅｍｐｏｒａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｗｉｔｈＧｒａｄｉｅｎｔ

Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ，ＫＬＳＴＤＣ），其中字典构造采用了 ＡＬＤ

算法．２０１６年，Ｂａｒｒｅｔｏ等人根据随机分解技巧对

ＫＢＲＬ做了进一步改良，使得改进后的抽象 ＭＤＰ

在保持原 ＭＤＰ特性的前提下更加小，从而大大

减小了计算代价［１３８］．２０２０年，Ｋｏｐｐｅｌ等人提出了

高效内存的核梯度时序差分学习 ＰＫＧＴＤ 算法

（ＰａｒｓｉｍｏｎｉｏｕｓＫｅｒｎｅｌＧｒａｄｉｅｎｔＴｅｍｐｏｒａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ），

其中字典的构造采用了核正交匹配跟踪（Ｋｅｒｎｅｌ

ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ）方法
［１３９］．２０２２年，

Ｙａｎｇ等人提出了基于注意力核方法的ＯＡＫＴＤ算法

（ＯｎｌｉｎｅＡｔｔｅｎｔｉｖｅＫｅｒｎｅｌｂａｓｅｄＴｅｍｐｏｒａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

Ｌｅａｒｎｉｎｇ）
［１４０］．

６２　正则化

机器学习中正则化方法有利于处理过拟合的现

象．由于一些改进方法从特征选择等入手，不能直

接列出不动点和正定矩阵．２００９年，Ｋｏｌｔｅｒ等人通

过犾１正则化，并对 ＭＳＰＢＥ目标函数做最小化，从而

得到了特征选择的 ＬＡＲＳＴＤ算法（ＬｅａｓｔＡｎｇｌｅ

Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）
［１４１］．其中，ＬＡＲＳＴＤ算法的目标函数是

ｍｉｎ
ω
犃ｏｎω－犫

２＋λω １ （４８）

为了方便对比，该目标函数还可以写成

ωθ＝ａｒｇｍｉｎ
ω∈!

犿
犚＋γΦ′θ－Φω

２＋λω １

θ
＝ａｒｇｍｉｎ

θ∈!

犿
Φ′ωθ－Φθ

２＋λθ
烅
烄

烆 １

（４９）

２０１１年，Ｇｅｉｓｔ等人针对ＬＡＲＳＴＤ做了修改，将正则

项用于残差，得到犾１ＰＢＲ算法（犾１ＰｅｎａｌｔｙＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

ｏｆＢｅｌｌｍａｎＲｅｓｉｄｕａｌ）
［１４２］．其目标函数如下：

ωθ＝ａｒｇｍｉｎ
ω∈!

犿
犚＋γΦ′θ－Φω

２

θ
＝ａｒｇｍｉｎ

θ∈!

犿
Φ′ωθ－Φθ

２＋λθ
烅

烄

烆 １

（５０）

２０１１年，Ｌｉｕ等人提出了基于随机投影的一般化斜

投影方法，该方法可以有效地将高维特征压缩

到低维［１４３］．２０１３年，Ｎｇｕｙｅｎ等人提出了基于模型

的在线特征选择强化学习ｌｏｒｅＲＬ算法（ＲＬｗｉｔｈ

ＲｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＬｏｇｉｓｔｉｃＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）
［１４４］．２０１６年，Ｇｅｈｒｉｎｇ

等人针对低秩假设，对矩阵做奇异值分解，得到更

快的增量式低秩ＬＳＴＤ（λ）算法（ｉｎｃｒｅｍｅｎｔＡｌｌｏｗ

ＲａｎｋＬＳＴＤ（λ））
［１４５］．２０１６年，Ｌｉ等人提出了基于犾１

正则化特征选择的ＬＳＴＤＣ算法：ＬＡＲＳＴＤＣ算法

（ＬｅａｓｔＡｎｇｌｅＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎＳｑｕａｒｅｓＴＤＣ）
［１４６］．２０１６年，

Ｆａｒａｈｍａｎｄ等人采用正则化方法对最小二乘和贝尔

曼残差最小化进行了扩展，得到基于正则化的近似

策略迭代算法 ＲＥＧＬＳＰＩ算法（ＲｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＬｅａｓｔ

ＳｑｕａｒｅｓＰｏｌｉｃｙＩｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ）和 ＲＥＧＢＲＭ 算法

（ＲｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＢｅｌｌｍａｎＲｅｓｉｄｕａｌＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ），对

ＲＥＧＬＳＰＩ做了统计分析，并提供了策略估计的误

差界和与最优策略的性能差，指出策略评估的误差

界与样本量是一种极小极大最优关系［１４７］．２０２０年，

Ｓｏｎｇ等人提出了一种基于犾１正则化和近端交替方

向乘子（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉ

ｅｒｓｗｉｔｈＰｒｏｘｉｍａｌＯｐｅｒａｔｏｒ）最小化ＭＳＰＢＥ的递归

最小 二 乘 算 法，犾１ＲＣ 算 法 （ＲｅｃｕｒｓｉｖｅＣｏｒｒｅｃ

ｔｉｏｎ）
［１４８］．２０２０年，Ａｍｉｔ等人展示了减小折扣因子

与在损失项中添加正则化的等价性［１４９］．２０２０年，Ｌｉ

等人通过正交匹配跟踪（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒ

ｓｕｉｔ）对 ＬＳＴＤＣ进行特征选择的改进得到 ＯＭＰ

ＴＤＣ算法
［１５０］．２０２１年，Ｈａｏ等人采用稀疏特征选

择的ＬａｓｓｏＦＱＩ（ＦｉｔｔｅｄＱＩｔｅｒａｔｉｏｎ）算法使得批量

强化学习算法具有更高的样本效率［１５１］．２０２１年，

Ｓｏｎｇ等人通过交替进行随机梯度下降和对偶平均

方法得到在线稀疏ＴＤ学习算法
［１５２］．

６３　决策树

采用一阶逻辑表示状态、动作，可以描述复杂关

系，具有更丰富的表达能力，是缓解维度灾难的可行

途径之一．

２００１年Ｄｅｒｏｓｋｉ等人首次提出基于归纳逻辑

编程（ＩｎｄｕｃｔｉｖｅＬｏｇｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）的关系强化学

习ＲＲＬ算法（ＲｅｌａｔｉｏｎａｌＲｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔＬｅａｒｎｉｎｇ），

其中犙ｔｒｅｅ是通过逻辑回归树（ＬｏｇｉｃａｌＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ

Ｔｒｅｅ）表示的犙值函数
［１５３］．２００３年，Ｄｒｉｅｓｓｅｎｓ等人

为增强ＲＲＬ算法的鲁棒性提出了基于增量关系实

例的回归（ＩｎｃｒｅｍｅｎｔａｌＲｅｌａｔｉｏｎａｌＩｎｓｔａｎｃｅｂａｓｅｄ

Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）算法
［１５４］．２００４年，Ｄｒｉｅｓｓｅｎｓ等人针对

关系 ＭＤＰ中的稀疏奖励问题采用向导对关系强化

学习进行加速学习［１５５］．２００６年，Ｄｒｉｅｓｓｅｎｓ等人提

出了基于图核协方差函数的高斯过程对犙 值进行

逼近［１５６］．２００９年，Ｓａｎｎｅｒ等人提出了一阶 ＭＤＰ的

实用求解技术，他们尝试在关系级别降低计算复杂

度，以生成与域无关的策略［１５７］．

相较于深度强化学习的研究热度，非参化值强

化学习的研究显得有些停滞．但这并不意味着非参

化值强化学习的灭绝．深度强化学习领域最受人诟

病的是黑盒模型缺乏可解释性．非参化值函数研究

领域中，核方法直接对状态进行抽象、正则化方法采

９５２１６期 陈兴国等：不动点视角下的强化学习算法综述
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用低秩假设、决策树具有丰富的表达能力，这都为强

化学习的可解释性提供了基础．２０２１年，Ｌｉｕ等人通

过对象表示的决策树对深度强化学习进行解释，提

出了基于表示和模拟的ＲＡＭｉ框架（ＲｅｐｒｅｓｅｎｔＡｎｄ

Ｍｉｍｉｃ）
［１５８］．我们相信，可解释的强化学习将成为下

一个研究热点，非参化值函数仍会有它的一席之地．

７　不动点偏差和方差控制视角下强化

学习算法改进

在特征已给定并构造了不动点的情况下，我们

关心的是：

（１）算法能否求解到这个不动点？

（２）算法能否快速地收敛？

这两点对应于不动点的偏差问题和求解算法的

方差问题．偏差导致所求结果不准确，方差导致学习

效率低下、收敛速度慢、甚至不收敛．接下来，我们从

偏差和方差控制的角度详细阐述各类方法的思想．

根据解的分析，不失一般性，我们以求解 "

［δ犲］为

例，仔细分析已有偏差和方差的来源．

７１　由于相关性引起的偏差

样本在时序上的相关性．机器学习通常假设样

本是独立同分布的，而强化学习的过程是 ＭＤＰ的

一个决策轨迹，样本之间在时间序列上是相关的，这

就导致了偏差．经验回放（ＥｘｐｅｒｉｅｎｃｅＲｅｐｌａｙ）采用

各种方式批量更新经验池中的样本，更高效地利用

了样本，同时打破了相关性，因此可以有效地减小

偏差．这在深度神经网络的训练中尤为奏效，如经典

的经验回放［５４］、基于优先级的经验回放［４１］、基于分

层的经验回放［１５９］、事后经验回放［１６０１６１］、基于分布

匹配的选择性经验回放［１６２］、基于ａｇｅｎｔ策略与ｒｅ

ｐｌａｙ策略交互优化的经验回放
［１６３］、竞争型经验回

放［１６４］、基于记忆和遗忘的ＲｅＦＥＲ经验回放
［１６５］、基

于λ回报调和的经验回放
［１６６］、基于示例和交互的动

态经验回放［１６７］、基于注意力的经验回放［１６８］以及经

验回放的要素分析［１６９］．经验回放的优点在于它将

强化学习容易陷入局部最优中解脱出来［１７０］，缺点

就是它是一种离线学习方式，需要批量更新，增加了

计算复杂度，同时由于更新的策略与当前行为策略

不一致，加剧策略的差异（ＯｆｆＰｏｌｉｃｙ）程度，可能导

致算法收敛速度慢甚至不收敛．

样本及后继样本在特征空间上的相关性．泛化

性能指的是函数估计器在一个样本上学到的知识能

传播到其它样本．因此，即使样本相互之间是独立

的，样本在特征空间上可能是相关的，例如不同样本

之间如果共享相同的参数将引入偏差，导致灾难性

遗忘和干扰．解决的办法是对状态进行稀疏表示，使

得不同的状态更新的参数尽量不同，如显式的稀疏

表达Ｔｉｌｅ编码
［１７１］、Ｎｔｕｐｌｅ网络

［１７２］、ＲｅＬＵ激活函

数［１７３］、随机出局Ｄｒｏｐｏｕｔ
［１７４］、犽稀疏表示

［１７５］、胜者

全拿［１７６］、选择性核函数［１３７］、分布正则化稀疏表

示［１７７］、从低维映射到高维就可以减轻神经网络学

习的干扰［１７８］以及时序差分学习中泛化与干扰的关

系分析［１７９］等．

期望乘积的相关性．２００８年和２００９年，Ｓｕｔｔｏｎ

等人提出了 ＧｒａｄｉｅｎｔＴＤ算法族如 ＧＴＤ、ＧＴＤ２、

ＴＤＣ以及后期的ＧＴＤ２（λ），ＧＱ（λ）等算法．其基本

思想是最小化目标函数

　犑（θ）＝ "

［δ］
２

犕
－１＝ Φ

⊥

犇（!犞θ－犞θ）
２

犕
－１（５１）

其中，ＮＥＵ中犕＝犐，ＭＳＰＢＥ中犕＝犆．以ＮＥＵ为

例，－
１

２
ＮＥＵ（θ）＝"

［（－γ′）

⊥

］

⊥

"

［δ］．这里

涉及到两个期望的乘积，如果只做一次采样，则带来

估计的偏差．而采用另一个变量去估计 "

［δ］，则不

是真正的随机梯度下降算法．因此，２０１５年、２０１６

年、２０１８年Ｌｉｕ等人提出了将目标函数转化成极大

极小问题，从而转成了可以用随机梯度下降方法求

解的问题，并完成了有限样本复杂度分析［９２，１００１０１］．

乘积中后继样本之间的相关性．在前面求解不

动点时，我们提到了ＢＲ方法，它的目标是 "

［δ（－

γ′）］，这里δ＝狉＋γ犞（狊′）－犞（狊），＝（狊），′＝

（狊′）可以看到在求解期望时，同时出现了两个后继

状态狊′．在非确定性环境中，如果我们采用相同的狊′

即只做一次采样，那么就引起了期望中乘积的相关

性，出现了求解的偏差．常见的解决方案是做两次采

样，消除后继状态的相关性［３７，８３］．但同时，两次采样

增加了复杂度，并且依赖于模型或规划，减少了适用

场景．改进的方法是从将来借用动态性
［１８０］以获得

无偏估计．

期望算子与最大化算子之间的相关性．观察

Ｂｅｌｌｍａｎ最优等式犞（狊）＝ｍａｘ
犪∈犃

"

［狉＋γ犞（狊′）］．随

机梯度下降算法每次只更新一个样本，即ｍａｘ
犪∈犃
［狉＋

γ犞
（狊′）］．根据已有的理论分析方法，对随机梯度

下降算法的分析采用求期望的方式．那么就是先

求ｍａｘ再求 "

，这与最优Ｂｅｌｌｍａｎ等式先求 " 再求

ｍａｘ正好相反，引起了偏差．根据Ｊｅｎｓｅｎ不等式，这

个偏差是过大的方向，因此是过估计．改进有Ｄｏｕｂｌｅ

Ｑ
［４７］、ＤｏｕｂｌｅＤＱＮ

［１８１］、ＡｖｅｒａｇｅｄＤＱＮ
［１８２］、Ｔａｒｇｅｔ
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ＴＤ算法
［１８３］、基于ＭｅｌｌｏＭａｘ算子

［１８４］的ＭｅｌｌｏｗＭａｘ

ＤＱＮ
［１８５］、基于ＳｏｆｔＭａｘ算法的ＳｏｆｔＭａｘＤＱＮ

［１８６］以

及基于Ｒａｎｋｍａｘ的软贪心方法
［１８７］．

７２　期望过程 "

［·］引入的方差

随机梯度下降算法．每次只更新一个样本，可

以更加迅速地进行调整，它的计算复杂度很低，是在

线学习的不二选择．尽管在期望条件下，梯度是往目

标方向移动的，但在不同样本上更新的方向实际上

是各不相同的．因此，随机梯度下降算法对比批量

更新方法有更大的方差［６５］．改进的方法有：基于底

线的策略梯度算法［１８８］、蒙特卡洛树搜索中的方差

约减［１８９］、基于方差约减的随机梯度下降［１９０］、非线

性平滑函数估计策略评估的方差约减［１２１］、中心化

ＣＴＤ
［１９１，１９２］、直接控制方差的ＶＴＤ

［１９３］．

期望集合的大小．直观上，参与求期望的集合

大小越大，则方差更容易偏大．通过对 Ｔｅｔｒｉｓ动作

空间进行多个属性的约简，使得Ｔｅｔｒｉｓ游戏动作的

平均数从１７下降到４个左右，有效地提升了策略迭

代的学习效果［１９４］．

训练后期奖赏坠崖引起的学习震荡．深度强化

学习训练中经常会遇到奖赏突然坠崖式地剧烈震

荡，使得学习曲线往下掉，采用奖赏塑形可以有效

地减轻这种震荡，如面向方差的奖赏平滑方法

（ＶａｒｉａｎｃｅＡｗａｒｅＲｅｗａｒｄｓ，ＶＡＲ）
［１９５］．

针对最大化算子的探索与利用权衡．由于状态

动作空间大，采用随机梯度下降的过程中，无法保证

当前的动作是真的最优动作．需要不断探索，找到真

正的最优动作．过多的探索会引入较大的方差．然

而，这对策略的提升必不可少，否则即使很快收敛

了，也只会陷入局部最优策略．因此，需要权衡探索

和利用，做高效的探索势在必行．常用的探索方法有

εｇｒｅｅｄｙ、ＳｏｆｔＭａｘ
［３６］、基于计数的方法［１９６１９７］、乐观

初始化［１９８２００］、基于上置信区间的探索（如ＵＣＲＬ
［２０１］、

ＵＣＲＬ２
［２０２］、ＵＣＲＬγ

［２０３］）、基于信息增益的探索［２０４］、

基于汤普森采样概率匹配探索［２０５］等．

犗犳犳犘狅犾犻犮狔中的策略差异．强化学习的目的是

求解最优策略，不得不进行探索．因此，我们往往

采用了ＯｆｆＰｏｌｉｃｙ方法，即采用两个策略，一个策

略作为目标策略，一个策略作为行为策略．由于这

两个策略的不同导致了很大的方差．改进的方法

有基于重要性采样的ＧＱ（λ）算法
［８６］和ＬＳＴＤ（λ）算

法［８９］、带权重的重要性采样 ＷＩＳＬＳＴＤ（λ）
［９８］和

ＷＩＳＴＤ（λ）、ＷＩＳＧＴＤ（λ）、ＷＩＳＴＯＴＤ（λ）、

ＵＴＤ（λ）、ＵＴＯＴＤ（λ）等算法
［９９］、ＥＴＤ（λ）

［８２］、截

断带权重的重要性采样的 Ｒｅｔｒａｃｅ（λ）算法
［５２］以及

基于广义Ｂｅｌｌｍａｎ等式ＬＳＴＤ（λ）
［１０８］．

７３　偏差与方差的权衡

偏差方差窘境．在函数估计中，对比 ＴＤ算法

与 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ（ＭＣ）算法，我们知道 ＭＣ是无偏估

计，但方差很大，而 ＴＤ算法是有偏估计、方差较

小［３７］．因此，ＴＤ（λ）、ＬＳＴＤ（λ）、多步ＬＳＴＤ（λ）
［２０６］等算

法通过λ权衡偏差与方差．针对单步ＤＱＮ的改进有

基于回报的ＲＤＱＮ
［２０７］等．

犜犇误差δ．在随机梯度算法中，犲指的是梯度更

新的方向，δ是更新的长度．更新量的大小很大程度上

影响着方差，如自动调节学习步长的ＴＣＬ（Ｔｅｍｐｏｒａｌ

ＣｏｈｅｒｅｎｃｅＬｅａｒｎｉｎｇ）
［１１３，２０８２１０］．在策略梯度算法中，

基于状态的Ｂａｓｅｌｉｎｅ犫（狊）或者常数犫能使得策略梯

度算法更快收敛，在ＡｃｔｏｒＣｒｉｔｉｃ学习架构中，Ｃｒｉｔｉｃ

的值函数与 Ｂａｓｅｌｉｎｅ同样起到了减小方差的作

用［３７，１８８］，预先定义的常值Ｂａｓｅｌｉｎｅ可以在值迭代算

法中显著提高学习速率，如在Ｔｅｔｒｉｓ游戏中的成功

应用［２１１］以及多臂老虎机问题［２１２］．这些方法在控制

方差的同时产生了偏差．幸运的是这些改变并不影

响最优策略［２１３］．

给定不动点解，给定特征后，学习算法的目标就

是保证求到该解，并且快速地求到．这涉及到迭代

算法的收敛性、收敛速度问题．其本质在于最小化学

习算法的方差．学习算法的方差有多种来源．目前已

有的研究并未对方差的来源全面考虑，此外针对特

定问题，如何抓住并控制该算法的主要方差来源是

关键．

８　总结与展望

本文从不动点视角，总结了基于表格值和值函

数估计强化学习算法的解和稳定性，并从不动点解

的偏差和方差控制视角分析了现有改进算法的思

想．尽管基于值函数的强化学习已取得了丰硕的成

果，然而在不动点视角下强化学习还有许多有待解

决的问题，总结如下：

策略不动点．基于值函数的强化学习由两个

算子构成：改进!算子和投影Π 算子，值函数是公式

犞θ＝Π!犞θ的不动点，可以由值迭代或策略迭代算

法求解．传统的观点认为，基于策略梯度的强化学习

是对奖赏总和期望的梯度上升方法．令人惊喜的是，

２０２０年，Ｇｈｏｓｈ等人从不动点视角总结了基于策略

梯度的强化学习算法如ＲＥＩＮＦＯＲＣＥ
［２１４］、ＰＰＯ

［２１５］、

１６２１６期 陈兴国等：不动点视角下的强化学习算法综述
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ＭＰＯ
［２１６］等，指出策略梯度强化学习也可以看成由

两个算子构成：改进 $ 算子和投影%算子，策略是公

式πθ＝%$πθ的不动点
［２１７］．策略不动点为策略梯度

强化学习研究开辟了新方向．为了保证算法的收敛

性并加速收敛，如何优化策略梯度强化学习的改进

算子和投影算子是未来的研究热点．

广义值不动点．在面对高维表示的大规模状态

动作空间的强化学习问题时，由于高维引起的维度

灾难，我们不得不采用函数估计．与传统的监督学习

不同，强化学习没有监督信号，只能通过即时奖赏来

逼近真实值函数，即延时反馈．这样的逼近需要权衡

偏差与方差．另外，由于即时奖赏不受函数估计的特

征空间约束，目前已有的四类不动点解都不是最优

解．因此，需要研究如何构造广义不动点解，并针对

不同的强化学习问题对广义不动点解进行搜索、集

成和优化．图３从稳定性和偏差两个角度总结了现

有不动点的表达式．其中，稳定性从ＴＤ和ＢＲ角度

进行对比，偏差从一步 Ｂｅｌｌｍａｎ方程和综合多步

Ｂｅｌｌｍａｎ方程角度进行对比．从该视角出发，广义

不动点 "

［δ犲］是显而易见能填补研究空白的，其中

犲狋＝γ狋λ狋犲狋－１＋（－γ′）．

图３　基于值函数估计的强化学习不动点

安全性条件下的值不动点．不确定性环境中，

存在一些危险或者风险．智能体在最大化奖赏总

和时，还需要尽量避免危险或风险带来的损伤，以保

证自身的安全．把不确定因素考虑进来时有多种理

念：（１）最坏情况．采用极大极小法来替换原先的值

函数ｍａｘ
π∈Π
ｍｉｎ
ω∈Ω

"π，ω ∑
∞

狋＝０

γ
狋狉（ ）狋

［２１８］
，其中Ω 表示所有可

能的模型．^犙ｌｅａｒｎｉｎｇ算法采用项 ｍｉｎ（^犙（狊狋，犪狋），

狉狋＋１＋γｍａｘ
犪′∈犃
犙^（狊狋＋１，犪′））进行参数更新

［２１８］．２００３年，

Ｇａｓｋｅｔｔ提出了β悲观 Ｑ学习算法，采用项狉狋＋１＋

γ（（１－β）ｍａｘ
犪′∈犃
犙β（狊狋＋１，犪′）＋βｍｉｎ

犪′∈犃
犙β（狊狋＋１，犪′））进行

参数更新［２１９］．２０２１年，Ｊｉｎ等人探讨了悲观主义在离线

强化学习中的有效性［２２０］；（２）效用函数．采用指数效用

函数的方式进行修正，如ｍａｘ
π∈Π
β
－１ｌｏｇ"π［犲

β∑
∞

狋＝０

γ
狋
狉狋
］
［２２１］，

考虑方差的效用函数，如ｍａｘ
π∈Π

"π［犚］－βＶａｒ（犚）
［２２２］、

ｍａｘ
π∈Π

"π［犚］Ｖａｒ（犚槡 ）
［２２３］

等；（３）约束函数．采用带约

束的函数限制一些特殊动作，如ｍａｘ
π∈Π

"π［犚］，Ｖａｒ（犚）

α
［２２３］等．然而这些解法是不是不动点，能否保证收

敛，仍需进一步研究；（４）不确定性贝尔曼等式．

２０１８年，Ｏ’Ｄｏｎｏｇｈｕｅ等人提出了不确定性贝尔曼

等式，并证明了该等式的不动点是任何策略犙值后

验分布下的方差上界，基于该不动点的汤普森采样

优于基于计数和上置信的探索方法［２２４］．

多智能体值不动点．对于二人零和博弈，１９５３

年，Ｓｈａｐｌｅｙ提出了基于表格值的值迭代算法，并根

据压缩映射原理，可以收敛到纳什均衡［２２５］．１９９４

年，Ｌｉｔｔｍａｎ提出了 ＭｉｎｉｍａｘＱｌｅａｒｎｉｎｇ算法
［２２６］．

１９９９年，Ｓｚｅｐｅｓｖｒｉ等人证明 ＭｉｎｉｍａｘＱｌｅａｒｎｉｎｇ

算法收敛到纳什均衡［２２７］．２００２年，Ｌａｇｏｕｄａｋｉｓ等人

证明了线性值函数估计下 ＭｉｎｉｍａｘＱｌｅａｒｎｉｎｇ算法

的收敛性［２２８］．与单智能体不同，多智能体的扩展有

诸多形式：（１）收益的不同，如零和博弈、广义和博

弈；（２）智能体之间的竞争与合作关系的不同，如纯

合作型博弈、竞争型博弈、竞争合作型博弈；（３）建

模的不同，如 Ｍａｒｋｏｖ博弈、扩展式博弈等．目前多

智能体的理论分析相对局限在单一场景如二人零和

博弈，其它相关算法的理论分析还任重道远．更多关

于多智能体的综述与挑战请阅读文献［２２９］．

致　谢　该工作凝练成文得益于国防科技大学冯旸

赫老师的鼓励．稿件的改进和完善离不开审稿人的

意见和建议以及编辑同志的善意提醒和耐心等待！
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