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摘　要　该文定义了一类以Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数为核的正交矩，称之为Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩．Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数是一类完备正交一次样

条函数系．传统的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ矩、Ｚｅｒｎｉｋｅ矩等多项式矩，由于涉及高次多项式的计算，往往会导致计算不稳定，特征

空间维数扩展受到制约．Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数是正交的，相应的矩函数可以使得图像分解后的信息具有独立性，没有信息

的冗余．而且，Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数仅由一次分段多项式组成，在计算过程中，避免了高次多项式的计算，兼具复杂度低、数

值稳定的优点．通过对图像的重构实验表明，Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩比传统正交多项式矩具有更好的特征表达能力．
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１　引　言

矩的定义和研究有着深刻的数学和物理背景，

Ｈｕ
［１］于１９６２年首先将其引入到图像处理领域中．

作为最常用的基于区域的形状描述子之一，矩已经

被广泛应用于图像分析［２３］、模式识别［４５］、纹理分

类［６］、目标检索［７８］等领域．



矩理论提供了有用的级数展开方式来表达目标

形状．不失一般性，假设尺寸为犖×犖 的数字图像

犳（狓，狔），定义域为犛＝［０，１］×［０，１］，犳（狓，狔）表示各

像素的灰度值，（狓，狔）表示像素坐标．基于核函数（也

称为基函数）ψ狆狇（狓，狔），该图像的狆＋狇阶矩定义为

犕狆狇＝∫
１

０∫
１

０
犳（狓，狔）ψ狆狇（狓，狔）ｄ狓ｄ狔，狆，狇＝０，１，２，…

（１）

　　从数学的观点看，矩是图像犳（狓，狔）在核函数集

ψ狆狇（狓，狔｛ ｝）上的投影，不同的核函数集可建立不同

的矩［９］．

对于几何矩，其核函数是单项式集 狓狆狔｛ ｝狇 ，因

为单项式集不是正交系，几何矩具有对噪声敏感、矩

值变化幅度大、信息冗余等缺点．为了克服这些弱点，

Ｔｅａｇｕｅ
［２］首先提出了在正交多项式的基础上建立正

交矩的思想．受这个思想的启发，出现了Ｌｅｇｅｎｄｒｅ矩、

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩等无冗余信息的正交矩．对于Ｌｅｇｅｎｄｒｅ

矩，狆阶Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多 项 式 的 表 达 式 为犔狆（狓）＝

∑
狆

犽＝０

（ ）－１
狆－犽

２
１

２狆
狆＋（ ）犽 ！狓犽

狆－犽（ ）
２

！
狆＋犽（ ）
２

！犽
烅

烄

烆

烍

烌

烎
！
狆－犽＝犲狏犲狀

；对

于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩，狆阶狇重的径向Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式定义

为犚狆狇（狓）＝ ∑
（狆－狘狇狘）／２

犻＝０

（ ）－１ 犻
狆－（ ）犻 ！狓狀－２犻

犻！
狆＋｜狇｜

２
－（ ）犻 ！狆＋｜狇｜

２
－（ ）犻 ！

．

此外，还有伪Ｚｅｒｎｉｋｅ矩
［３］、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ矩

［９１０］、

Ｌａｇｕｅｒｒｅ矩
［１１］等各种形式的矩．它们的共同的特点

是，这些矩的核函数都是多项式．在具体的计算中，

随着多项式阶的增长，往往会出现数值不稳定、计算

复杂度高等问题，从而导致这些矩很难被精确计算

得到．在实际应用中，式（１）中的双重积分一般通过

数值积分方法逼近得到，最简单且精度最低的方法

是零阶逼近（ＺｅｒｏｔｈＯｒｄｅｒＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＺＯＡ）．

为了提高计算精度，许多学者提出了各种各样的逼

近方法．Ｌｉａｏ和Ｐａｗｌａｋ
［１２］在几何矩与Ｌｅｇｅｎｄｒｅ矩

的计算中提出了一种改进的逼近公式，并被应用于

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩的计算中
［１３］；Ｐａｗｌａｋ及其合作者

［１４］提出

了在极坐标系下计算Ｚｅｒｎｉｋｅ矩的方法；Ｋｏｔｏｕｌａｓ

和Ａｎｄｒｅａｄｉｓ等人
［１５］通过分段多项式插值来提高

矩的精度；Ｌｉｎ等人
［１６］通过数值优化技术来改进

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩核函数的正交性及重构图像的质量．

为了避免连续多项式在离散化过程中带来的误

差，近年来，Ｍｕｋｕｎｄａｎ等人
［１７１９］提出了离散正交

矩，它们以Ｔｃｈｅｂｉｃｈｅｆ多项式、Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ多项式

等离散型正交多项式作为核函数．离散型多项式直

接定义在图像坐标空间，计算时不需要作坐标转换．

然而，与连续型多项式矩一样，离散正交矩同样有复

杂度高、很难精确计算等问题［９，１９］．

为了克服多项式矩的弱点，在本文中，我们基于

一类正交样条函数系Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数系，定义了一种

正交样条矩Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩（ＦＭｓ）．Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数系是

一类完备正交一次样条函数系［２０２１］．这就意味着，

除了保持正交性外，Ｆｒａｎｋｌｉｎ基函数将多项式的次

数固定为一次．因此，它能够避免高阶多项式的计

算，在保持较低的计算复杂度的前提下，能够得到

Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩的精确值．

本文第２节介绍Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数的构造及其性

质；第３节定义Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩，并详细给出其精确计

算公式的推导过程；第４节利用Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩对标准

测试图像进行重构，并与Ｌｅｇｅｎｄｒｅ矩及Ｚｅｒｎｉｋｅ矩

的结果进行比较，表明Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩具有更好的图像

表达能力；最后总结全文．

２　犉狉犪狀犽犾犻狀函数

２１　犉狉犪狀犽犾犻狀函数的构造

Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数是由ＰｈｉｌｉｐＦｒａｎｋｌｉｎ给出的一类

定义在犔２ ０，［ ］１ 上的连续正交函数系
［２２］，它是对一

组线性无关的截断幂基经正交化过程得到的．首先，

考虑如下的线性无关组 α狀（狓），０狓｛ ｝１ ：

α０（狓）＝１，α１（狓）＝狓

α犻（狓）＝ 狓－犪（ ）犻 ＋，犻＝２，３
｛ ，…

其中，犪犻＝ ２犻－１－２（ ）犿 ／２犿，犿 为不超过２犻－１的２

的最高方幂指数．这就是说，区间 ０，［ ］１ 的剖分点依

次为１
２
，１
４
，３
４
，１
８
，３
８
，５
８
，７
８
，１
１６
，３
１６
，…．图１（ａ）显

示了线性无关组前９项的函数图像．

将上述线性无关组｛α狀（狓），０狓１｝，经过

ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化过程，结果即为Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数

系，记为 φ狀（狓｛ ｝）．限于篇幅，这里只给出Ｆｒａｎｋｌｉｎ

函数系的前５项基函数的表达式：

φ０（狓）＝１，０狓１；

φ１（狓）＝槡３（２狓－１），０狓１；

φ２（狓）＝
槡３（１－４狓），０狓＜１／２

槡３（４狓－３），１／２狓
烅
烄

烆 １

；

φ３（狓）＝

槡３３（５－３８狓）／１１， ０狓＜１／４

槡３３（２６狓－１１）／１１，１／４狓＜１／２

槡３３（５－６狓）／１１， １／２狓

烅

烄

烆 １

；
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图１　线性无关组与Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数

φ４（狓）＝

槡２３１（１－１２狓）／７７， ０狓＜１／４

槡２３１（３６狓－１１）／７７，１／４狓＜１／２

槡２３１（４５－７６狓）／７７，１／２狓＜３／４

槡２３１（１００狓－８７）／７７，３／４狓

烅

烄

烆 １

；

图１（ｂ）显示了前９项Ｆｒａｎｋｌｉｎ基函数的图像．

２２　犉狉犪狀犽犾犻狀函数的性质

（１）正交性

∫
１

０
φ犻（狓）φ犼（狓）ｄ狓＝δ犻犼，犻，犼＝０，１，２，…

　　（２）一致收敛性

设犉（狓）为区间［０，１］上的连续函数，它的Ｆｏｕｒｉｅｒ

Ｆｒａｎｋｌｉｎ级数为 犉～∑
∞

犻＝０

犮犻φ犻（狓），犮犻＝〈犉，φ犻〉＝

∫
１

０
犉（狓）φ犻（狓）ｄ狓．那么

ｌｉｍ
狀→∞

犉－犛狀犉 ∞ ＝０

其中，犛狀犉表示ＦｏｕｒｉｅｒＦｒａｎｋｌｉｎ级数的部分和犛狀犉＝

∑
狀－１

犻＝０

犮犻φ犻（狓）．
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（３）再生性

设犉（狓）为区间 ０，［ ］１ 上的一次样条函数，节点

位置为狓＝
狇

２狉
（狇，狉是整数）．那么，犉（狓）可以用有限

项Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数精确重构．

图２显示了用不同项数的Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数对某

个折线函数（图中虚线所示，３２段）进行正交重构的

结果，当重构项数达到３３项时，实现了对原折现函

数的精确重构．

在 Ｍｅｙｅｒ回顾小波分析的产生与发展历史的

著作［２３］中，对Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数系给予了很高的评价．

Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数系满足如下性质∫
１

０
φ犻（狓）ｄ狓＝∫

１

０
狓φ犻（狓）

ｄ狓＝０，犻２．文中指出，Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数系兼具 Ｈａａｒ

函数系与Ｓｃｈａｕｄｅｒ函数系的优点，对于平稳信号或

非平稳信号，Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数系都能够较好地进行处理．

图２　Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数对折线的再生性

３　犉狉犪狀犽犾犻狀矩

３１　犉狉犪狀犽犾犻狀矩

Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩是基于Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数定义的，记第

狀个 Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数为φ狀（狓），０狓１，狀＝０，１，

２，…．给定图像函数犳（狓，狔），０狓，狔１，它的第

狀＋（ ）犿 阶Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩定义为

犉狀犿 ＝∫
１

０∫
１

０
犳（狓，狔）φ狀（狓）φ犿（狔）ｄ狓ｄ狔 （２）

　　矩是对图像特征的定量描述，Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩是一

种正交矩，它实现了对图像的无冗余分解，即图像的

各Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩之间是相互独立的，没有相关性．这

就保证了能够利用最少的Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩描述图像更

多的特征，以便达到降低特征维数的目的．

为了衡量矩对图像的特征表达能力，一般利用

矩对图像进行重建．无论从主观视觉方面，还是定量

计算两者的误差方面，都能方便地进行比较．由于

Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数的正交性，利用Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩可以直接

进行图像重建，不需要求解方程组，这就降低了计算

量．根据前面有限个 狀狀ｍａｘ，犿犿（ ）ｍａｘ Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩

对图像进行重建，公式如下：

珟犳 狓，狔；狀ｍａｘ犿（ ）ｍａｘ ＝∑

狀
ｍａｘ

狀＝０
∑

犿
ｍａｘ

犿＝０

犉狀犿φ狀（狓）φ犿（狔）（３）

　　 根据正交函数的 Ｆｏｕｒｉｅｒ展开理论，利用

Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩进行重建的图像是对原图像的最佳平方

逼近．低阶Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩是图像的低频信息，它表达

了图像的大致形状，而代表图像高频信息的高阶

Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩则表达图像的更多细节特征．用于重建

的矩数目越多，重建图像与原图像之间的误差越小，

重建质量越高．

３２　犉狉犪狀犽犾犻狀矩的精确计算

如前所述，传统的矩函数都是定义在多项式函

数集上，包括非正交的几何矩及正交的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ

矩、Ｚｅｒｎｉｋｅ矩等．随着矩数目的增加，多项式的次数

也逐渐升高．而Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数是正交分段一次多项

式，除了保持正交性之外，在具体的计算过程中，

Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩只涉及一次多项式的计算，从而能够在

较低计算复杂度条件下精确计算矩值，这是传统多

项式矩很难做到的．

令图像尺寸为犖×犖，利用坐标变换将其归一

化到单位正方形 ０，［ ］１ × ０，［ ］１ 上，像素中心坐标为

狓犻，狔（ ）犼 ，犻，犼＝０，１，…，犖－１．那么，式（２）可以写为

犉狀犿 ＝∑
犖－１

犻＝０
∑
犖－１

犼＝０

犳狓犻，狔（ ）犼 ·ω狀犿 狓犻，狔（ ）犼 （４）

其中，ω狀犿 狓犻，狔（ ）犼 ＝∫
狓犻＋

Δ
２

狓犻－
Δ
２∫
狔犼＋

Δ
２

狔犼－
Δ
２

φ狀（狓）φ犿（狔）ｄ狓ｄ狔 表

示Ｆｒａｎｋｌｉｎ基函数φ狀（狓）φ犿（狔）在相应像素上的积

分，Δ＝
１

犖
表示像素宽度．
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对于双重积分ω狀犿 狓犻，狔（ ）犼 ，在传统的以多项式

为核函数的矩中，一般通过数值积分方法计算．最常

用的方法是零阶逼近（ＺＯＡ）：

ω狀犿 狓犻，狔（ ）犼 ≈Δ
２犘狀 狓（ ）犻 犘犿 狔（ ）犼 （５）

其中，犘狀（狓）表示狀阶多项式，该逼近形式所产生的

误差为

犲狉狉＝∑
犖－１

犻＝０
∑
犖－１

犼＝０

犳狓犻，狔（ ）犼 ·

∫
狓犻＋

Δ
２

狓犻－
Δ
２∫
狔犼＋

Δ
２

狔犼－
Δ
２

犘狀（狓）犘犿（狔）ｄ狓ｄ狔－犘狀 狓（ ）犻 犘犿（狔犼［ ］），
文献［２４］已经证明，该误差会随着多项式阶数的提

高而增长．与之不同的是，由于Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数由一

次多项式组成，可以直接得到Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩的精确

值，不包含任何数值计算误差，具体推导过程如下．

根据变量分离原则，双重积分ω狀犿 狓犻，狔（ ）犼 可以

写为如下形式：

ω狀犿 狓犻，狔（ ）犼 ＝∫
狓犻＋

Δ
２

狓犻－
Δ
２

φ狀（狓）ｄ狓·∫
狔犼＋

Δ
２

狔犼－
Δ
２

φ犿（狔）ｄ狔（６）

不失一般性，假设φ狀（狓）在区间 狓犻－
Δ
２
，狓犻＋

Δ［ ］２
上的表达式为犽犻１狓＋犫

犻
１
，φ犿（狔）在区间 狔犼－

Δ
２［ ，

狔犼＋
Δ］２ 上的表达式为犽

犼
２狔＋犫

犼
２．那么，ω狀犿 狓犻，狔（ ）犼 可

以通过如下解析计算公式得到

ω狀犿 狓犻，狔（ ）犼 ＝Δ
２ 犽犻１狓犻＋犫

犻（ ）１ 犽
犼
２狔犼＋犫

犼（ ）２ （７）

　　通过式（７），可以精确计算 Ｆｒａｎｋｌｉｎ基函数

φ狀（狓）φ犿（狔）在相应像素上的积分，代入式（４）便可

得到该图像的Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩的精确结果，即

犉狀犿＝Δ
２

∑
犖－１

犻＝０
∑
犖－１

犼＝０

犳狓犻，狔（ ）犼 ·犽
犻
１狓犻＋犫

犻（ ）１ 犽
犼
２狔犼＋犫

犼（ ）２

（８）

　　可以看出，式（８）只涉及到一次多项式的运算，

计算复杂度低，且不包含任何数值逼近，所得结果是

Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩的精确值．在传统的多项式矩中，这两者

很难同时满足，往往都是为了提高计算效率，而牺牲

了计算结果的精度．

对于犖×犖 的数字图像，根据式（８），计算犕 阶

Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩，需要犗（犖２犕）次乘法；而对于Ｌｅｇｅｎｄｒｅ

矩或Ｚｅｒｎｉｋｅ矩，利用多项式的递推关系，则需要

犗（犖２犕２）次乘法运算［９］．

４　实　验

为了检验Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩对图像的表达，本节通过

对图像的重构来进行测试．所选图像均来自于标准

图像测试库，如图３（ａ）～（ｉ）所示．其中，图像（ａ）～（ｃ）

的低频信息较多，（ｇ）～（ｉ）的细节最丰富，（ｄ）～（ｆ）

居于两者之间．我们将分别用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ矩（ＬＭｓ）、

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩（ＺＭｓ）及Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩（ＦＭｓ）对图像进行

正交重构，重构图像的质量反映了相应矩的图像特

征表达能力．记原数字图像为犳（狓，狔），前犔阶矩的

重构图像为珟犳 狓，狔；（ ）犔 ，两者的误差为

犿狊犲＝
１

犖犕∑
犖－１

狓＝０
∑
犕－１

狔＝０

珟犳 狓，狔；（ ）犔 －犳（狓，狔［ ］）２．

图３　标准测试图像

　　图４～６分别显示了对图３（ａ）、图３（ｄ）及图３（ｇ）

的重构结果．每张图像分别用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ矩（ＬＭｓ）、

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩（ＺＭｓ）及Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩（ＦＭｓ）的４０阶、８０

阶及１２０阶进行重构．可以看出，Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩的重构

效果最优．

为了更客观地比较重构图像的质量，我们计算了

在不同阶数下各重构图像与原图像的误差（犿狊犲）．用

于重构的阶数为５狀，狀＝１，２，…，２４，图７（ａ）～（ｉ）显

示了对图３（ａ）～（ｉ）分别用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ矩（ＬＭｓ）、

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩（ＺＭｓ）及Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩（ＦＭｓ）进行重构的

图像，也即误差随着重构阶数增加而变化的图像．

从图７可以看出，Ｌｅｇｅｎｄｒｅ矩在达到一定阶数

之后，重构误差反而会逐渐升高，这是由于随着阶数

的升高，Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式的振荡频率越来越高，导

致式（５）产生的逼近误差增大，这一点在文献［２４］

中有详细的阐述．Ｚｅｒｎｉｋｅ矩的数 值稳 定性优于
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图４　图像“ｈｏｕｓｅ”的重构

图５　图像“ｃａｍｅｒａｍａｎ”的重构

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ矩，当阶数大于一定数目（犔≈６０）之后，重

构图像的质量也优于Ｌｅｇｅｎｄｒｅ矩，而Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩的

重建图像误差始终小于前两者的结果．图７的结果进

一步表明了Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩具有更好的图像表达能力．

５　结　论

为了克服传统多项式矩的数值逼近误差与计算

图６　图像“ｗａｌｋｂｒｉｄｇｅ”的重构

复杂度不能同时兼顾的缺点，本文基于一类正交样

条函数系构造了一类正交矩，称之为Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩．

Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数系是一次正交样条函数系，由分段一

次多项式组成．除了保持传统正交矩的正交性之外，

具体的计算中只涉及一次多项式，计算复杂度低，且

计算结果是精确的，不包含任何数值逼近误差．对图

像的重构实验表明，Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩具有更好的图像特

征表达能力．
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图７　重构图像的误差曲线（犿狊犲）
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［９］ ＦｌｕｓｓｅｒＪ，ＺｉｔｏｖａＢ，ＳｕｋＴ．ＭｏｍｅｎｔｓａｎｄＭｏｍｅｎｔＩｎｖａｒｉａｎｔｓ

ｉｎＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．ＵＫ：Ｗｉｌｅｙ＆ＳｏｎｓＬｔｄ．，２００９

［１０］ ＭｕｋｕｎｄａｎＲ，ＲａｍａｋｒｉｓｈｎａｎＫ．ＭｏｍｅｎｔＦｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎＩｍａｇｅ

ＡｎａｌｙｓｉｓｔｈｅｏｒｙａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｓｉｎｇａｐｏｒｅ：ＷｏｒｌｄＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃ，

１９９８

［１１］ Ｑｊｉｄａａ Ｈ．Ｉｍａｇｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙ Ｌａｇｕｅｒｒｅ ｍｏｍｅｎｔｓ／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２ｎｄＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＣｏｍｍｕ

ｎｉｃａｔｉｏｎ，ＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．Ｍａｒｒａｋｅｃｈ，Ｍｏｒｏｃｃｏ，

２００６

［１２］ ＬｉａｏＳＸ，ＰａｗｌａｋＭ．Ｏｎｉｍａｇｅａｎａｌｙｓｉｓｂｙｍｏｍｅｎｔｓ．ＩＥＥＥ

ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＰａｔｔｅｒｎＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＭａｃｈｉｎｅＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，

１９９６，１８（３）：２５４２６６

［１３］ ＬｉａｏＳＸ，ＰａｗｌａｋＭ．ＯｎｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆＺｅｒｎｉｋｅｍｏｍｅｎｔｓ

ｆｏｒｉｍａｇｅａｎａｌｙｓｉｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＰａｔｔｅｒｎＡｎａｌｙｓｉｓ

ａｎｄＭａｃｈｉｎｅＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，１９９８，２０（１２）：１３５８１３６４

［１４］ ＸｉｎＹ，ＰａｗｌａｋＭ，ＬｉａｏＳ．ＡｃｃｕｒａｔｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆＺｅｒｎｉｋｅ

ｍｏｍｅｎｔｓｉｎｐｏｌａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅ

Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００７，１６（２）：５８１５８７

［１５］ ＫｏｔｏｕｌａｓＬ，ＡｎｄｒｅａｄｉｓＩ．Ａｃｃｕｒａｔｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｉｍａｇｅ

ｍｏｍｅｎｔｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００７，

１６（８）：２０２８２０３７

［１６］ ＬｉｎＨ，ＳｉＪ，ＡｂｏｕｓｌｅｍａｎＧＰ．Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｒｏｔａｔｉｏｎｉｎｖａｒｉａｎｔ

ｍｏｍｅｎｔｓｆｏｒｄｉｇｉｔａｌｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ

ＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００８，１７（３）：２７２２８２

［１７］ ＭｕｋｕｎｄａｎＲ，ＯｎｇＳ，ＬｅｅＰＡ．ＩｍａｇｅａｎａｌｙｓｉｓｂｙＴｃｈｅｂｉｃｈｅｆ

ｍｏｍｅｎｔｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００１，

１０（９）：１３５７１３６４

［１８］ ＹａｐＰＴ，ＰａｒａｍｅｓｒａｎＲ，ＯｎｇＳＨ．ＩｍａｇｅａｎａｌｙｓｉｓｂｙＫｒａｗ

ｔｃｈｏｕｋｍｏｍｅｎｔｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，

２００３，１２（１１）：１３６７１３７７

［１９］ ＭｕｋｕｎｄａｎＲ．Ｓｏｍｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｓｐｅｃｔｓｏｆｄｉｓｃｒｅｔｅｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌ

ｍｏｍｅｎｔｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００４，

１３（８）：１０５５１０５９
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［２０］ ＣａｉＺｈａｎＣｈｕａｎ，ＣｈｅｎＷｅｉ，ＱｉＤｏｎｇＸｕ，ＴａｎｇＺｅＳｈｅｎｇ．

ＡｃｌａｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌＦｒａｎｋｌｉｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．

ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ，２００９，３２（１０）：２００４２０１３（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）

（蔡占川，陈伟，齐东旭，唐泽圣．一类新的正交样条函数———

Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数的推广及其应用．计算机学报，２００９，３２（１０）：

２００４２０１３）

［２１］ ＱｉＤｏｎｇＸｕ，ＳｏｎｇＲｕｉＸｉａ，ＬｉＪｉａｎ．ＤｉｓｃｏｎｔｉｎｏｕｓＯｒｔｈｏｇｏｎａｌ

Ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＳｃｉｅｎｃｅＰｒｅｓｓ，２０１１（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（齐东旭，宋瑞霞，李坚．非连续正交函数：Ｕ系统、Ｖ系统、

多小波及其应用．北京：科学出版社，２０１１）

［２２］ Ｆｒａｎｋｌｉｎ Ｐ．Ａ ｓｅｔｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．

ＭａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅＡｎｎａｌｅｎ，１９２８，１００（１）：５２２５２９

［２３］ ＭｅｙｅｒＹ．Ｗａｖｅｌｅｔｓ：ＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．ＵＳＡ：

Ｐｈｉｌａｄｅｌｐｈｉａ，ＳＩＡＭ，１９９３

［２４］ ＹａｐＰＴ，ＰａｒａｍｅｓｒａｎＲ．Ａｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅｃｏｍｐｕ

ｔａｔｉｏｎｏｆＬｅｇｅｎｄｒｅｍｏｍｅｎｔｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＰａｔｔｅｒｎ

ＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＭａｃｈｉｎｅＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，２００５，２７（１２）：１９９６２００２

犆犎犈犖 犠犲犻，ｂｏｒｎｉｎ１９８６，Ｐｈ．Ｄ．

Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒ

ｇｒａｐｈｉｃｓ，ａｎｄｄｉｇｉｔａｌｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ

ｅｔｃ．

犆犃犐犣犺犪狀犆犺狌犪狀，ｂｏｒｎｉｎ １９７４，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅ

ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒｃｏｍｍｕｎｉ

ｃａｔｉｏｎ，ａｎｄｌｕｎａｒｄａｔａｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｅｔｃ．

犙犐犇狅狀犵犡狌，ｂｏｒｎｉｎ１９４０，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈ

ｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒｇｒａｐｈｉｃｓａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌａｐｐｒｏｘｉ

ｍａｔｉｏｎｅｔｃ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱

　　ＴｈｉｓｐｒｏｊｅｃｔｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＢａｓｉｃＲｅｓｅａｒｃｈ

Ｐｒｏｇｒａｍ（９７３Ｐｒｏｇｒａｍ）ｏｆＣｈｉｎａｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏ．２０１１ＣＢ３０２４００，

ｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａｕｎｄｅｒ

ＧｒａｎｔＮｏｓ．６１２７２０２６，６１１７０３２０，ｔｈｅＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ

ＤｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔＦｕｎｄｏｆＭａｃａｕｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏ．０８４／２０１２／Ａ３

ａｎｄＦｕｎｄａｍｅｎｔａｌＲｅｓｅａｒｃｈＦｕｎｄｓｆｏｒｔｈｅＣｅｎｔｒａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓ

ｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏ．ＪＵＳＲＰ１１４１６．Ｔｈｉｓｗｏｒｋａｉｍｓｔｏｐｒｏｐｏｓｅａ

ｎｅｗｃｌａｓｓｏｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍｏｍｅｎｔｓｆｏｒｉｍａｇｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ．

Ｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｍｏｍｅｎｔｓｐｒｏｖｉｄｅｓｕｓｅｆｕｌｓｅｒｉｅｓｅｘｐａｎｓｉｏｎｓ

ｆｏｒｔｈｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｏｂｊｅｃｔｓｈａｐｅｓ．Ｍｏｍｅｎｔｓｈａｖｅｂｅｅｎ

ｕｔｉｌｉｚｅｄａｓｐａｔｔｅｒｎｆｅａｔｕｒｅｓｉｎａｎｕｍｂｅｒｏｆａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，ｓｕｃｈ

ａｓｉｍａｇｅａｎａｌｙｓｉｓ，ｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ，ｏｂｊｅｃｔｉｎｄｅｘｉｎｇａｎｄ

ｉｍａｇｅｍａｔｃｈｉｎｇ．Ｆｏｒｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｍｏｍｅｎｔｓ，ｔｈｅｉｒｂａｓｉｓ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｒｅ ａｌｍｏｓｔ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ， ｓｕｃｈ ａｓ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ

ｍｏｍｅｎｔｓ，ＬｅｇｅｎｄｒｅｍｏｍｅｎｔｓａｎｄＺｅｒｎｉｋｅｍｏｍｅｎｔｓ．Ｔｈｅｓｅ

ｍｏｍｅｎｔｓｈａｖｅｅｓｓｅｎｔｉａｌｄｉｆｆｉｃｕｌｔｉｅｓｆｏｒｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇａｃｃｕｒａｔｅｌｙ

ｄｕｅｔｏｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，

ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙｗｉｔｈｏｒｄｅｒｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ．

Ｔｈｅｍａｉｎｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｔｏｐｒｏｐｏｓｅａｎｅｗ

ｃｌａｓｓｏｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍｏｍｅｎｔｓｎａｍｅｄａｓＦｒａｎｋｌｉｎ ｍｏｍｅｎｔｓ

（ＦＭｓ）ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｆｒａｎｋｌｉｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｆｒａｎｋｌｉｎｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｓｙｓｔｅｍｉｓａｃｌａｓｓｏｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｓｐｌｉｎｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｈｉｃｈｉｓ

ｃｏｍｐｏｓｅｄｏｆａｓｅｒｉｅｓｏｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｐｉｅｃｅｗｉｓｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆ

ｄｅｇｒｅｅｏｎｅ．Ｉｔｓｕｇｇｅｓｔｓｔｈａｔｂｅｓｉｄｅｓｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ，ＦＭｓｃａｎ

ｋｅｅｐｔｈｅｏｒｄｅｒｏｆｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｎｏｎｌｙｄｅｇｒｅｅｏｆｏｎｅ．Ｔｈｅ

ｅｘａｃｔｖａｌｕｅｓｏｆＦＭｓｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｄｉｒｅｃｔｌｙ ｗｉｔｈｓｍａｌｌ

ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｆｆｏｒｔ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｉｍａｇｅｓ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｆｒｏｍＦｒａｎｋｌｉｎｍｏｍｅｎｔｓｈａｖｅｌｏｗｅｒｅｒｒｏｒｔｈａｎ

ｔｈａｔｏｆｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｍｏｍｅｎｔｓ．

７４１１６期 陈　伟等：一类新的正交矩Ｆｒａｎｋｌｉｎ矩及其图像表达


