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收稿日期：２０１７１２０１；在线出版日期：２０１８０６１８．本课题得到国家重点研发计划（２０１７ＹＦＢ０２０２１０５，２０１６ＹＦＢ０２００８０３，２０１７ＹＦＢ０２０２３０２）、
国家自然科学基金青年基金（６１６０２４４３）、国家自然科学基金重点基金（６１２７２１３６）、国家自然科学基金创新群体（６１５２１０９２）、广东省重大
科技专项项目（２０１５Ｂ０１０１０８００６）资助．陈　暾，博士研究生，主要研究方向为高性能计算、并行编程．Ｅｍａｉｌ：ｃｈｅｎｔｕｎ＠ｉｃｔ．ａｃ．ｃｎ．李志豪
（通信作者），博士研究生，主要研究方向为高性能计算、异构计算．贾海鹏，博士，高级工程师，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究方向
为高性能计算、众核编程方法、面向众核平台的关键优化技术研究．张云泉，博士，研究员，中国计算机学会（ＣＣＦ）杰出会员，主要研究领
域为高性能计算及并行数值软件、并行计算模型．

基于犃犚犕狏８平台的多维犉犉犜实现与优化研究
陈　暾１），２）　李志豪１），２）　贾海鹏１）　张云泉１）

１）（中国科学院计算技术研究所计算机体系结构国家重点实验室　北京　１００１９０）
２）（中国科学院大学　北京　１００１９０）

摘　要　ＦＦＴ（快速傅里叶变换）是用于计算离散傅里叶变换（ＤＦＴ）或其逆运算的快速算法，它广泛应用于工程、
科学和数学计算．到目前为止，鲜有基于ＡＲＭ平台的高性能ＦＦＴ算法的实现和优化，然而，随着ＡＲＭｖ８处理器
应用的日益广泛，研究ＦＦＴ算法在ＡＲＭ平台上高性能实现日益重要．该文在ＡＲＭｖ８平台上实现和优化了一个
高性能的多维ＦＦＴ算法库：ＰｅｒｆＦＦＴ，通过ＦＦＴ蝶形网络优化、蝶形计算优化、蝶形自动生成、ＳＩＭＤ优化、内存对
齐、ｃａｃｈｅａｗａｒｅ的分块算法和高效转置等优化方法的应用，显著提升了ＦＦＴ算法的性能．实验结果表明，ＰｅｒｆＦＦＴ
相比目前应用最为广泛的开源ＦＦＴ库ＦＦＴＷ实现了１０％～５９１％的性能提升，而相比ＡＲＭ高性能商业库ＡＲＭ
ＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＬｉｂｒａｒｙ实现了１３％～４４％的性能提升．

关键词　ＡＲＭｖ８；ＦＦＴ算法；ＦＦＴＷ；ＡＲＭＰＬ；ＳＩＭＤ优化；Ｃａｃｈｅ优化；矩阵分块
中图法分类号ＴＰ３９３　　　犇犗犐号１０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０１９．０２３８４
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ＣＨＥＮＴｕｎ１），２）　ＬＩＺｈｉＨａｏ１），２）　ＪＩＡＨａｉＰｅｎｇ１）　ＺＨＡＮＧＹｕｎＱｕａｎ１）
１）（犛狋犪狋犲犓犲狔犔犪犫狅狉犪狋狅狉狔狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犃狉犮犺犻狋犲犮狋狌狉犲，犐狀狊狋犻狋狌狋犲狅犳犆狅犿狆狌狋犻狀犵犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犆犺犻狀犲狊犲犃犮犪犱犲犿狔狅犳犛犮犻犲狀犮犲狊，犅犲犻犼犻狀犵　１００１９０）

２）（犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犆犺犻狀犲狊犲犃犮犪犱犲犿狔狅犳犛犮犻犲狀犮犲狊，犅犲犻犼犻狀犵　１００１９０）

犃犫狊狋狉犪犮狋　ＷｉｔｈｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆＡＲＭａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙｔｈｅｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｏｆＡＲＭｖ８
ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，ＡＲＭ’ｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｆｉｅｌｄｓａｒｅｍｏｒｅａｎｄｍｏｒｅｅｘｔｅｎｓｉｖｅ．ＲｅｓｅａｒｃｈｏｎＡＲＭａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ
ｈａｓｂｅｃｏｍｅａｈｏｔｓｐｏｔ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｉｔｉｓｉｍｐｏｒｔａｎｔｔｏｂｕｉｌｄａｃｏｍｐｌｅｔｅＡＲＭｓｏｆｔｗａｒｅｅｃｏｓｙｓｔｅｍ．
Ｉｔｉｓｏｆｇｒｅａｔｒｅｓｅａｒｃｈｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅａｎｄｐｒａｃｔｉｃａｌｖａｌｕｅｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆ
ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ（ＦＦＴ）ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎＡＲＭｖ８ｐｌａｔｆｏｒｍ．Ｉｔｓｃｏｍｐｕｔｉｎｇａｂｉｌｉｔｙｈａｓｂｅｅｎ
ｇｒｅａｔｌｙｉｍｐｒｏｖｅｄａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎａｒｅａｈａｓｂｅｃｏｍｅｍｏｒｅｅｘｔｅｎｓｉｖｅ．ＦＦＴｉｓａｆａｓｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ（ＤＦＴ）ｏｒｉｔｓｉｎｖｅｒｓｅｏｐｅｒａｔｉｏｎ．Ｉｔｉｓｗｉｄｅｌｙｕｓｅｄｉｎ
ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ｓｃｉｅｎｃｅａｎｄｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ．Ｓｏｆａｒ，ｔｈｅｒｅｉｓａｌｉｔｔｌｅｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆ
ｈｉｇｈｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎＡＲＭｐｌａｔｆｏｒｍ．Ｗｅｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｎｄｏｐｔｉｍｉｚｅａｈｉｇｈ
ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＦＦＴｌｉｂｒａｒｙｏｎｔｈｅＡＲＭｖ８ｐｌａｔｆｏｒｍｗｈｉｃｈｉｓＰｅｒｆＦＦＴ．Ｉｔｉｓｏｐｔｉ
ｍｉｚｅｄｂｙＦＦＴｂｕｔｔｅｒｆｌｙｎｅｔｗｏｒｋｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ｂｕｔｔｅｒｆｌｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ｂｕｔｔｅｒｆｌｙａｕｔｏｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ，
ＳＩＭＤｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ａｓｓｅｍｂｌｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ｍｅｍｏｒｙａｌｉｇｎｍｅｎｔ，ｃａｃｈｅａｗａｒｅｂｌｏｃｋｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
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ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍａｔｒｉｘｔｒａｎｓｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｔｈｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．Ｔｈｅｓｅａｐｐｒｏａｃｈｅｓｇｒｅａｔｌｙｅｎｈａｎｃｅ
ｔｈｅＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ．ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｓｈｏｗｔｈａｔＰｅｒｆＦＦＴａｃｈｉｅｖｅｓａ１０％
ｔｏ５９１％，ａｎｄ１３％ｔｏ４４％ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｃｏｍｐａｒｅｄｔｏＡＲＭｈｉｇｈｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ
ｃｏｍｍｅｒｃｉａｌｌｉｂｒａｒｙ（ＡＲＭＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＬｉｂｒａｒｙ）．Ｏｕｒｍａｉｎｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓａｒｅａｓｆｏｌｌｏｗｓ：Ｆｉｒｓｔ，
ｗｅｐｒｏｐｏｓｅａｓｅｔｏｆＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｎＡＲＭｖ８ｐｌａｔｆｏｒｍ，ｗｈｉｃｈ
ｎｏｔｏｎｌｙｉｍｐｒｏｖｅｓｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｎＡＲＭｖ８ｐｌａｔｆｏｒｍ，ｂｕｔａｌｓｏｈａｓｐｒａｃｔｉｃａｌ
ＧｕｉｄｉｎｇｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅｆｏｒｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｏｔｈｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｏｎＡＲＭｐｌａｔｆｏｒｍ．Ｓｅｃｏｎｄ，ｗｅｐｒｏ
ｐｏｓｅａｓｅｔｏｆＦＦＴｂｕｔｔｅｒｆｌｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｃｏｄｅａｕｔｏｍａｔｉｃｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ．Ａｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｔｅｍ
ｐｌａｔｅｉｓｆｏｒｍｅｄｂｙａｂｓｔｒａｃｔｉｎｇａｎｄｅｘｔｒａｃｔｉｎｇｔｙｐｉｃａｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｐａｔｔｅｒｎｓｏｆｂｕｔｔｅｒｆｌｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ
ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒａｄｉｘｏｆｔｈｅＦＦＴ．Ａｎｄｏｎｔｈｉｓｂａｓｉｓ，ｉｔｃａｎａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｈｉｇｈｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ
ｃｏｄｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒａｄｉｘＦＦＴｂｕｔｔｅｒｆｌｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ．ＢｙａｎａｌｙｚｉｎｇｔｈｅＦＦＴ’ｓｖａｒｉｏｕｓｒａｄｉｘｂｕｔｔｅｒｆｌｙ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ，ｗｅａｂｓｔｒａｃｔｔｈｅｃｏｒｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌｉｎｔｏａｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｔｅｍｐｌａｔｅ
ｌｉｂｒａｒｙ，ｔｈｕｓｒｅａｌｉｚｉｎｇｔｈｅａｕｔｏｍａｔｉｃｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｏｆＦＦＴｂｕｔｔｅｒｆｌｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ．Ｓｐｅｃｉｆｉｃｓｔｅｐｓａｒｅａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：（１）Ｂｕｉｌｄｉｎｇａｎａｔｏｍｉｃｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｅｍｐｌａｔｅｌｉｂｒａｒｙ．（２）Ｂｕｉｌｄｉｎｇａｈｙｂｒｉｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇ
ｔｅｍｐｌａｔｅｌｉｂｒａｒｙ．（３）ＴｈｅｂｕｔｔｅｒｆｌｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒａｄｉｘＮｉｓａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ．（４）
ＳＩＭＤｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ：Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｅｍｐｌａｔｅｌｉｂｒａｒｙｏｂｔａｉｎｅｄａｂｏｖｅ，ａｍａｐｐｉｎｇｏｆｔｈｅ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｅｍｐｌａｔｅｔｏｔｈｅＳＩＭＤｏｐｔｉｍｉｚｅｄｔｅｍｐｌａｔｅｌｉｂｒａｒｙｃａｎｂｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ．Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙ，ａｓｅｔ
ｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｄｅｔｅｍｐｌａｔｅｓａｒｅｕｓｅｄｔｏｏｂｔａｉｎａＳＩＭＤｉｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅｔｈａｔｍａｔｃｈｅｓｔｈｅｃ
ｃｏｄｅ，ａｎｄｔｈｅｈｉｇｈｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｄｅｔｅｍｐｌａｔｅｉｓｃｏｍｂｉｎｅｄｔｏｏｂｔａｉｎａｂｕｔｔｅｒｆｌｙ
ｃｏｍｐｕｔｉｎｇｋｅｒｎｅｌｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒａｄｉｘ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｗｅｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｈｉｇｈｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｌｉｂｒａｒｙ：ＰｅｒｆＦＦＴ．ＣｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈＦＦＴＷａｎｄＡＲＭＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＬｉｂｒａｒｙ，ＰｅｒｆＦＦＴ
ｉｓｔｈｅｈｉｇｈｅｓｔｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＦＦＴｌｉｂｒａｒｙｏｎＡＲＭｖ８ｐｌａｔｆｏｒｍ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ＡＲＭｖ８；ＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ＦＦＴＷ；ＡＲＭＰＬ；ＳＩＭＤｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ；Ｃａｃｈｅｏｐｔｉｍｉｚａ
ｔｉｏｎ；ｍａｔｒｉｘｂｌｏｃｋ

１　引　言
ＦＦＴ（ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ）是用于计算离

散傅立叶变换（ＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＦＴ）
或其逆运算的快速算法，是ＩＥＥＥ科学与工程计
算期刊评选的２０世纪十大算法之一，在工程、科学
和数学领域的应用非常广泛［１］．如在国际大科学
工程———平方公里阵列射电望远镜（ＳｑｕａｒｅＫｉｌｏｍｅｔｅｒ
Ａｒｒａｙ，ＳＫＡ）项目中，ＦＦＴ是数据处理的五大算法
之一，其计算量占总计算量的４０％．同时，随着ＡＲＭ
架构的发展，特别是ＡＲＭｖ８架构的推出，ＡＲＭ的
应用领域越来越广泛，基于ＡＲＭ架构的服务器的
研究已经成为研究热点．因此，构建完善的ＡＲＭ软
件生态越来越重要，研究ＦＦＴ算法在ＡＲＭｖ８平台
的实现与优化具有重要的研究意义和实用价值．

然而，截至目前鲜有ＦＦＴ算法在ＡＲＭ平台上

的实现和优化工作．为此，本文在ＡＲＭｖ８计算平台
上实现和优化了ｒａｄｉｘ２／３／４／５／７／８／９／１１的一维
ＦＦＴ算法，并在此基础上，通过ｃａｃｈｅ感知的分块算
法的应用，实现了一个高性能的多维ＦＦＴ算法库：
ＰｅｒｆＦＦＴ．通过ＦＦＴ蝶形网络优化、蝶形计算优化、
蝶形自动生成、ＳＩＭＤ优化、内存对齐、ｃａｃｈｅａｗａｒｅ
的分块算法和高效转置算法，本文实现的ＦＦＴ算法
库达到了非常高的性能．实现结果表明：在ＡＲＭ
ＣｏｒｔｅｘＡ５７计算平台上，相对于ＦＦＴＷ３．３．６（目前
应用最为广泛的开源ＦＦＴ库），本文实现的ＦＦＴ算
法库达到了１０％～５９１％的性能提升；相对于ＡＲＭ
ＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＬｉｂｒａｒｙ①（ＡＲＭ高性能商业库），本文
实现的ＦＦＴ算法达到了１３％～４４％的性能提升．

本文的主要贡献如下：
（１）本文提出了一整套ＦＦＴ算法在ＡＲＭｖ８平
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台上实现和优化的方案，不仅提升了ＦＦＴ算法在
ＡＲＭｖ８平台上的性能，而且对其它算法在ＡＲＭ平
台上的实现和优化都具有实际的指导意义．

（２）提出了一套ＦＦＴ蝶形计算代码自动生成方
案．通过对ＦＦＴ不同基的蝶形计算的典型计算模式
的抽象和提取，形成计算模板．并在此基础上，自动
生成ＦＦＴ不同基的蝶形计算高性能代码．

（３）本文实现了一个高性能的多维ＦＦＴ算法
库：ＰｅｒｆＦＦＴ．通过与ＦＦＴＷ和ＡＲＭＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ
Ｌｉｂｒａｒｙ的性能对比表明ＰｅｒｆＦＦＴ是目前ＡＲＭ平
台上性能最高的多维ＦＦＴ库．

本文第１节介绍相关工作；第２节介绍本文的
背景知识；在第３节介绍ＦＦＴ算法在ＡＲＭｖ８平台
上的实现；第４节详细讨论ＦＦＴ算法在ＡＲＭｖ８平
台上的优化方法；第５节通过实验验证优化方法的
效果，并结合优化方法做简要分析；最后是总结与下
一步工作展望．

２　背景介绍
２１　犃犚犕狏８架构

ＡＲＭｖ８是首款支持６４位指令集的ＡＲＭ处理
器架构，包含了３２ｂｉｔ与６４ｂｉｔ的执行状态．ＡＲＭｖ８
在引入了６４ｂｉｔ寄存器执行能力的基础之上，向后
兼容ＡＲＭｖ７架构的机制．

图１　ＡＲＭｖ８架构浮点寄存器图

ＡＲＭｖ８除提供了３１×６４ｂｉｔ通用寄存器外，还
提供了３２个１２８ｂｉｔ浮点寄存器（Ｖ０～Ｖ３１），如图
１所示，其中标量指令浮点操作数存储在浮点寄存
器的低地址，如Ｑ０、Ｄ０、Ｓ０、Ｈ０、Ｂ０分别在浮点寄存
器Ｖ０中占低１２８ｂｉｔ、６４ｂｉｔ、３２ｂｉｔ、１６ｂｉｔ、８ｂｉｔ．向量
指令浮点操作可以处理多个浮点操作数，如
Ｖ０．２Ｄ、Ｖ０．４Ｓ、Ｖ０．８Ｈ、Ｖ０．１６Ｂ分别处理浮点寄
存器Ｖ０中的２个６４ｂｉｔ、４个３２ｂｉｔ、８个１６ｂｉｔ、

１６个８ｂｉｔ浮点操作数．浮点寄存器（Ｖ０～Ｖ３１）用于
处理标量浮点指令操作数和所有用于ＮＥＯＮ操作
的向量操作数．在执行指令的过程中，一条指令就能
处理多个操作数，由此可以提高指令执行效率，提升
性能．在ＳＩＭＤ优化过程中，浮点寄存器扮演着十分
关键的角色．
２２　犉犉犜算法介绍

ＦＦＴ算法的公式早在１８０５年就已被推导出
来，在１９６５年ＦＦＴ的基本思想得到了普及．美国著
名数学家威廉·吉尔伯特·斯特朗在１９９４年把ＦＦＴ
描述为“我们一生中最重要的数值算法”，并被评为
“２０世纪的十大算法”之一．ＦＦＴ是离散傅立叶变换
（ＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＦＴ）的快速算法，
而ＤＦＴ是将信号时域上的采样变换到其频域上的采
样．对于长度为犖的复数序列狓，其中狓＝狓０，…，
狓狀－１，离散傅立叶变换（ＤＦＴ）的计算公式为

犡犽＝∑
犖－１

狀＝０
狓狀ｅ－犼２π犽狀犖，犽＝０，…，犖－１ （１）

库利图基（ＣｏｏｌｅｙＴｕｋｅｙ）ＦＦＴ算法是目前应用最
广泛、最流行的ＦＦＴ算法．利用式（１）给出的公式，
将公式中的项在时域上进行重新分组，并将ｅ－犼２π犽狀犖
用犠狀犽

犖进行替换，其中，替换后的犠狀犽
犖被称之为

“旋转因子”（ｔｗｉｄｄｌｅｆａｃｔｏｒ），亦称为“蝶形因子”．根
据旋转因子在计算过程中出现的不同的位置，可以
将ＦＦＴ算法分为时域抽取（ＤｅｃｉｍａｔｉｏｎＩｎＴｉｍｅ，
ＤＩＴ）和频域抽取（ＤｅｃｉｍａｔｉｏｎＩｎＦｒｅｑｕｅｎｃｙ，ＤＩＦ）
两大类．时域抽取（ＤＩＴ）的旋转因子出现在计算的
输入端，而频域抽取（ＤＩＦ）的旋转因子则出现在计
算的输出端．且如果采用时域抽取（ＤＩＴ），数据输
入是按照“位元翻转”（ｂｉｔｒｅｖｅｒｓｅｄｏｒｄｅｒ）来进行排
列，数据输出则是会依序排列；而如果采用频域抽取
（ＤＩＦ），那么情况恰好相反，数据输入是依序排列，
数据输出则是会按照“位元翻转”（ｂｉｔｒｅｖｅｒｓｅｄ
ｏｒｄｅｒ）来进行排列．如图２所示，以ｒａｄｉｘ２ＦＦＴ算
法为例，介绍了库利图基ＦＦＴ算法的特性．从图中
可以看出，蝶形网络可以抽象出三层：ｓｔａｇｅｓｅｃｔｉｏｎ
ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ，例如第一个ｓｔａｇｅ中包含４个ｓｅｃｔｉｏｎｓ，
每一个ｓｅｃｔｉｏｎ中包含一个蝶形；第二个ｓｔａｇｅ中包
含２个ｓｅｃｔｉｏｎｓ，每个ｓｅｃｔｉｏｎ包含两个蝶形．需要注
意的是，如无特殊说明，本文后面的ＦＦＴ算法是指
库利图基（ＣｏｏｌｅｙＴｕｋｅｙ）ＦＦＴ算法．
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图２　ｒａｄｉｘ２ＦＦＴ时域抽取与频域抽取图［２］

３　相关工作
目前常用的ＦＦＴ库有ＦＦＴＷ［３］、ＰＦＦＴ［４］、

ＭＰＦＦＴ［５］、ＣＵＦＦＴ①、ＰＫＵＦＦＴ［６］等．除ＦＦＴＷ
外，算法库并没有针对ＡＲＭ平台的实现和优化．
ＦＦＴＷ（ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｔｈｅＷｅｓｔ）是
ＭＩＴ的Ｆｒｉｇｏ和Ｊｏｈｎｓｏｎ开发的自适应优化ＦＦＴ
软件包，同时支持共享存储多线程并行和ＭＰＩ并
行，其运算性能远远领先目前已有的其他ＦＦＴ软
件．ＦＦＴＷ选择了过去４０年的各种好的ＦＦＴ算
法，包括ＣｏｏｌｅｙＴｕｋｅｙ算法、ＰｒｉｍｅＦａｃｔｏｒ算法、
Ｒａｄｅｒ算法、Ｓｐｌｉｔｒａｄｉｘ算法等［７８］．

（１）ＳｐｌｉｔｒａｄｉｘＦＦＴ算法
分裂基算法（ＳｐｌｉｔｒａｄｉｘＦＦＴＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＳＲＡ）

由Ｄｕｈａｍｅｌ和Ｈｏｌｌｍａｎ于１９８４提出．分裂基算法
是目前众多ＦＦＴ算法中乘法和加法次数最少的算
法，而且它具有良好的运算结构，以及较短的运算
程序［９］．

由此它被认为是一种实用并且高效的ＦＦＴ算
法．分裂基算法的乘法运算复杂度接近理论上的最
小值［１０］．基本思路就是对偶序列使用基２ＦＦＴ算
法，对奇序列使用基４ＦＦＴ算法，可将ＤＦＴ式（１）
进行分裂基ＦＦＴ变换分解为如式（２）所示．
犡犽＋犖（ ）４＝犡１犽＋犖（ ）４－犼犠犽

犖犡２（犽）＋犼犠３犽
犖犡３（犽），

犡犽＋犖（ ）２＝犡１（犽）－犠犽
犖犡２（犽）－犠３犽

犖犡３（犽），

犡犽＋３犖（ ）４＝犡１犽＋犖（ ）４＋犼犠犽
犖犡２（犽）－犼犠３犽

犖犡３（犽）
（２）

以输入规模犖为１６的分裂基蝶形为例，其蝶形图
如图３所示．

图３　输入犖为１６的ＳｐｌｉｔｒａｄｉｘＦＦＴ蝶形图
（２）ＰｒｉｍｅＦａｃｔｏｒ算法
互质因子算法（ＰｒｉｍｅＦａｃｔｏｒＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＰＦＡ）

最早由Ｇｏｏｄ和Ｔｈｏｍａｓ提出．它是把输入规模为
犖的离散傅里叶变换（ＤＦＴ）分解为犖１×犖２大小的
二维ＤＦＴ，其中犖１与犖２互质．变成大小为犖１和
犖２的ＤＦＴ之后，可以继续递归使用ＰＦＡ，或选择其
他ＦＦＴ算法来计算［１１］．假设犖＝犖１×犖２，犖１与犖２
互质，然后把输入狀和输出犽对应到式：
狀＝（狀１×犖２＋狀２×犖１）ｍｏｄ犖，
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狀１∈０～犖１－１，狀２∈０～犖２－１，
犽＝（犽１×犖－１２×犖２＋犽２×犖－１

１×犖１）ｍｏｄ犖，
犽１∈０～犖１－１，犽２∈０～犖２－１，

其中，犖－１
１表示犖１在模犖２下的反元素，即犖－１

１为
满足（犖－１

１×犖１）ｍｏｄ犖２＝１的最小自然数．对
ＤＦＴ式（１）进行ＰＦＡ分解得到式（３）：
ｅ－２π犻犖狀犽＝ｅ－２π犻犖（狀１×犖２＋狀２×犖１）犽＝ｅ－

２π犻
犖１
狀１犽１ｅ－

２π犻
犖２
狀２犽２．

即 犡（犽１，犽２）＝∑
犖１－１

狀１＝０
∑
犖２－１

狀２＝０
狓（狀１，狀２）犠犽１狀１

犖１犠
犽２狀２
犖２

（３）
互质因子算法将一维的ＤＦＴ问题转变为多维问题
来进行计算．相对于ＣｏｏｌｅｙＴｕｋｅｙＦＦＴ算法来说，
ＰｒｉｍｅＦａｃｔｏｒ算法虽然在浮点计算量上有所减少，
但是因为其复杂的映射关系，这将导致更多的数据
存取，因此该算法适用于数据存取开销小于浮点计
算开销的平台架构．

（３）Ｒａｄｅｒ’ｓＦＦＴ算法
Ｒａｄｅｒ算法是针对输入规模为质数ＤＦＴ的快

速算法，该算法的精髓在于将规模为狀的ＤＦＴ进行
长度为狀－１的循环卷积来表示［１２］．假设犡犽为输入
规模为犖的ＤＦＴ如式（１），犵－犽是犵犽的反元素，犵－犽
为满足（犵－犽×犵犽）ｍｏｄ犖＝１的最小自然数，则犡犽可
分解为式：

犡０＝∑
犖－１

狀＝０
狓狀，

犡犵－犽＝狓０＋∑
犖－２

狀＝０
狓犵狀ｅ－

２π犻
犖犵

－（犽－狀），犽∈０～犖－２（４）
式（４）可归纳为长度为犖－１的两个序列犪狀和

犫狀（狀＝０，…，犖－２）的循环卷积，其中犪狀和犫狀定义为
犪狀＝狓犵狀、犫狀＝ｅ－

２π犻
犖犵
狀，根据卷积定理得到式（５）：

犡犵－犽－狓０＝犇犉犜－１（犇犉犜犪狀×犇犉犜犫狀）（５）
ＦＦＴＷ从ＦＦＴＷ３．３．１版本开始进行针对

ＡＲＭ平台的实现和优化，并实现了非常高的性能．
ＦＦＴＷ将作为本文研究工作的性能比较对象．除
ＦＦＴＷ外，ＡＲＭ公司也推出了针对ＡＲＭｖ８平台
的高性能商业库：ＡＲＭＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＬｉｂｒａｒｙ，里面
也包含了高性能的ＦＦＴ实现．这个库也将作为本文
研究工作的性能比较对象．

类似于本文提出的蝶形计算代码自动生成模
板，基于模板的代码自动生成优化框架ＡＵＧＥＭ
在ＢＬＡＳ（ＢａｓｉｃＬｉｎｅａｒＡｌｇｅｂｒａＳｕｂｐｒｏｇｒａｍｓ，基
础线性代数程序集）中得到很好的应用，它可以在多

核ＣＰＵ上为几种密集线性代数ＤＬＡｋｅｒｎｅｌ（如
ＧＥＭＭ，ＧＥＭＶ，ＡＸＰＹ和ＤＯＴ）自动生成完全优
化的汇编代码．以ＤＬＡ内核的简单Ｃ实现为输入，
它通过四个组件（优化的Ｃ内核生成器，模板识别
器，模板优化器和汇编内核生成器）自动为输入代码
生成高效的汇编ｋｅｒｎｅｌ［１３］．ＡＵＧＥＭ构造自动生成
的ＧＥＭＭ内核的平均性能在ＩｎｔｅｌＳａｎｄｙＢｒｉｄｇｅ
处理器上相对于ＩｎｔｅｌＭＫＬ，ＡＴＬＡＳ和ＧｏｔｏＢＬＡＳ
分别提高１．４％，３．３％和８９．５％．

４　犉犉犜在犃犚犕狏８平台的实现
通常情况下，库利图基（ＣｏｏｌｅｙＴｕｋｅｙ）ＦＦＴ

算法的实现涉及两步关键计算：旋转因子生成与蝶
形计算．以基４时域抽取（ＤＩＴ）ＣｏｏｌｅｙＴｕｋｅｙＦＦＴ
算法为例．当序列长度为犖＝４狀，对ＤＦＴ式（１）进行
时域抽如图４所示．

图４　基４时域抽取ＦＦＴ公式

图中犃犽＝∑
犖／４－１

狀＝０
狓４狀犠４狀犽

犖、犅犽＝∑
犖／４－１

狀＝０
狓４狀＋１犠４狀犽

犖、犆犽＝

∑
犖／４－１

狀＝０
狓４狀＋２犠４狀犽

犖、犇犽＝∑
犖／４－１

狀＝０
狓４狀＋３犠４狀犽

犖为每一级（ｓｔａｇｅ）
的输入数据．

由此可知ＦＦＴ变换的输入数据首先需要乘以
旋转因子，然后再进行对应ｒａｄｉｘ的蝶形计算．最后
得到输出结果．相对于每个基ｒａｄｉｘ都有特有的旋
转因子生成与蝶形计算公式．本节将详细介绍这两
部关键计算步骤．
４１　一维犉犉犜的实现

（１）旋转因子（ｔｗｉｄｄｌｅｓ）的生成
由图４可知，ＦＦＴ变换中首先对输入数据乘以

旋转因子犠狆
犖，狆称为旋转因子的指数．在犖（犖＝

狉犪犱犻狓犕）点ＤＩＴＦＴ运算中，每级都有犖／狉犪犱犻狓个蝶
形，这些蝶形分成犳狊狋狉犻犱犲份，每份平均分配犿狊狋狉犻犱犲
个蝶形．旋转因子的生成如图５所示，其中犠狆

犖＝
犠犻×犼×犳狊狋狉犻犱犲

犖 ，０犻犿狊狋狉犻犱犲－１，１犼狉犪犱犻狓－１．
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犖：输入数据规模．
狉犪犱犻狓：ＦＦＴ变换中蝶形计算的基．
犕：ＦＦＴ变换的总级数，即犖＝狉犪犱犻狓犕．
犳狊狋狉犻犱犲：犳狊狋狉犻犱犲＝狉犪犱犻狓犕－犔（ＦＦＴ变换第犔级蝶形计算的

ｓｅｃｔｉｏｎ数目）．
犿狊狋狉犻犱犲：犿狊狋狉犻犱犲＝狉犪犱犻狓犔－１（ＦＦＴ变换第犔级每一个ｓｅｃｔｉｏｎ

中所包含的蝶形数目）．
狋狑犻犱犱犾犲狊：旋转因子．
１．Ｆｏｒ犻ｆｒｏｍ０ｔｏ犿狊狋狉犻犱犲－１
２．　Ｆｏｒ犼ｆｒｏｍ１ｔｏ狉犪犱犻狓－１
３．　　Ｐｈａｓｅ←－２×π×犳狊狋狉犻犱犲×犼×犻／犖
４．　　狋狑犻犱犱犾犲狊［犿狊狋狉犻犱犲×（犼－１）＋犻］．狉←犮狅狊（狆犺犪狊犲）
５．　　狋狑犻犱犱犾犲狊［犿狊狋狉犻犱犲×（犼－１）＋犻］．犻←狊犻狀（狆犺犪狊犲）
６．　Ｅｎｄｆｏｒ
７．Ｅｎｄｆｏｒ

图５　旋转因子生成伪代码

（２）蝶形计算
根据傅里叶变换式（１）可知，傅里叶变换的实质

就是ＤＦＴ矩阵与输入向量进行矩阵向量乘，可得
其矩阵形式的表示式为狔＝犇犉犜狀狓，其中犇犉犜狀如
式（６）所示．

犇犉犜狀＝

１ １ １ … １
１犠１

狀 犠２
狀 … 犠狀－１

狀

１犠２
狀 犠４

狀 … 犠２（狀－１）
狀

   
１犠狀－１

狀 犠２（狀－１）
狀 …犠（狀－１）（狀－１）

熿

燀

燄

燅狀

（６）

由犇犉犜狀可表示基犖（狉犪犱犻狓犖）的蝶形计算公
式（７），此公式是蝶形计算基本公式，关于蝶形计算
的优化将在４．１节中提到．
　犡（０）＝狓０＋狓１＋狓２＋…＋狓犖－１
犡（１）＝狓０＋犠１

犖狓１＋犠２
犖狓２＋…＋犠狀－１

犖狓犖－１
犡（２）＝狓０＋犠２

犖狓１＋犠４
犖狓２＋…＋犠２（狀－１）

犖 狓犖－１
　
犡（犖－１）＝狓０＋犠犖－１

犖狓１＋犠２（犖－１）
犖 狓２＋…＋

犠（犖－１）（犖－１）
犖 狓犖－１ （７）

（３）实数ＦＦＴ的ｓｐｌｉｔ操作
在进行ＦＦＴ的实数变换时，任何实数都可以看

成虚部为零的复数．以一维Ｒ２Ｃ（ＲｅａｌｔｏＣｏｍｐｌｅｘ）
ＦＦＴ变换为例，输入数据为实数序列狓狀，可以将其
认为是复数序列（狓狀＋犼０），再进行ＦＦＴ变换．但是
这种做法是不可取的，一方面，把实数序列变成复数
序列，存储器要增加一倍，这会需要更多的存储容量
以及访存开销．另一方面，在计算运行时，即使虚部
为零，也要涉及虚部的运算，增加了计算开销．

一种合理的解决方法是利用复数ＦＦＴ对实数
ＦＦＴ进行有效计算．对长度为犖的实数输入序列进
行Ｒ２ＣＦＦＴ变换，首先采用长度为犖／２的复数
ＦＦＴ算法对输入序列进行处理，然后再进行ｓｐｌｉｔ

操作，得到实数Ｒ２ＣＦＦＴ变换后的复数序列．其中
Ｒ２Ｃ的ｓｐｌｉｔ操作原理如下，若要计算实数序列狓狀
的离散傅里叶变换（１）：

　　　犡犽＝∑
犖－１

狀＝０
（狓狀＋犼０）犠狀犽

犖，犽＝０，１，…，犖－１

＝∑
犖／２－１

狀＝０
狓２狀犠２狀犽

犖＋犠犽
犖∑
犖／２－１

狀＝０
狓２狀＋１犠２狀犽

犖

＝∑
犖／２－１

狀＝０
狓２狀犠狀犽

犖／２＋犠犽
犖∑
犖／２－１

狀＝０
狓２狀＋１犠狀犽

犖／２

＝犉犽＋犠犽
犖犌犽，

犉犽＝∑
犖／２－１

狀＝０
狓２狀犠狀犽

犖／２，犌犽＝∑
犖／２－１

狀＝０
狓２狀＋１犠狀犽

犖／２ （８）
只需计算出犉犽、犌犽代入到式（８）．
而犉犽、犌犽的计算流程如下：
首先设狔狀＝狓２狀＋犼狓２狀＋１，狀＝０，１，…，犖２－１，
对复数序列狔狀做输入规模为犖／２的离散傅里叶变
换，则有公式：

犢犽＝∑
犖／２－１

狀＝０
狔狀犠狀犽

犖／２

＝∑
犖／２－１

狀＝０
（狓２狀＋犼狓２狀＋１）犠狀犽

犖／２

＝∑
犖／２－１

狀＝０
狓２狀犠狀犽

犖／２＋犼∑
犖／２－１

狀＝０
狓２狀＋１犠狀犽

犖／２

＝犉犽＋犼犌犽 （９）
因此犉犽＝１２（犢犽＋珚犢犖

２－犽
），犌犽＝犼２（珚犢犖

２－犽
－犢犽）（１０）

综合式（８）、（１０）即可求得实数序列狓狀的离散傅里
叶变换．首先使用复数ＦＦＴ算法计算出犢犽，然后通
过ｓｐｌｉｔ操作式（１０）由犢犽计算出犉犽和犌犽，进而得到
最终结果犡犽．同时可得到

犡０．狉＝犢０．狉＋犢０．犻，犡０．犻＝０，
犡犖／２．狉＝犢０．狉－犢０．犻，犡犖／２．犻＝０．

又因为除犡０、犡犖／２以外，犡犽与犡犽＋犖／２互为共轭，因
此省去共轭部分数据，Ｒ２ＣＦＦＴ的输出数据规模为
犖／２＋１［１４］．
４２　二维犉犉犜的实现

有限域０狀１犖１－１，０狀２犖２－１上的二
维序列犳［狀１，狀２］的离散傅里叶变换定义如下：

犉［犽１，犽２］＝∑
犖１－１

狀１＝０
∑
犖２－１

狀２＝０
犳［狀１，狀２］犠犽２狀２

犖２犠
犽１狀１
犖１
，

０犽１犖１－１，０犽２犖２－１ （１１）
对于离散傅里叶变换，它的内层叠加如式：

∑
犖２－１

狀２＝０
犳［狀１，狀２］犠犽２狀２

犖２
，０狀１犖１－１（１２）
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是以狀１为参变量的一维ＤＦＴ．若以犉［狀１，犽２］
表示此叠加结果，则外层叠加如式：

犉［犽１，犽２］＝∑
犖１－１

狀１＝０
犉［狀１，狀２］犠犽１狀１

犖１
，０犽２犖２－１（１３）

又是以犽２为参变量的一维ＤＦＴ．做犖２点的一
维ＦＦＴ犖１次，即可算出式（１２）；再做犖１点的一维
ＦＦＴ犖２次，即可算出式（１３），从而完成犖１×犖２点序
列的二维ＤＦＴ计算．

总之，二维ＦＦＴ的计算，就是在二维输入数据
上先以行为维度，进行一维ＦＦＴ，然后再以列为维
度，进行一维ＦＦＴ计算．其运算流程如图６（ａ）所示．

根据二维ＦＦＴ的定义和计算规则，本文不仅实
现了复数ＦＦＴ变换，而且实现了实数ＦＦＴ变换，具
体如下：

（１）二维Ｃ２Ｃ（ＣｏｍｐｌｅｘｔｏＣｏｍｐｌｅｘ）ＦＦＴ变换
由离散傅里叶变换式（１１）可知，二维Ｃ２ＣＦＦＴ

变换首先需要对数据行进行Ｃ２Ｃ一维ＦＦＴ变换，
然后对数据列进行Ｃ２Ｃ一维ＦＦＴ变换，其中输入
为狀１×狀２个复数，得到输出为狀１×狀２个复数．运算
流程如图６（ｂ）所示．

（２）二维Ｒ２Ｃ（ＲｅａｌｔｏＣｏｍｐｌｅｘ）ＦＦＴ变换
二维Ｒ２ＣＦＦＴ变换与之类似，先对数据行进

行Ｒ２Ｃ一维ＦＦＴ变换，然后对数据列进行Ｃ２Ｃ一
维ＦＦＴ变换，其中输入为狀１×狀２个实数，由于行向
量在经过一维Ｒ２ＣＦＦＴ变换之后其输出数组位置
在１～狀２／２与狀２／２＋２～狀２－１的数据互为共轭复
数，因此省去数组后狀２／２－２个复数操作数，得到的
输出为狀１×（狀２／２＋１）个复数．运算流程如图６（ｃ）
所示．

（３）二维Ｃ２Ｒ（ＣｏｍｐｌｅｘｔｏＲｅａｌ）ＦＦＴ变换
二维Ｃ２ＲＦＦＴ变换为二维Ｒ２ＣＦＦＴ变换的

逆变换，经过Ｒ２ＣＦＦＴ计算后的数据，可以通过
Ｃ２ＲＦＦＴ变换返回其原始数据．其运算过程为：
先对输入数据的列做一维Ｃ２ＣＦＦＴ变换，再对行做
一维Ｃ２ＲＦＦＴ变换，输入为狀１×（狀２／２＋１）个复
数，得到的输出为狀１×狀２个实数．运算流程如图６
（ｄ）所示．

（４）二维Ｒ２Ｒ（ＲｅａｌｔｏＲｅａｌ）ＦＦＴ变换
二维Ｒ２ＲＦＦＴ变换，先做行上一维Ｒ２ＲＦＦＴ

变换，再做列上一维Ｒ２ＲＦＦＴ变换，由于一维Ｒ２Ｒ
有正逆两种情况分别为Ｒ２ＨＣ、ＨＣ２Ｒ表示．因此二
维Ｒ２Ｒ排列后为四种情况，行列分别为：Ｒ２ＨＣ
Ｒ２ＨＣ、Ｒ２ＨＣＨＣ２Ｒ、ＨＣ２ＲＲ２ＨＣ、ＨＣ２ＲＨＣ２Ｒ．
其输入为狀１×狀２个实数，输出为狀１×狀２个实数．运

算流程如图６（ｅ）所示．

图６　二维ＦＦＴ变换流程图

４３　三维犉犉犜的实现
有限域０狀１犖１－１，０狀２犖２－１，０狀３

犖３－１上的三维序列犳［狀１，狀２，狀３］的离散傅里叶变
换定义：

犉［犽１，犽２，犽３］＝∑
犖１－１

狀１＝０
∑
犖２－１

狀２＝０
∑
犖３－１

狀３＝０
犳［狀１，狀２，狀３］犠犽３狀３

犖３犠
犽２狀２
犖２犠

犽１狀１
犖１
，

０犽１犖１－１，０犽２犖２－１，０犽３犖３－１（１４）
三维ＦＦＴ其基本思想类似于二维ＦＦＴ，它是

以一维ＦＦＴ和二维ＦＦＴ为基础进行实现的．可以
概括为如下两个步骤，以Ｃ２ＣＦＦＴ变换为例具体实
现如图７所示．

（１）针对犣个大小为犡×犢的面进行二维ＦＦＴ
变换；

（２）在犣方向对犡×犢个长度为犣的数据序列
进行一维ＦＦＴ变换．
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图７　三维Ｃ２ＣＦＦＴ变换流程图

５　犉犉犜在犃犚犕狏８平台上的优化
５１　一维犉犉犜的优化

由上节讨论可知，多维ＦＦＴ计算实质上是调用
一维ＦＦＴ计算．因此，提升一维ＦＦＴ的计算性能对
于多维ＦＦＴ计算性能来说至关重要．
５．１．１　蝶形网络优化

（１）去除“位反转”的蝶形网络
上文所提到的时域抽取蝶形网络如图，在数据

输入端要对输入序列进行位反转操作，这样一方面
增加了一次内存存取开销，另一方面不利于混合基
计算框架的搭建．为了更好的把不同的基揉合进同
一个高性能蝶形网络框架，本文引入两个步长控制
器犳狊狋狉犻犱犲和犿狊狋狉犻犱犲，犳狊狋狉犻犱犲用以指示蝶形网络中
每一个层（ｓｔａｇｅ）包含的ｓｅｃｔｉｏｎ数目，而犿狊狋狉犻犱犲则
指示每一个ｓｅｃｔｉｏｎ所包含的蝶形数目，进而统一蝶
形网络的结构，使传统的时域抽取蝶形网络得到顺
序输入，时域抽取蝶形网络如图８所示．

图８　顺序输入时域抽取ＦＦＴ蝶形图

①去除位翻转操作，一方面减少内存访问开
销，另一方面也增加网络框架的可扩展性．

②犳狊狋狉犻犱犲控制器可控制不同的基在每一个
ｓｔａｇｅ中包含的ｓｅｃｔｉｏｎ数目，该控制器相较于“位反
转”预操作，能更好地规范化蝶形网络，方便于统一
蝶形网络以及访存优化．

③犿狊狋狉犻犱犲用以指示每一个ｓｅｃｔｉｏｎ里所包含的
蝶形数目，方便进行ＳＩＭＤ指令优化上层控制．

因此，通过用控制器描述ＦＦＴ蝶形网络的三级
结构（ｓｔａｇｅｓｅｃｔｉｏｎ蝶形），能够统一蝶形网络输入
输出的访存行为，进而统一底层的优化方法．

（２）第一级ＦＦＴ计算单独优化
由图２ＦＦＴ变换算法可知，在进行一维ＦＦＴ

计算时，第一级蝶形计算的旋转因子为犠０
犖＝１，使

用该旋转因子做乘法运算时，并不改变运算结果．因
此，第一级ＦＦＴ计算不需要乘以旋转因子，这是第
一级计算与其它级计算不同的地方．鉴于此，在本文
的ＦＦＴ实现中，将第一级ＦＦＴ计算同其它级的
ＦＦＴ计算分离开，单独进行计算和优化．这样可带
来三方面的好处：首先，降低了内存访问开销，第一
级计算不需要读取旋转因子；其次，降低了计算开
销，第一级计算减少了对旋转因子的乘法开销；最
后，在进行ＳＩＭＤ优化时能够区别这两个阶段分别
进行指令优化：第一级计算结果的写入是不连续的，
需要用ｚｉｐ指令进行数据重组，而其它级计算在采
用ＳＩＭＤ优化时，不需要用ｚｉｐ指令，直接对计算结
果进行ｓｔｏｒｅ操作即可．

（３）小规模优化
当进行ＦＦＴ变化的规模较小（如输入规模为

３、５、７等）时，不需要按照大规模ＦＦＴ计算的方式
进行计算，可直接根据ＦＦＴ算法的定义进行计算即
可．在计算过程中，可直接采用宏定义的方式预设旋
转因子的值，从而减少旋转因子的计算以提升程序
性能．

此外，针对只有两层ｓｔａｇｅ的ＦＦＴ输入序列而
言，同样可以进行小规模优化操作，比如说长度为
９，２５，４９等规模．这种情况可以采用如下方式进行
简化：

①针对于第一个ｓｔａｇｅ，由于其旋转因子均为复
数（１，０），因此可以省略对旋转因子的加载和运算，
减少访存操作和冗余计算；

②针对于第二个ｓｔａｇｅ，使用宏定义方式具体定
义出所需的旋转因子，而无需在内存中存取数据．
５．１．２　蝶形计算优化

程序的主要执行为蝶形计算函数，本文针对蝶
形计算公式，进行分析与优化．此处以ｒａｄｉｘ５为例
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进行说明．利用旋转因子的周期性犠犽＋犖
犖 ＝犠犽

犖，和
对称性犠犽＋犖／２

犖 ＝－犠犽
犖将蝶形计算式（７）简化为如

下形式：
犡（０）＝狓０＋狓１＋狓２＋狓３＋狓４
犡（１）＝狓０＋犠１

５狓１＋犠２
５狓２＋犠－２５狓３＋犠－１

５狓４
犡（２）＝狓０＋犠２

５狓１＋犠－１
５狓２＋犠１

５狓３＋犠－２５狓４
犡（３）＝狓０＋犠－２５狓１＋犠１

５狓２＋犠－１
５狓３＋犠２

５狓４
犡（４）＝狓０＋犠－１

５狓１＋犠－２５狓２＋犠２
５狓３＋犠１

５狓４（１５）
又因为犠犽

５与犠－犽５，其中犽＝０，１，２，在复数坐标
系中的图像关于狓轴对称，也就是说它们有相同的
实部和互为相反数的虚部，根据旋转因子的这种特
性，对式（１５）进行提取并合并同类项化简，最终得到
式（１６）所示的蝶形计算简化公式：
犡（０）＝狓０＋（狓１＋狓４）＋（狓２＋狓３），
犡（１）＝狓０＋犃－犅，
犡（２）＝狓０＋犆＋犇，
犡（３）＝狓０＋犆－犇，
犡（４）＝狓０＋犃＋犅，
犃＝（狓１＋狓４）×犠１

５．狉＋（狓２＋狓３）×犠２
５．狉，

犅＝［（狓１－狓４）×犠１
５．犻＋（狓２－狓３）×犠２

５．犻］×（－犼），
犆＝（狓１＋狓４）×犠２

５．狉＋（狓２＋狓３）×犠１
５．狉，

犇＝［（狓１－狓４）×犠２
５．犻－（狓２－狓３）×犠１

５．犻］×犼（１６）
由式（１６）可知，ｒａｄｉｘ５的蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ中首

先计算相同项狓１＋狓４、狓１－狓４、狓２＋狓３、狓２－狓３，其
次计算相同项是犃、犅、犆、犇，最后可得到ｋｅｒｎｅｌ的
输出结果．这里通过挖掘等式中共同项，使其初始化
后供各公式重复利用，相对于简化前的蝶形计算
ｋｅｒｎｅｌ，减少了大量的浮点计算开销以及代码量．
５．１．３　基于模板的蝶形自动生成

ＦＦＴ对于不同的基（如ｒａｄｉｘ２，３，４，５，７，１１，
１３，…）具有不同的蝶形，需要对每种蝶形进行特定
实现，理论上，有多少个质数，就需要实现多少种不
同的基，其工作量极大，不可能完全手工实现；因此，
在尽量减少手工优化的情况下，实现高效、可移植性
高的ＦＦＴ蝶形计算自动生成代码尤为重要．

在这种情况下，本文通过分析ＦＦＴ各种基的蝶
形计算方式，将其中的核心计算模式抽象为计算模
板库，从而实现了ＦＦＴ蝶形计算的自动生成．具体
步骤如下：

（１）构建原子计算模板库
在蝶形计算自动生成方法中，首先根据ＦＦＴ的

定义，最小化蝶形的计算复杂度，如５．１．２节所述；
然后对ＦＦＴ各种基的蝶形计算方式进行统一和规

范化；最后从ＦＦＴ蝶形计算中抽象出５个核心计算
序列，即原子计算模板，并进一步组成原子计算模板
库．通过这５个原子计算模板的组合，就可以生成各
种ＦＦＴ各种基的蝶形．这５个原子计算模板如图９
所示．

图９　原子计算模板

（２）构建混合计算模板库
以原子计算模板库为基础，从中选择一个或者

多个原子计算模板，组装所需的蝶形计算混合模板，
即为基犖的蝶形计算模板．其中２的幂的蝶形计算
模版相对于非２的幂具有它的独特性，由于２的幂
蝶形计算中的旋转因子ｔｗｉｄｄｌｅｓ具有很强的对称
性，因此在计算中通过合并同类项化简可以省去因
乘以相同ｔｗｉｄｄｌｅｓ值而造成的冗余计算操作，得到
优化后的２的幂蝶形计算模版，该模版减少了乘
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ｔｗｉｄｄｌｅｓ中多余的计算开销，是改进后的高性能蝶
形计算模板．

①２的幂蝶形计算模板
针对于输入规模为２的幂的ＦＦＴ变换，其计算

由ｒａｄｉｘ２，４，８，…，２犕（犕∈犖＋）的混合基构成．本
文以ｒａｄｉｘ２、ｒａｄｉｘ４蝶形计算为例生成蝶形计算模
板，则分别需要１个和２个原子模板进行组装即可．
原子模板分别为ＰＥＲＦ＿ＡＴＯＭ＿ＡＤＤＳＵＢ（）和
ＰＥＲＦ＿ＣＰＸ＿ＡＤＤ＿ＮＥＧ＿Ｉ（），两者具体的组合计算
序列如图１０所示．

图１０　２的幂蝶形计算模板

②非２的幂蝶形计算模板
针对于输入规模为非２的幂的ＦＦＴ变换，其计

算由ｒａｄｉｘ３，５，…，犔犕（犔∈犘，犕∈犖＋）的混合基
构成．由于存在无穷个质数，本文以ｒａｄｉｘ狀的蝶形
计算为例生成蝶形计算模板．则其混合计算模板将
包含３种原子计算模板，分别为

ＰＥＲＦ＿ＦＯＲＭＥＲ＿ＯＤＤ＿ＷＩＴＨ＿Ｆ（）、
ＰＥＲＦ＿ＦＯＲＭＥＲ＿ＯＤＤ＿ＴＷ（）和
ＰＥＲＦ＿ＡＴＯＭ＿ＯＤＤ＿ＡＤＤＳＵＢ（）．
由此三个原子计算模板组装出长度为犿＝［狀／２］

的计算序列，即为ｒａｄｉｘ狀的蝶形计算模板．该计算
序列的组合顺序为
１个ＰＥＲＦ＿ＦＯＲＭＥＲ＿ＯＤＤ＿ＷＩＴＨ＿Ｆ（）、
犿－２个ＰＥＲＦ＿ＦＯＲＭＥＲ＿ＯＤＤ＿ＴＷ（）和
１个ＰＥＲＦ＿ＡＴＯＭ＿ＯＤＤ＿ＡＤＤＳＵＢ（）．
以基７和基１１为例，其蝶形计算模板如图１１．
（３）基犖的蝶形计算自动生成
基于上一步得到的蝶形计算模板，构建基犖的

蝶形如图１２所示．
①针对于２的幂的ＦＦＴ序列长度，直接调用代

码生成部分的ｒａｄｉｘ２／４的蝶形网络序列．
②针对非２的幂，设当前需要为ｒａｄｉｘ狀生成

蝶形计算序列，其所需调用蝶形计算模板的次数为
犿＝［狀／２］次．将生成的蝶形计算模板ｋｅｒｎｅｌｓ嵌入

图１１　非２的幂蝶形计算模版

图１２　基犖蝶形计算自动生成图
到蝶形网络中，生成对应ＦＦＴ分解方式的最终
ＦＦＴ代码．
５．１．４　ＳＩＭＤ优化

（１）汇编优化
ＡＲＭｖ８平台提供了３２个１２８ｂｉｔ的浮点寄存

器，每个浮点寄存器能够存储４个３２ｂｉｔ的单精度
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浮点数．因此，在指令执行期间，一条指令能够处理
４个数据，提高了代码的并行处理能力．同时，ＦＦＴ
计算具有两方面的特征：①每个蝶形计算的内存访
问是不连续的，这就导致了访存效率极低；②每个
蝶形计算是相互独立的，可并行处理多个蝶形计算．
这样情况下，采用ＳＩＭＤ优化，一次完成４个蝶形计
算，可以带来较大的性能提升．这主要得益于两个方
面：一方面ＳＩＭＤ指令可以一次处理多个数据，有效
开发程序的并行性；另一方面可以充分提高ｃａｃｈｅ
ｌｉｎｅ的利用率，减少ｃａｃｈｅｍｉｓｓ．

使用汇编对核心计算进行优化，可更加方便地
控制寄存器的使用和指令的排布，可大幅提升算法
性能．特别是在第一级ＦＦＴ的计算和ＳＩＭＤ优化
中，虽然数据的读取是连续的，但是ＦＦＴ计算结果
的写入是非连续的，此时直接采用汇编指令如ｚｉｐ１
等可方便有效地对数据进行重组．同时，使用ｆａｄｄｐ
指令可有效地处理向量寄存器内部数据的相加以实
现复数乘法以及ｆｍｌａ／ｆｍｌｓ乘加乘减指令，更好地
挖掘性能．

基于上文得到的计算模板库，可构建计算模板
到ＳＩＭＤ优化模板库的映射如图１３所示．具体而
言，本文使用一组参数化代码模版得到与ｃ代码相
匹配的ＳＩＭＤ指令序列，组合该高性能参数化代码
模版得到不同基的蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ．模版具体实施
如下：

①寄存器分组（见下节描述）；
②根据ＡＲＭｖ８硬件平台特性，选择性能最高

的指令；
③优化指令流水，避免流水线ｓｔａｌｌ．
（２）寄存器使用优化
ＡＲＭｖ８共提供了３２个１２８ｂｉｔ的浮点寄存器，

这些寄存器能否充分利用，直接关系到ＦＦＴ程序性
能的提升，特别是在大基的情况下．

寄存器的使用优化的主要思想是根据功能对寄
存器进行分组，并严格定义各组寄存器的使用规则．
在ＦＦＴ的蝶形实现中，将３２个寄存器分成了四组：
输入寄存器组、ｔｗｉｄｄｌｅｓ寄存器组、中间计算结果寄
存器组、输出寄存器组．每组寄存器的使用都有严格
的规范：

①在小基的情况下，如ｒａｄｉｘ３，ｒａｄｉｘ４，ｒａｄｉｘ５
等，寄存器足够使用．那么输入寄存器组只负责存
储输入、ｔｗｉｄｄｌｅｓ寄存器组只负责存储各级的ｔｗｉｄ
ｄｌｅｓ、中间计算结果寄存器组只负责存中间计算结
果，输出寄存器组只负责存储最终的ＦＦＴ计算
结果．

图１３　计算模板ＳＩＭＤ优化
②在大基的情况下，如ｒａｄｉｘ１３，由于每个蝶形

进行ＦＦＴ变换的输入、输出和计算所使用的寄存器
数量都增加，会出现寄存器不够使用的情况．此时需
要寄存器复用：输入寄存器组与ｔｗｉｄｄｌｅｓ寄存器组
在乘旋转因子运算后处于空闲状态，将输入寄存器
组与ｔｗｉｄｄｌｅｓ寄存器组复用为中间结果寄存器组；
同时该组寄存器的前后两次使用中间具有足够多的
计算指令，能够最大程度上避免寄存器间的相互依
赖．这样，在进行蝶形计算操作时寄存器得到最大化
利用，最终避免了堆栈存取指令或内存存取指令的
使用，减少了访存开销，提升了程序性能．

③在特别大基的情况下，如ｒａｄｉｘ１９等，此时
即使复用寄存器，寄存器依然不够用．则只能采用临
时存入内存的方法．在这种情况下，要保证存入内存
的数据以及相关寄存器和到下次使用，中间插入足
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够多的计算指令．
通过寄存器的分组和使用优化，一方面消除了

指令间的中间寄存器依赖，避免了流水线空泡；另一
方面寄存器分组之后，可以抽象出优化模式并且统
一优化方法，从而提升程序性能．
５２　二维犉犉犜的优化
５．２．１　二维ＦＦＴ优化方法

在实现和优化完成一维ＦＦＴ变换后，二维
ＦＦＴ的优化相对简单．唯一需要面对的问题是：在
对数据列进行ＦＦＴ变换时，访存极不连续，这会造
成性能的极大降低．为此，二维ＦＦＴ计算优化的核
心是提升访存数据的连续性，本文使用的主要优化
方法如下：

（１）Ｃａｃｈｅａｗａｒｅ的分块方法
解决在对数据列进行ＦＦＴ变换时，访存极不连

续的初始方法就是：在对数据行进行ＦＦＴ计算后，
对计算结果矩阵进行转置，这样就把对数据列的
ＦＦＴ计算转换为对数据行的ＦＦＴ计算，最后再进
行一次转置操作，即可得到最终计算结果．但这种方
法有两次开销较大的全矩阵转换操作，而且对ｃａｃｈｅ
的利用率特别低，ｃａｃｈｅｍｉｓｓ非常高，降低了ＦＦＴ
计算的性能．对此，本文提出了ｃａｃｈｅａｗａｒｅ的分块
方法，其基本思想是，在对矩阵行进行完ＦＦＴ计算
后，对计算结果矩阵进行按列分块，保证该数据块始
终位于ｃａｃｈｅ中，然后对该数据块进行ＦＦＴ计算，
并将计算结果存放到结果矩阵中．由于数据分块始
终在ｃａｃｈｅ中，可奖励ｃａｃｈｅｍｉｓｓ，从而提升计算性
能．具体为：首先，依据Ｌ２ｃａｃｈｅ的大小制定合适的
分块策略，最大程度的重用ｃａｃｈｅ中的数据．在二维
ＦＦＴ计算过程中：首先，根据输入规模大小计算出
分块列数狀犫，将行计算结果矩阵分块为若干狀１×狀犫
大小的数据块，该数据块应始终位于Ｌ２ｃａｃｈｅ；其次
对该数据分块通过转置操作存储到中间Ｂｕｆｆｅｒ，并
在该Ｂｕｆｆｅｒ中进行ＦＦＴ计算；最后将计算结果转
置存储到最终结果矩阵中．

（２）内存对齐
通过ｃａｃｈｅａｗａｒｅ分块方法的采用，二维ＦＦＴ

计算都转化为了对矩阵行的ＦＦＴ计算，减少了内存
访问的不连续程度，降低了ｃａｃｈｅｍｉｓｓ．然而，在对
矩阵行进行ＦＦＴ变换时，由于输入矩阵规模的不确
定，可能会造成矩阵从第二行开始出现内存不对
齐的现象，这就会降低ｃａｃｈｅｌｉｎｅ利用率，从而降低
程序性能．同时，对于不对齐的向量化访存性能也
会下降．为此，本文在二维ＦＦＴ的实现过程中，通
过对中间Ｂｕｆｆｅｒ每行加Ｐａｄｄｉｎｇ的方式，实现了中
间Ｂｕｆｆｅｒ每行数据的对齐．考虑到ＡＲＭｃａｃｈｅｌｉｎｅ

的大小为６４Ｂｙｔｅ，因此我们将中间Ｂｕｆｆｅｒ每行的数
据都对齐到６４个Ｂｙｔｅ．这样在进行ＦＦＴ计算的
ＳＩＭＤ优化时，每次向量化读取都是一个完整的
ｃａｃｈｅｌｉｎｅ，从而降低了访存开销．通过在中间Ｂｕｆｆｅｒ
上的Ｐａｄｄｉｎｇ操作，性能相比之前有大概６％到８％
的提升．

（３）高效的转置算法
虽然采用了ｃａｃｈｅａｗａｒｅ分块方法，但仍然需

要对数据分块进行两次转置操作．由于传统的两层
ｆｏｒ循环的转置方法性能仍然较低，对程序性能造成
了一定的影响．因此，本文首先通过循环展开，分配
８个行首地址变量，每次循环将矩阵的８个行首地
址分配给该变量，在计算中分别对首地址做４个操
作数的偏移，取矩阵４列数据．该算法将矩阵行展开
８次，列展开４次，每次循环则对一个８行４列的矩
阵子模块进行转置运算．这样一方面增加了数据连
续性，提高了ｃａｃｈｅ利用率；另一方面，减少了循环
变量的计算，降低了计算开销．其次在转置运算中使
用了ＳＩＭＤ指令进行优化，将每次循环展开的４个
数据列，用单条ＳＩＭＤ指令进行处理，使得每次赋值
运算并行化，提升了转置算法的性能．
５．２．２　二维ＦＦＴ变换优化流程

（１）二维Ｃ２Ｃ（ＣｏｍｐｌｅｘｔｏＣｏｍｐｌｅｘ）ＦＦＴ变换
二维Ｃ２Ｃ的ＦＦＴ变换优化后的流程如图１４

（ａ）所示，首先将输入矩阵数据在行上做一维Ｃ２Ｃ
ＦＦＴ变换，将结果存入已加ｐａｄｄｉｎｇ的ｂｕｆｆｅｒ０中，
然后将数据按照狀犫×狀１大小分块，接着转置存入
ｂｕｆｆｅｒ１中，以便接下来在列上进行一维Ｃ２ＣＦＦＴ
变换，最后按照分块大小做Ｃ２ＣＦＦＴ变换转置存入
输出矩阵中．

（２）二维Ｒ２Ｃ（ＲｅａｌｔｏＣｏｍｐｌｅｘ）ＦＦＴ变换
二维Ｒ２ＣＦＦＴ变换首先在行上做一维ｒ２ｃ

ＦＦＴ变换，Ｒ２ＣＦＦＴ变换包含Ｃ２Ｃ变换和ｓｐｌｉｔ操
作两步（ｓｐｌｉｔ用于实数ＦＦＴ变换），在做完Ｃ２Ｃ
ＦＦＴ变换后需要做一个ｓｐｌｉｔ转换，因为ｓｐｌｉｔ转换
不需要涉及一维ＦＦＴ变换的ｋｅｒｎｅｌ，因此转置操作
可以在ｓｐｌｉｔ数据存储时进行，二维Ｒ２Ｃ的ＦＦＴ变
换流程如图１４（ｂ）所示．

（３）二维Ｃ２Ｒ（ＣｏｍｐｌｅｘｔｏＲｅａｌ）ＦＦＴ变换
二维Ｃ２ＲＦＦＴ变换是二维Ｒ２ＣＦＦＴ变换的

逆变换，在优化过程中考虑到第一步是转置操作，因
此ｐａｄｄｉｎｇ加在最后一个ｂｕｆｆｅｒ处．二维Ｃ２Ｒ的
ＦＦＴ变换流程如图１４（ｃ）所示．

（４）二维Ｒ２Ｒ（ＲｅａｌｔｏＲｅａｌ）ＦＦＴ变换
在二维Ｒ２ＲＦＦＴ变换优化时，考虑到一维
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Ｒ２ＲＦＦＴ的正逆Ｒ２ＨＣ、ＨＣ２Ｒ变换，因此二维

图１４　二维ＦＦＴ变换优化后流程示意图

Ｒ２ＲＦＦＴ变换排列后共有４种情况．二维Ｒ２ＨＣ
Ｒ２ＨＣＦＦＴ变换优化后流程图如图１４（ｄ）所示，二
维Ｒ２ＨＣＨＣ２ＲＦＦＴ变换优化后流程图如图１４
（ｅ）所示，二维ＨＣ２ＲＲ２ＨＣＦＦＴ变换优化后流程
图如图１４（ｆ）所示，二维ＨＣ２ＲＨＣ２ＲＦＦＴ变换优
化后流程图如图１４（ｇ）所示，其中Ｒ２ＨＣ与ＨＣ２Ｒ
互为正逆变换，而两者的主要区别为：Ｒ２ＨＣ变换需
要先做完Ｃ２Ｃ后再执行ｓｐｌｉｔ操作，而ＨＣ２Ｒ则是

先执行ｓｐｌｉｔ操作，再做Ｃ２Ｃ．因此在执行Ｒ２ＨＣ时
矩阵转置可以放在ｓｐｌｉｔ操作中进行．
５３　三维犉犉犜的优化

三维ＦＦＴ的优化其基本思想类似于二维ＦＦＴ
的优化，由于基础实现过程中，做犣方向一维Ｃ２Ｃ
ＦＦＴ时数据局部性极差，直接实现将会导致严重的
访存延迟，为此ＰｅｒｆＦＦＴ采用ｃａｃｈｅｂｌｏｃｋｉｎｇ算法，
开辟临时的数组，将进行一维Ｃ２ＣＦＦＴ运算的数
据，转置到临时数组中，对临时数组中的数据进行一
维Ｃ２ＣＦＦＴ操作，然后再把结果转置后写入结果数
组．由于过程中可以根据硬件的ｃａｃｈｅ配置信息开启
合适大小的临时数组，有效提升局部性，最终达到提
升三维Ｃ２ＣＦＦＴ整体性能，其主要过程如图１５所示．

图１５　三维Ｃ２ＣＦＦＴ变换优化后流程示意图

６　性能评估
本节将对二维、三维ＦＦＴ计算优化后的性能进

行详细评估和说明．
６１　测试环境搭建

（１）硬件环境搭建
本文采用ＡＲＭＣｏｒｔｅｘＡ５７ＣＰＵ作为性能测

试平台．ＡＲＭＣｏｒｔｅｘＡ５７ＣＰＵ采用ＡＲＭｖ８架
构．本文的实验环境配置如表１所示．

表１　实验环境配置
操作系统 Ｕｂｕｎｔｕ１５．０４（ＧＮＵ／Ｌｉｎｕｘ３．１９．０ｒｃ４＋ａａｒｃｈ６４）
ＣＰＵ型号ＡＲＭＣＯＲＴＥＸＡ５７
内存容量６４ＧＢ
Ｌ１ｃａｃｈｅ３２ＫＢ
Ｌ２ｃａｃｈｅ２ＭＢ
ｃａｃｈｅｌｉｎｅ６４Ｂｙｔｅ
时钟频率２．１ＧＨｚ

（２）软件环境搭建
本文的性能对比对象有两个：一是目前应用最

为广泛的开源ＦＦＴ算法库：ＦＦＴＷ３．３．６版本；
二是ＡＲＭ公司推出的商业库ＡＲＭＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ
Ｌｉｂｒａｒｙ２．２．０版本，本文将其简称为ＡＲＭＰＬ２．２．０．
本文实现的高性能ＦＦＴ库为ＰｅｒｆＦＦＴ．
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　　本文对比的性能单位为Ｇｆｌｏｐｓ（Ｇｉｇａｆｌｏａｔｉｎｇ
ｐｏｉｎｔｏｐｅｒａｔｉｏｎｐｅｒｓｅｃｏｎｄ）即每秒所执行的浮点计
算次数，计算复杂度为５×狓×狔×狕×（ｌｏｇ狓＋ｌｏｇ狔＋
ｌｏｇ狕）．
６２　性能评估
６．２．１　单精度ＦＦＴ性能评估

图１６、图１７分别展示了单精度下，Ｃ２Ｃ、Ｒ２Ｃ、
Ｃ２Ｒ、Ｒ２Ｒ四种不同的ＦＦＴ计算在二维与三维输入
规模的性能图（ＡＲＭＰＬ２．２．０暂不支持Ｒ２ＲＦＦＴ
变换），从中我们可以看出：无论是输入规模为２的
幂还是输入规模为非２的幂的情况下，ＰｅｒｆＦＦＴ的
性能整体上高于ＦＦＴＷ和ＡＲＭＰＬ．

（１）二维单精度ＦＦＴ性能比较
如图１６所示，ＰｅｒｆＦＦＴ相对于ＦＦＴＷ在二维

单精度Ｃ２Ｃ、Ｒ２Ｃ、Ｃ２Ｒ、Ｒ２Ｒ２的幂ＦＦＴ变换优化
结果中，分别实现了平均２１６％、１６％、１１％、２００％
的加速比，相对于ＡＲＭＰＬ在二维单精度Ｃ２Ｃ、
Ｒ２Ｃ、Ｃ２Ｒ２的幂ＦＦＴ变换优化结果中，分别实现
了平均４０％、４４％、３２％的加速比．
ＰｅｒｆＦＦＴ相对于ＦＦＴＷ在二维单精度Ｃ２Ｃ、

Ｒ２Ｃ、Ｃ２Ｒ、Ｒ２Ｒ非２的幂ＦＦＴ变换优化结果中，分
别实现了平均１０％、１２％、２２％、２９％的加速比，相
对于ＡＲＭＰＬ在二维单精度Ｃ２Ｃ、Ｒ２Ｃ、Ｃ２Ｒ非２的
幂ＦＦＴ变换优化结果中，分别实现了平均１３％、
１７％、３２％的加速比．

二维ＦＦＴ变换性能主要影响因素一方面是由
一维ＦＦＴ变换决定，这部分是热点，占总性能值的
６０％；另一方面是由两次矩阵转置运算决定．由性能
图走势可知：

首先二维单精度ＦＦＴ性能由小规模输入数据
向大规模性能呈现逐渐递减的趋势，当输入数据
列返回至小规模，性能则又从图中极小值骤升至
极大值．其中主要的原因由于当输入规模偏小时，数
据能够完全暂存在２Ｍ的Ｌ２ｃａｃｈｅ中，这样避免了
ｃａｃｈｅ的数据替换，增加了ｃａｃｈｅ利用率，减少了访
存开销，以致于小规模输入数据的性能相对于大规
模偏高；

其次实数ＦＦＴ变换的性能存在个别性能偏低
的情况，这主要是因为实数ＦＦＴ变换中的ｓｐｌｉｔ操
作每次循环需要对数组的首尾数据进行处理，在输
入规模较大的情况下，访存数据不连续，导致ｃａｃｈｅ
中ｃａｃｈｅｌｉｎｅ数据不能一次存入待处理的有效数
据，ｃａｃｈｅ得不到充分利用，因此在实数ＦＦＴ变换时
存在部分性能偏低的数据规模．通过循环展开４次
并且在ｓｐｌｉｔ操作中的数据存取时一并进行转置操

作，使得性能得到明显改善．
（２）三维单精度ＦＦＴ性能比较
如图１７所示，ＰｅｒｆＦＦＴ相对于ＦＦＴＷ在三维

单精度Ｒ２Ｃ、Ｃ２Ｒ、Ｒ２Ｒ２的幂ＦＦＴ变换优化结果
中，分别实现了平均３６％、４７％、５２９％的加速比．
ＰｅｒｆＦＦＴ相对于ＦＦＴＷ在三维单精度Ｒ２Ｃ、

Ｃ２Ｒ、Ｒ２Ｒ非２的幂ＦＦＴ变换优化结果中，分别实
现了平均２％、７％、１５％的加速比．

（３）单精度ＦＦＴ性能分析
在单精度ＦＦＴ变换的优化过程中，由于每一个

单精浮点操作数占相对较少的空间３２ｂｉｔ，因此在优
化的过程中能够更有效地利用ＡＲＭｖ８的硬件特性
进行优化，如每一个浮点寄存器能存储更多操作数、
循环展开优化时展开规模更大等．通过本文所提及
的优化方法如ＳＩＭＤ、循环展开等方法能够获得很
不错的加速比效果．

在多维ＦＦＴ变换优化过程中，采用ｃａｃｈｅａｗａｒｅ
分块优化的方法，依据Ｌ２ｃａｃｈｅ存储容量２ＭＢ的
情况，将矩阵分块为狀１×８的规模大小，从而对每个
数据块单独进行转置操作．在转置过程中，本文根
据分块规模，使用循环展开８次的方法，对每一次数
据存取采用ＳＩＭＤ指令进行操作．这样不仅最大程
度地重用了ｃａｃｈｅ中的数据、而且增加了计算的并
行度．

在实数ＦＦＴ变换的优化过程中，由于实数
ＦＦＴ变换相对于复数ＦＦＴ变换加入了用于数据重
组的ｓｐｌｉｔ操作，该操作是在核函数ｋｅｒｎｅｌ外的实
现，因此本文将ｓｐｌｉｔ操作与其相邻的转置操作合并
在一起处理，在ｓｐｌｉｔ中数据的存储中直接实现转
置，减少了一次矩阵转置．考虑到ｃａｃｈｅ的利用率，
本文在ｓｐｌｉｔ操作中使用ＳＩＭＤ指令的同时，将存储
连续的数据放在一块进行ｌｏａｄ、ｓｔｏｒｅ操作，有效利
用了ｃａｃｈｅ中的暂存数据．

在非２的幂ＦＦＴ变换的优化过程中，考虑到
矩阵的每一行的数据规模并不是按照ｃａｃｈｅｌｉｎｅ
６４Ｂｙｔｅ对齐，在Ｌ１ｃａｃｈｅ取数时则会取入冗余的数
据，因此本文将ｂｕｆｆｅｒ每行补上ｐａｄｄｉｎｇ，使每一行
的数据对齐６４Ｂｙｔｅ，高效地利用了Ｌ１ｃａｃｈｅ．
６．２．２　双精度ＦＦＴ性能评估

（１）二维双精度ＦＦＴ性能比较
图１８显示了双精度情况下，Ｃ２ＣＦＦＴ计算的

性能对比图，从中我们可以看出：当输入规模为２的
幂的情况下，性能相于ＦＦＴＷ达到了１０９％的加速
比，但是和ＡＲＭＰＬ相比不相上下，并没有达到特
别理想的效果．
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图１６　二维ＦＬＯＡＴＦＦＴ性能对比图

图１７　三维ＦＬＯＡＴＦＦＴ性能对比图
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图１８　二维ＤＯＵＢＬＥＦＦＴ性能对比图
当输入规模为非２的幂的情况下，性能相对

ＦＦＴＷ达到了１８％的加速比，相对于ＡＲＭＰＬ达到
了１４％的加速比．

图１９　三维ＤＯＵＢＬＥＦＦＴ性能对比图

（２）三维双精度ＦＦＴ性能比较
如图１９所示，ＰｅｒｆＦＦＴ相对于ＦＦＴＷ在三维

双精度Ｃ２Ｃ、Ｒ２Ｃ、Ｃ２Ｒ、Ｒ２Ｒ２的幂ＦＦＴ变换优化

００４２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１９年

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



结果中，分别实现了平均２８９％、３６％、３８％、５９１％
的加速比．
ＰｅｒｆＦＦＴ相对于ＦＦＴＷ在三维双精度Ｃ２Ｃ、

Ｒ２Ｃ、Ｃ２Ｒ、Ｒ２Ｒ非２的幂ＦＦＴ变换优化结果中，分
别实现了平均４％、８％、２７％、１１％的加速比．

（３）双精度ＦＦＴ性能分析
由以上结果对比可知，绝大多数情况下，双精度

的加速性能相对单精度的加速比有所降低（除几个
ＦＦＴＷ没有实现好的三维ＦＦＴ变换外），主要原因
有两个：

①ＳＩＭＤ优化效果不明显．双精度浮点的大小
为６４ｂｉｔ，ＡＲＭ向量寄存器的长度为１２８ｂｉｔ，这样每
个向量寄存器一次只能处理２个双精度浮点数．

②ＡＲＭ有些双精度浮点数指令性能比较低，
比如ｚｉｐ、ｌｄ２指令等，造成可优化的空间不大．

双精度实数ＦＦＴ计算本文暂时没有实现，这将
是本文未来的主要工作．

综上，ＰｅｒｆＦＦＴ是当前针对ＡＲＭｖ８架构处理
器性能最好的ＦＦＴ库之一．

７　结束语
本文在实现多维ＦＦＴ变换的基础上，提出了蝶

形网络优化、蝶形计算优化、蝶形自动生成、ＳＩＭＤ
优化、内存对齐、ｃａｃｈｅａｗａｒｅ的分块算法和高效转
置算法等优化方法，实现了一个ＡＲＭｖ８平台上的
高性能的多维ＦＦＴ库：ＰｅｒｆＦＦＴ．与现有的高性能
ＦＦＴ软件库ＦＦＴＷ、ＡＲＭＰＬ相比，ＰｅｒｆＦＦＴ性能
都明显高于这两个库的性能．这不仅实现了提升
ＡＲＭｖ８平台ＦＦＴ软件库性能的目标，而且为
ＡＲＭｖ８平台上程序优化提供了新的思路．未来的
主要工作将从双精度ＦＦＴ算法的实现和优化、三维
ＦＦＴ减少ＴＬＢ缺失率优化，两个首要的入手点，最
后，为ＦＦＴ软件库搭建自适应框架也是未来一个重
要的工作，我们着眼于手工优化和自适应优化技术
相结合的方式，进一步提升ＦＦＴ算法库的性能．

致　谢　感谢中国科学院计算技术研究所并行软件
组黄珊、王霄、操庐宁、李晨荻的帮助！
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ｉｓｗｅｌｌａｐｐｌｉｅｄｉｎＢＬＡＳ（ＢａｓｉｃＬｉｎｅａｒＡｌｇｅｂｒａＳｕｂｐｒｏｇｒａｍｓ），
ｗｈｉｃｈｃａｎｂｅｕｓｅｄｏｎｍｕｌｔｉｃｏｒｅＣＰＵｓ．Ｓｅｖｅｒａｌｄｅｎｓｅｌｉｎｅａｒ
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