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摘　要　通过采样部分元素补全低秩矩阵的缺失元素是许多实际应用如图像修复、无线传感网数据收集和推荐系

统等经常遇到的一个颇具挑战性的难题．在机器学习领域，这类问题通常能刻画成矩阵补全问题．虽然现有研究针

对矩阵补全问题已提出了许多有效算法，但这些算法通常仅限于采样元素要么无噪要么仅含少量随机高斯噪声的

补全情形，难以处理实际问题中常见的行结构化噪声．为了解决这个问题，该文首先借助分类器设计中流行的Ｌ２，１

范数正则化技术来平滑此类噪声，并将该问题建模为一类基于Ｌ２，１范数正则化的凸约束优化问题．其次，为了快速

有效地求解，我们将向量空间的线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法和近邻算子技术拓展到矩阵空间，进一步设计了一种鲁棒

的基于线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的结构化噪声矩阵补全算法（ＬｉＢＩＭＣ）．严格的理论分析证明了ＬｉＢＩＭＣ迭代算法的不动

点正是结构化噪声矩阵补全问题的全局最优解．数值实验结果表明，和已有的矩阵补全算法相比，ＬｉＢＩＭＣ算法不

仅能更好地恢复结构化噪声矩阵的缺失元素，还能精确地辨识出采样矩阵中被污染的元素所在行的位置信息．

关键词　矩阵补全；结构化噪声；Ｌ２，１范数正则化；线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代；近邻算子
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１　引　言

近年来，压缩感知理论为信号采集技术带来了

革命性的突破．众所周知，压缩感知理论要求在已知

信号具有稀疏性的条件下对信号进行采集和重构，

而在很多实际问题中，需要重构的目标常常是以矩

阵的形式组织的．因此，压缩感知理论便自然地从向

量空间被拓展至矩阵空间，从而利用矩阵奇异值向

量的稀疏性，通过采样矩阵的部分元素来恢复低秩

矩阵．在机器学习领域，这类问题通常被刻画为矩阵

补全（ＭａｔｒｉｘＣｏｍｐｌｅｔｉｏｎ）问题．迄今为止，矩阵补全

理论已在图像修复［１］、三维运动估计［２］、无线传感网

数据收集［３］、多标记分类［４］、视频去噪［５］和推荐系

统［６］等领域得到了重要应用，也逐渐成为机器学习、模

式识别以及计算机视觉领域的主要研究热点之一．

现有研究针对矩阵补全问题已提出了许多有效

算法．这些算法大致可分为两类：一类是基于核范数

最小化的迭代算法，如ＳＶＴ算法（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅ

Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ）
［７］、ＦＰＣＡ算法（ＦｉｘｅｄＰｏｉｎｔＣｏｎｔｉｎ

ｕａｔｉｏｎｗｉｔｈ ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＳＶＤ）
［８］、ＩＡＬＭ 算 法

（ＩｎｅｘａｃｔＡｕｇｍｅｎｔｅｄＬａｇｒａｎｇｅＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ）
［９］、ＡＤＭ

算法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ）
［１０］、ＯｐｔＳｐａｃｅ

算法［１１］和 ＭＣ＿ＴＮＮＲ算法（ＭａｔｒｉｘＣｏｍｐｌｅｔｉｏｎｖｉａ

ＴｒｕｎｃａｔｅｄＮｕｃｌｅａｒＮｏｒｍＲｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ）
［１２］等；另

一类是基于矩阵分解的优化算法，包括ＬＭａＦｉｔ算

法（ＬｏｗｒａｎｋＭａｔｒｉｘＦｉｔｔｉｎｇ）
［１３］和 ＲＴＲＭＣ算法

（ＲｉｅｍａｎｎｉａｎｔｒｕｓｔｒｅｇｉｏｎｆｏｒＭＣ）
［１４］等．这些矩阵

补全算法在采样矩阵无噪或者仅含少量高斯随机噪

声的情况下表现良好，但是当采样矩阵中的某些行

受到损坏时，这些算法往往表现得不够稳定．本文将

采样矩阵中受到损坏的行称为结构化噪声，并将这

种矩阵补全情形称为结构化噪声矩阵补全．

结构化噪声矩阵补全的一个典型应用场景是推

荐系统．当前，随着互联网技术的日趋完善，网上购

物等在线消费模式逐渐成为一种潮流，越来越多的

人喜欢在网上购买自己需要的商品．对于商家而言，

如何根据消费者反馈的不完全信息准确地预测他们

的偏好从而给出合理的购物推荐成为了一个至关重

要的问题．理想的情况是由消费者反馈的评分信息

都是真实的，也就是说采样数据不含噪声．但是，实

际上由于评分反馈过程缺乏有效的监督和约束机

制，少部分消费者有时可能不愿意反馈他们的真实

感受，从而随意给出他们的评分；更有甚至，个别不

诚实的商家可能出于不当牟利的目的伪装或者串通

消费者恶意地贬低竞争对手的产品评分同时拔高自

己产品的评分．这样一来，如果我们将消费者作为行

信息，产品作为列信息，就导致采样到的评分矩阵的

某些行数据不真实，我们将其视为采样矩阵受到行

结构化噪声污染．因此，在这种结构化噪声采样情形

下如何补全评分矩阵的缺失元素，并识别那些噪声

污染行元素的位置信息就显得尤为重要．

为了求解此类结构化噪声矩阵补全问题，本文

引入了分类器设计中流行的Ｌ２，１范数正则化惩罚因

子来平滑结构化噪声，将该问题建模为一类基于

Ｌ２，１范数正则化的凸约束优化问题．为了进一步有

效地求解该凸约束优化问题，本文将向量空间线性

Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法推广到矩阵空间，采用矩阵空间近

邻算子技术和线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法设计了一种鲁

棒的基于线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的结构化噪声矩阵补

全算法（ＬｉｎｅａｒｉｚｅｄＢｒｅｇｍａｎＩｔｅｒａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｆｏｒ Ｍａｔｒｉｘ Ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ ｗｉｔｈ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｎｏｉｓｅ，
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ＬｉＢＩＭＣ）．ＬｉＢＩＭＣ算法在求解的整个迭代过程都

较好地保持了矩阵变量的低秩性和稀疏性，因而使

得该算法具有较高的执行效率和良好的可扩放性，

从而能适用于较大规模的矩阵补全问题．同时，严格

的理论分析也证明了ＬｉＢＩＭＣ算法的不动点正是此

类结构化噪声矩阵补全问题的全局最优解．数值实

验结果表明，和ＩＡＬＭ、ＳＶＴ和ＦＰＣＡ 算法相比，

ＬｉＢＩＭＣ算法不仅在没有移除噪声行的情况下获得

了相对更好的补全精度，更为重要的是，ＬｉＢＩＭＣ算

法能准确辨识出采样矩阵中被结构化噪声污染的行

位置信息，从而在补全不含噪部分缺失元素时可以

事先移除采样矩阵的噪声行，大大提高未受噪声污

染行元素的补全精度．从这个意义上来说，在进行结

构化噪声矩阵补全时，ＬｉＢＩＭＣ算法可以作为现有

矩阵补全算法的预处理步骤．

本文第２节对相关工作进行讨论；第３节介绍

一些数学预备知识；第４节介绍向量空间线性

Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法；第５节为本文主要部分，该部分

针对结构化噪声矩阵补全问题提出了一类鲁棒的基

于线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的结构化噪声矩阵补全算法

（ＬｉＢＩＭＣ），并从理论上证明ＬｉＢＩＭＣ算法的不动点

即为结构化噪声矩阵补全问题的全局最优解；第６节

介绍一些数值实验并对实验结果进行分析；第７节

对所研究的内容进行总结并展望未来的研究方向．

２　相关工作

标准的矩阵补全问题最初被描述为

ｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２

狉犪狀犽（犡）　ｓ．ｔ．犘Ω（犚）＝犘Ω（犡） （１）

其中Ω［狀１］×［狀２］（［狀１］＝｛１，…，狀１｝，狀２＝｛１，…，

狀２｝）为采样元素的索引集合，犘Ω（·）为正交投影算

子，表示当（犻，犼）∈Ω时，犚犻犼为采样元素，即

犘Ω（犚［ ］）犻犼 ＝
犚犻犼， （犻，犼）∈Ω

０， （犻，犼）
｛

Ω
．

　　在式（１）中，由于狉犪狀犽（·）函数的非凸性和不连

续性，导致该问题求解成为ＮＰ难问题，在所有已知

的求解算法中，其求解的复杂度均随着矩阵维数的

增长呈平方倍指数关系增长．类似于压缩感知理论

中常用的将向量Ｌ０范数松弛到Ｌ１范数的技巧，考虑

到矩阵的秩实际上等同于该矩阵奇异值向量的Ｌ０

范数，而矩阵的核范数则等同于奇异值向量的Ｌ１范

数．因此，为了使矩阵补全问题易于求解，一个自然

的想法就是利用凸的核范数代替非凸的秩函数，将

问题（１）松弛为凸优化问题．为此，Ｆａｚｅｌ在文献［１５］

中严格证明了矩阵核范数是秩函数在矩阵谱范数意

义下单位球上的最佳凸逼近．随后，Ｒｅｃｈｔ和Ｆａｚｅｌ

等人还在文献［１６］中进一步证明了矩阵秩函数可以

被其凸包核范数所取代，继而可以将问题（１）松弛为

凸优化问题（２）：

ｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２

犡  　ｓ．ｔ．犘Ω（犚）＝犘Ω（犡） （２）

　　目前对于问题（２）的求解算法大多是从向量空

间压缩感知理论直接推广过来的矩阵核范数最小化

方法，如Ｃａｉ等人
［７］提出的ＳＶＴ算法，这也是和本

文所提ＬｉＢＩＭＣ算法最相关的算法．ＳＶＴ算法和

ＬｉＢＩＭＣ算法的基本思想都是基于线性 Ｂｒｅｇｍａｎ

算法求解．ＳＶＴ算法的实质是将求解压缩感知基

追踪优化问题的向量空间线性 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算

法［１７］直接推广到矩阵空间，然后再将矩阵空间线

性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代与近邻前向后向分裂（Ｐｒｏｘｉｍａｌ

ＦｏｒｗａｒｄＢａｃｋｗａｒｄＳｐｌｉｔｔｉｎｇ，ＰＦＢＳ）算法
［１８］相结

合，算法简单易行，特别适合大规模问题求解，但是

该算法对采样矩阵的容错性不是很好．类似于ＳＶＴ

算法，本文也采用了从向量空间推广而来的线性

Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法，但ＳＶＴ算法是基于一元矩阵

函数Ｂｒｅｇｍａｎ距离的直接推广，而ＬｉＢＩＭＣ算法是

基于二元矩阵函数Ｂｒｅｇｍａｎ距离的间接推广，其二

元矩阵函数的产生是由于噪声矩阵的引入而导致

的．因此，ＬｉＢＩＭＣ算法和ＳＶＴ算法的最大区别：一

方面在于求解的问题不同；另一方面在于求解过程

中所用的矩阵空间线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法也不同，

ＬｉＢＩＭＣ算法用到的是矩阵空间交替线性分裂

Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法．

Ｍａ等人
［８］提出的 ＦＰＣＡ算法是求解问题（２）

的另一种矩阵核范数最小化方法．ＦＰＣＡ算法基于

不动点思想，直接采用算子分裂技术构造迭代算法

求解矩阵ＬＡＳＳＯ模型：

ｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２

λ犡 ＋
１

２
犘Ω（犚）－犘Ω（犡）｛ ｝２２ （３）

该算法是受文献［１９］中压缩感知的不动点迭代算法

启发得到的．然而矩阵ＬＡＳＳＯ对于相关性非常强

的数据通常会出现不稳定的情况．Ｌｉｎ等人则将矩

阵补全问题视为矩阵恢复（或ＲｏｂｕｓｔＰＣＡ）问题的

特例，即将矩阵补全问题建模为

ｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２

犡  ｓ．ｔ．犡＋犈＝犚，犘Ω（犈）＝０（４）

进而将求解矩阵恢复问题的ＩＡＬＭ 算法
［９］推广到

求解问题（４），ＩＡＬＭ算法本质上和Ｃｈｅｎ等人
［１０］提
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出的ＡＤＭ算法是一致的，因而两者具有相近的算

法性能．文献［９１０］的研究结果均表明，在获得相

近的补全精度的前提下，ＩＡＬＭ 算法和 ＡＤＭ 算

法的收敛速度明显优于ＳＶＴ算法和ＦＰＣＡ算法．

ＯｐｔＳｐａｃｅ算法
［１１］是一种有别于前四者的算法，它

求解问题（１）的下述近似模型：

ｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２

犘Ω（犡）－犘Ω（犚）Ｆ：ｓ．ｔ．狉犪狀犽（犡）｛ ｝狉

（５）

将低秩的要求作为约束条件，目标函数则为矩阵补

全的误差，即在低秩性约束下，使得补全得到的矩阵

元素尽可能地接近真实值，ＯｐｔＳｐａｃｅ本质上是一种

梯度下降算法，它面临的问题在于，矩阵的秩本来就

是未知的，而在问题求解时却要求预先得到矩阵的

秩信息，好在文献［２０］中给出了估计矩阵秩的方法．

最近，Ｈｕ等人
［１２］认为现有的这些核范数最小化方

法有一个共同的缺陷在于，它们都是通过同时最小

化所有奇异值之和而获得结果矩阵的低秩性，这将

导致所求解的结果矩阵虽然低秩但不能很好地逼近

真实解．由于矩阵是否低秩主要取决于最小的那些

奇异值之和，如果能通过迭代优化使得结果矩阵最

小的那些奇异值之和趋近于零，那么即使那些大奇

异值之和足够大也不会影响结果矩阵的低秩性．因

此，他们将最小的那些奇异值之和定义为截断核范

数 犡 狉，并采用截断核范数来代替标准核范数

犡 ，从而将矩阵补全问题建模为如下优化问题：

ｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２

犡 狉 ｓ．ｔ．犘Ω（犚）＝犘Ω（犡） （６）

同时针对该优化问题提出了３种不同的求解策略，

我们将其统称为 ＭＣ＿ＴＮＮＲ算法．文献［１２］的实验

结果表明，ＭＣ＿ＴＮＮＲ算法很好地解决了所求解的

结果矩阵不能精确地逼近目标矩阵真实解的问题，

矩阵补全精度得到了很大程度的提高．但该算法的

不足之处在于问题求解过程中要求预先估计矩阵的

秩信息．

求解矩阵补全问题的另一类算法是基于矩阵分

解的方法，该类方法的最大优点在于求解过程不需要

执行奇异值分解，从而加速了算法的执行效率．典型

的算法包括 Ｗｅｎ等人
［１３］提出的ＬＭａＦｉｔ（Ｌｏｗｒａｎｋ

ＭａｔｒｉｘＦｉｔｔｉｎｇ）算法，该算法主要求解问题（１）的如

下近似模型：

ｍｉｎ
犝，犠，犣

犝犠－犣
２

Ｆ
：ｓ．ｔ．犘Ω（犣）＝犘Ω（犚｛ ｝） （７）

其中犝∈犚
狀
１
×犽，犠∈犚

犽×狀
２，犣∈犚

狀
１
×狀
２，且犽是预测的

秩界，如果能预先获取合适的犽值，ＬＭａＦｉｔ算法就

能在较小的时间复杂度内获得相当精度的解．但是

ＬＭａＦｉｔ算法除了需要预先估计秩界以外，还存在一

个不足的地方是所求出的（犝，犠）解不唯一．为了克

服这个不足，Ｂｏｕｍａｌ等人在文献［１４］中提出了一种

改进的基于 Ｇｒａｓｓｍａｎｎ流形的 ＲＴＲＭＣ算法．文

献［１４］的数值实验表明，ＲＴＲＭＣ算法对于行列不

相等的长方形矩阵补全问题尤其有效，其补全性能

超过了大多数现有的矩阵补全算法．

３　数学预备知识

定义１．　矩阵范数
［２１］．假设秩为狉的矩阵犡∈

犚
狀
１
×狀
２的奇异值被分解为 犡＝犝Σ犞

Ｔ，其中犝＝

［狌１，狌２，…，狌狉］∈犚
狀
１
×狉，犞＝［狏１，狏２，…，狏狉］∈犚

狀
２
×狉，

犝Ｔ犝＝犐，犞Ｔ犞＝犐；Σ＝ｄｉａｇ（｛σ犻 １犻狉｝）且σ１

σ２…σ狉＞０，则：

矩阵犡的核范数定义为

犡 ＝∑
狉

犻＝１

σ犻 ．

　　矩阵犡的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数定义为

犡 Ｆ ＝ ∑

狀
１

犻＝１
∑

狀
２

犼＝１

犡犻犼槡
２ ．

　　矩阵犡的Ｌ２，１范数定义为

犡 ２，１ ＝∑

狀
１

犻＝１
∑

狀
２

犼＝１

犡
２
犻（ ）犼

１／２

．

　　定义２． 次梯度与次微分［２１］．令Ψ（犡）是犚
狀
１
×狀
２

上的实值凸函数，如果犣∈犚
狀
１
×狀
２，且满足

Ψ（犡）Ψ（犡０）＋〈犣，犡－犡０〉，犡∈犚
狀
１×狀２，

则称犣为矩阵函数Ψ（犡）在犡０处的次梯度，所有在犡０

处的次梯度的集合记为Ψ（犡０），同时称Ψ（犡０）为

Ψ（犡）在犡０处的次微分．

定义３．　奇异值阈值算子
［７］．假设秩为狉的矩

阵犡∈犚
狀
１
×狀
２的奇异值分解为犡＝犝Σ犞

Ｔ，如果τ０，

则τ对应的奇异值阈值算子定义为

犇τ（犡）＝犝犛τ（Σ）犞
Ｔ，

其中犛τ（Σ）＝ｄｉａｇ（｛ｍａｘ（０，σ犻－τ）｝）．

定义４．　矩阵函数Ｂｒｅｇｍａｎ距离
［２２］．凸函数

犑（犡）：犚
狀
１
×狀
２→犚在犡，犡

犽两点之间的Ｂｒｅｇｍａｎ距

离定义为

犇
犘
犽

犑
（犡，犡犽）＝犑（犡）－犑（犡

犽）－〈犘
犽，犡－犡

犽〉，

其中矩阵犘犽∈犚
狀
１
×狀
２为次微分犑（犡

犽）中的一个次

梯度，〈·，·〉为矩阵内积运算．

定义５．　矩阵空间近邻算子
［１８］．令Ψ（犡）是

犚
狀
１
×狀
２上的实值凸函数，对任意犞∈犚

狀
１
×狀
２，Ψ（犡）的
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近邻算子定义为

狆狉狅狓Ψ（犡）（犞）＝ａｒｇｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２

１

２
犡－犞

２

Ｆ＋Ψ（犡｛ ｝）．
　　定理１

［７］．　对任意的τ＞０，犡，犣∈犚
狀
１
×狀
２，则

狆狉狅狓τ 犡

（犣）＝犇τ（犣）．

定理２
［１８］． 假设犉１，犉２是矩阵空间犚

狀
１
×狀
２中两

个下半连续的凸函数，犉２可微且对某个β∈（０，＋∞）

满足 犉２（犝）－犉２（犞）Ｆβ犝－犞 Ｆ，则对于凸

优化问题：

ｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２

犉１（犡）＋犉２（犡） （８）

　　有如下性质：

（１）如果 ｌｉｍ
犡

Ｆ→＋∞
犉１（犡）＋犉２（犡）＝＋∞，则问

题（８）至少存在一个解；

（２）如果犉１＋犉２是严格凸的，则问题（８）至多存

在一个解；

（３）如果犉１，犉２满足条件（１）和（２），则问题（８）

存在唯一解，且对任意的初始值犡０及０＜δ＜２／β，用

如下方法生成的迭代序列犡犽＋１收敛到问题（８）的唯

一解：

犡犽＋１ ＝狆狉狅狓δ犉１（犡）
（犡犽－δ犉２（犡

犽）），

其中，性质（３）所描述的求解算法称之为近邻前向后

向分裂算法（ＰｒｏｘｉｍａｌＦｏｒｗａｒｄＢａｃｋｗａｒｄＳｐｌｉｔｔｉｎｇ，

ＰＦＢＳ）．

定理３
［２３２４］． 对任意的τ＞０，犡，犡，犠∈犚

狀
１
×狀
２，

如果令

（犡）（犻）＝ｍａｘ 犠
（犻）

２－τ，｛ ｝０·
犠

（犻）

犠
（犻）

２

，

犻＝１，２，…，狀１，

则狆狉狅狓τ 犡
２，１
（犠）＝犡，其中犡

（犻）表示矩阵犡的第

犻行，犠
（犻）

２表示向量犠
（犻）的Ｌ２范数．

４　向量空间线性犅狉犲犵犿犪狀迭代算法

Ｂｒｅｇｍａｎ迭代起源于凸分析中一种寻求等式约

束下目标函数极值的优化方法［２２］．Ｏｓｈｅｒ等人
［２５］于

２００５年首先将该方法应用于全变分图像复原，随之

被拓展应用到压缩感知［２６］、图像去噪［１７］等领域．该

方法已成为求解Ｌ１范数优化问题的最有效方法之一．

假设犑（狌）和犎（狌）为犚狀上的两个凸函数，其中函

数犎（狌）可微，犑（狌）不可微，考虑一般无约束优化问题：

ｍｉｎ
狌∈犚

狀
犑（狌）＋μ犎（狌） （９）

　　根据文献［２２］的策略，可以对不可微函数犑（狌）

引入向量空间Ｂｒｅｇｍａｎ距离，通过如下方式迭代求

解问题（９）：

狌犽＋１ ＝ａｒｇｍｉｎ
狌∈犚

狀
犇
狆
犽

犑
（狌，狌犽）＋μ犎（狌）

０∈（犇
狆
犽

犑
（狌，狌犽）＋μ犎（狌））狌

犽＋

烅

烄

烆 １

（１０）

　　将犇
狆
犽

犑
（狌，狌犽）＝犑（狌）－犑（狌犽）－〈狆

犽，狌－狌犽〉代

入式（１０）后得

狌犽＋１ ＝ａｒｇｍｉｎ
狌∈犚

狀
犑（狌）－〈狆

犽，狌〉＋μ犎（狌）

０∈犑（狌
犽＋１）－狆

犽
＋μ犎（狌

犽＋１
烅

烄

烆 ）
（１１）

但是，由于犑（狌）不可微，迭代序列（１１）仍然无法直

接求解．于是文献［２６］针对迭代序列（１１）引入向量

空间ＰＦＢＳ算法，并设置ＰＦＢＳ算法的迭代次数为

１，从而提出了一种有效的向量空间线性Ｂｒｅｇｍａｎ

迭代算法．

具体说来，对于子优化问题：

狌犽＋１ ＝ａｒｇｍｉｎ
狌∈犚

狀
犑（狌）－〈狆

犽，狌〉＋μ犎（狌）（１２）

如果令犉１（狌）＝犑（狌）－〈狆
犽，狌〉，犉２（狌）＝μ犎（狌），则

根据文献［２６］，可以按下式求解狌犽＋１：

狌犽＋１＝狆狉狅狓δ犉１（狌）
（狌犽－δ犉２（狌

犽）） （１３）

　　因此，迭代序列（１１）可转化为

狌犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ
狌∈犚

狀
δ犉１（狌）＋

１

２
狌－（狌

犽
－δ犉２（狌

犽））２

０∈δ犉１（狌）＋
１

２
狌－（狌

犽
－δ犉２（狌

犽））（ ）２
狌
犽＋

烅

烄

烆 １

（１４）

由于狆
犽＋１
∈犑（狌

犽＋１），式（１４）可进一步化简为

狌犽＋１ ＝ａｒｇｍｉｎ
狌∈犚

狀
δ（犑（狌）－〈狆

犽，狌〉）＋

　　　
１

２
狌－狌

犽
＋δμ犎（狌

犽）２

狆
犽＋１
＝狆

犽
－
１

δ
（狌犽＋１－狌

犽）－μ犎（狌
犽

烅

烄

烆
）

算法１详细描述了求解问题（９）的向量空间线性

Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法实现步骤．随后，Ｃａｉ等人在文献

［１７］中从理论上严格证明了该算法的收敛性，并将

其成功应用于图像去噪研究．

算法１．　向量空间线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法．

输入：δ＞０，狌０＝狆
０＝０，最大迭代次数犖

输出：狌ｏｐｔｉｍａｌ

１．ＦＯＲ犽＝０ｔｏ犖

２．　狌
犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ

狌∈犚
狀

１

２
狌－狌犽＋δμ犎（狌

犽）２＋

δ（犑（狌）－〈狆
犽，狌〉）；

３．　狆
犽＋１＝狆

犽－
１

δ
（狌犽＋１－狌犽）－μ犎（狌

犽）；

４．ＥＮＤ

５．ＲＥＴＵＲＮ狌ｏｐｔｉｍａｌ←狌
犖＋１．
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本文将在第５节将向量空间线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭

代算法拓展到矩阵空间，用来解决矩阵空间二元函

数凸优化问题，并在此基础上提出一类鲁棒的基于

线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的结构化噪声矩阵补全算法．

５　基于线性犅狉犲犵犿犪狀迭代的结构化

噪声矩阵补全算法（犔犻犅犐犕犆）

　　正则化技术诞生于２０世纪６０年代，最初是由

数学领域提出，用于解决不适定问题，基本思想是

通过引入含有问题先验知识的非负辅助泛函正则

化因子来增加解的稳定性［２７］．随着２０世纪８０年代

机器学习的兴起，正则化技术被广泛应用于分类器

设计领域，并衍生出许多著名的算法［２８］．这些算法

大部分都能归纳为经验风险最小化正则化算法的框

架，他们的不同之处在于所用的正则化惩罚因子，不

同的正则化因子能产生不同性质的解，而如何选取

正则化因子通常由问题的具体要求决定，如压缩

感知理论为了得到稀疏解而采用向量Ｌ０范数正则

化因子．矩阵Ｌ２，１范数正则化方法最早由Ｄｉｎｇ在文

献［２９］中提出，随后被应用于多任务学习
［３０３１］、张

量分解［３２］以及多类分类问题［３３］等，作为一种全新的

正则化技术，它是对传统的矩阵范数正则化理论的

新发展．

如前所述，现有的矩阵补全理论或者没有考虑

采样矩阵的含噪问题，或者只是简单地假设采样矩

阵受到随机高斯噪声污染，并不能解决实际问题中

遇到的行结构化噪声污染的问题．为了有效地平滑

这类结构化噪声，将其带来的不利影响尽可能降到

最低，本文通过引入矩阵Ｌ２，１范数正则化因子到矩

阵补全问题（２），对其目标函数施加相应的正则化约

束，从而将结构化噪声矩阵补全问题建模为如下

Ｌ２，１范数正则化问题：

ｍｉｎ
犡，犣∈犚

狀
１×
狀
２

犡 ＋λ犣 ２，１ ｓ．ｔ．犘Ω（犚）＝犘Ω（犡＋犣）

（１５）

其中犣为行稀疏噪声矩阵，犣 ２，１为平滑噪声的矩

阵Ｌ２，１范数正则化因子，λ是被用来平衡结构化噪

声和矩阵低秩程度的可调参数．由于矩阵范数同时

满足齐次性和三角不等式，因此易知Ｌ２，１范数正则

化问题（１５）为凸约束优化问题且存在全局最优解．

但由于核范数和Ｌ２，１范数都是不可微函数，因此该

问题的求解仍然是一个待解决的难题．

为了有效地求解问题（１５），本文将其转换为如

下无约束优化问题：

ｍｉｎ
犡，犣∈犚

狀
１×
狀
２
μ（犡 ＋λ犣 ２，１）＋

１

２
犘Ω（犚－犡－犣）

２

Ｆ

（１６）

　　为描述方便，不妨令

犑（犡，犣）＝μ 犡 ＋μλ 犣 ２，１，

犎（犡，犣）＝
１

２
犘Ω（犚－犡－犣）

２

Ｆ．

　　则问题（１６）等价于

ｍｉｎ
犡，犣∈犚

狀
１×
狀
２

犑（犡，犣）＋犎（犡，犣） （１７）

　　容易看到，问题（１７）和问题（９）非常相似，最大

的区别在于问题（９）求解的是向量空间一元凸函数优

化，而问题（１７）求解的是矩阵空间二元凸函数优化．

为此，我们引入矩阵空间二元凸函数Ｂｒｅｇｍａｎ

距离来求解问题（１７）．

首先定义函数犑（犡，犣）在（犡犽，犣犽）处的Ｂｒｅｇｍａｎ

距离为

犇
犘
犽

犑
（犡，犣，犡犽，犣犽）＝犑（犡，犣）－犑（犡

犽，犣犽）－

　　〈μ犘
犽

犡，犡－犡
犽〉－〈μλ犘

犽

犣，犣－犣
犽〉 （１８）

其中犘
犽

犡∈犡
犽

，犘
犽

犣∈犣
犽
２，１，犘

犽＝（犘
犽

犡，犘
犽

犣）．

因此，问题（１７）可按如下方式迭代求解

（犡犽＋１，犣犽＋１）＝ ａｒｇｍｉｎ
犡，犣∈犚

狀
１×
狀
２

犇
犘
犽

犑
（犡，犣，犡犽，犣犽）＋

　　　　 　 　犎（犡，犣）

０∈（犇
犘
犽

犑
（犡，犣，犡犽，犣犽）＋犎（犡，犣））犡

犽＋１

０∈（犇
犘
犽

犑
（犡，犣，犡犽，犣犽）＋犎（犡，犣））犣

犽＋

烅

烄

烆 １

．

　　进一步将Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ和Ｏｓｈｅｒ在文献［３４］中提

出的向量空间分裂Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法推广到矩阵

空间，同时引入交替极小化方法求解（犡犽＋１，犣犽＋１），

则问题（１７）可进一步采用如算法２所述的矩阵空间

交替线性分裂Ｂｒｅｇｍａｎ迭代第１算法求解．

算法２．　矩阵空间交替线性分裂Ｂｒｅｇｍａｎ迭

代第１算法．

输入：犣０＝０，犘
０
犡＝０，犘

０
犣＝０，犘Ω（犚），最大迭代次数犖

输出：犡
ｏｐｔｉｍａｌ，犣

ｏｐｔｉｍａｌ

１．ＦＯＲ犽＝０ｔｏ犖

２．犡犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ
犡∈犚

狀
１
×狀
２
μ 犡 －μ〈犘

犽
犡，犡〉＋

　　　
１

２
犘Ω（犚－犡－犣

犽）２

Ｆ
；

３．犣犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ
犣∈犚

狀
１
×狀
２
μλ 犣 ２，１－μλ〈犘

犽
犣，犣〉＋

　　　
１

２
犘Ω（犚－犡

犽＋１－犣）
２

Ｆ
；

４．犘
犽＋１
犡 ＝犘

犽
犡＋
１

μ
犘Ω（犚－犡

犽＋１－犣犽＋１）；
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５．犘
犽＋１
犣 ＝犘

犽
犣＋
１

μλ
犘Ω（犚－犡

犽＋１－犣犽＋１）；

６．ＥＮＤ

７．ＲＥＴＵＲＮ犡
ｏｐｔｉｍａｌ

←犡
犖＋１，犣

ｏｐｔｉｍａｌ
←犣

犖＋１．

进一步，我们还可以将算法２转换为如下的算

法３———矩阵空间交替线性分裂Ｂｒｅｇｍａｎ迭代第２

算法，定理４将给出算法２和算法３的等价性证明．

算法３．　矩阵空间交替线性分裂Ｂｒｅｇｍａｎ迭

代第２算法．

输入：犣０＝０，犅０＝犘Ω（犚），最大迭代次数犖

输出：犡
ｏｐｔｉｍａｌ，犣

ｏｐｔｉｍａｌ

１．ＦＯＲ犽＝０ｔｏ犖

２．犡犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ
犡∈犚

狀
１
×狀
２
μ 犡 ＋

１

２
犘Ω（犡＋犣

犽）－犅犽
２

Ｆ
；

３．犣犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ
犣∈犚

狀
１
×狀
２
μλ 犣 ２，１＋

１

２
犘Ω（犣＋犡

犽＋１）－犅犽
２

Ｆ
；

４．犅犽＋１＝犅犽＋犘Ω（犚－犡
犽＋１－犣犽＋１）；

５．ＥＮＤ

６．ＲＥＴＵＲＮ犡
ｏｐｔｉｍａｌ

←犡
犖＋１，犣

ｏｐｔｉｍａｌ
←犣

犖＋１．

定理４．　矩阵空间交替线性分裂Ｂｒｅｇｍａｎ迭

代第１算法等价于矩阵空间交替线性分裂Ｂｒｅｇｍａｎ

迭代第２算法，即算法２和算法３等价．

证明．　详见附录．

定理５．　算法３的不动点是问题（１５）的全局

最优解．

证明．　详见附录．

定理６．　问题（１５）的全局最优解是算法３的

不动点．

证明．　详见附录．

定理４～定理６表明，算法２或者算法３的不

动点，一定是结构化噪声矩阵补全问题（１５）的解．因

此，接下来我们将推导出求解算法２不动点的具体

步骤，算法３的具体求解步骤也可类似给出，本文不

再赘述．

不难看出，就算法２而言，由于函数 犡 和

犣 ２，１的不可微性，使得步２和步３中求解犡
犽＋１和

犣犽＋１的两个子问题无法直接求解，此时可将向量空

间线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代算法推广到矩阵空间，并根据

定理１和定理３分别对这两个子问题求解．

子问题１．　求解算法２中变量犡
犽＋１．

解：根据定理２性质（３），并将ＰＦＢＳ算法的迭

代次数置为１，可知

犡犽＋１＝狆狉狅狓
μδ 犡


－μδ〈犘

犽
犡
，犡〉
（犡犽＋δ犘Ω（犚－犡

犽
－犣

犽）），

化简后得

犡犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２
μδ 犡 ＋　　　　　　　 　　　

１

２
犡－犡

犽
－μδ犘

犽
犡－δ犘Ω（犚－犡

犽
－犣

犽）２

Ｆ
（１９）

且此时应有

犘
犽＋１

犡 ＝犘
犽

犡－
１

μδ
（犡犽＋１－犡

犽
－δ犘Ω（犚－犡

犽
－犣

犽））．

　　由于犘
０
犡＝０，可知

犘
犽＋１

犡 ＝－
１

μδ
犡犽＋１＋

１

μ∑
犽

犻＝０

犘Ω（犚－犡
犻
－犣

犻）（２０）

　　进一步，如果令

犞犽 ＝δ∑
犽

犻＝０

犘Ω（犚－犡
犻
－犣

犻） （２１）

　　则显然有

犞犽 ＝犞
犽－１
＋δ犘Ω（犚－犡

犽
－犣

犽） （２２）

　　然后，将式（２１）代入式（２０）可得

μδ犘
犽
犡＋犡

犽
＝犞

犽－１ （２３）

　　将式（２２）、式（２３）代入式（１９）得

犡犽＋１ ＝ａｒｇｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２
μδ 犡 ＋

１

２
犡－犞

犽 ２

Ｆ
（２４）

　　进一步，根据定理１可得式（２４）的解析解为

犡犽＋１ ＝犇μδ（犞
犽）．

　　因此，子问题１可按如下方式迭代求解

犞犽 ＝犞
犽－１
＋δ犘Ω（犚－犡

犽
－犣

犽）

犡犽＋１ ＝犇μδ（犞
犽烅

烄

烆
） ．

　　子问题２．　求解算法２中变量犣
犽＋１．

解：类似于子问题１的求解过程，容易推导出如

下结论：

犣犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ
犣∈犚

狀
１×
狀
２
μλδ犣 ２，１＋

１

２
犣－犣

犽
－μλδ犘

犽
犣－δ犘Ω（犚－犡

犽＋１
－犣

犽）２

Ｆ

（２５）

犘
犽＋１

犣 ＝－
１

μλδ
犣犽＋１＋

１

μλ∑
犽

犻＝０

犘Ω（犚－犡
犻＋１
－犣

犻）（２６）

　　进一步，如果令

犝犽 ＝δ∑
犽

犻＝０

犘Ω（犚－犡
犻＋１
－犣

犻） （２７）

　　则显然有

犝犽 ＝犝
犽－１
＋δ犘Ω（犚－犡

犽＋１
－犣

犽） （２８）

　　然后，将式（２７）代入式（２６）可得

μλδ犘
犽
犣＋犣

犽
＝犝

犽－１ （２９）

　　将式（２８）、式（２９）代入式（２５）后得

犣犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ
犣∈犚

狀
１×
狀
２
μλδ犣 ２，１＋

１

２
犣－犝

犽 ２

Ｆ
（３０）
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　　进一步，根据定理３可得式（３０）的解析解为

（犣犽＋１）
（犻）
＝ｍａｘ （犝犽）

（犻）
２－μλδ，｛ ｝０·

（犝犽）
（犻）

（犝犽）
（犻）

２

，

犻＝１，２，…，狀１．

　　因此，子问题２可按如下方式迭代求解

犝犽 ＝犝
犽－１
＋δ犘Ω（犚－犡

犽＋１
－犣

犽）

（犣犽＋１）
（犻）
＝ｍａｘ （犝犽）

（犻）
２－μλδ，｛ ｝０·

　　　　　
（犝犽）

（犻）

（犝犽）
（犻）

２

，犻＝１，２，…，狀

烅

烄

烆
１

至此，我们可以将前述算法归纳起来，整理得到求解

问题（１５）的迭代算法，并将其命名为基于线性

Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的结构化噪声矩阵补全算法（Ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ

ＢｒｅｇｍａｎＩｔｅｒａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒＭａｔｒｉｘＣｏｍｐｌｅｔｉｏｎ

ｗｉｔｈＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＮｏｉｓｅ，ＬｉＢＩＭＣ），详细步骤如算法４

所述．

算法４．　基于线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的结构化噪

声矩阵补全算法（ＬｉＢＩＭＣ）．

输入：犘Ω（犚），λ，μ和δ，最大迭代次数犖

输出：犡
ｏｐｔｉｍａｌ，犣ｏｐｔｉｍａｌ

１．ＩＮＩＴＩＡＬＩＺＥ犡０＝０，犣０＝０，犞－１＝０，犝－１＝０；

２．ＦＯＲ犽＝０ｔｏ犖

２．犞犽＝犞犽－１＋δ犘Ω（犚－犡
犽－犣犽）；

３．犡犽＋１＝犇μδ（犞
犽）；

４．犝犽＝犝犽－１＋δ犘Ω（犚－犡
犽＋１－犣犽）；

５． ＦＯＲ犻＝１ｔｏ狀１

６． （犣犽＋１）
（犻）＝

（犝犽）
（犻）

（犝犽）
（犻）

２

·ｍａｘ｛（犝犽）
（犻）

２－μλδ，０｝；

７． ＥＮＤ

８．ＥＮＤ

９．ＲＥＴＵＲＮ犡
ｏｐｔｉｍａｌ

←犡
犖＋１，犣

ｏｐｔｉｍａｌ
←犣

犖＋１．

　　从算法４容易看出，ＬｉＢＩＭＣ算法在迭代过程

中一方面可使得犡犽＋１保持较好的低秩性，另一方面

可使犣犽＋１保持良好的行稀疏特性，同时还能够维持

（犞犽，犝犽）的稀疏性以节省存储空间，而且每一次迭代

过程只涉及到一次稀疏矩阵部分奇异值分解，而对于

大型稀疏矩阵的部分奇异值分解可以使用成熟的

ＰＲＯＰＡＣＫ软件包，它基于Ｌａｎｃｚｏｓ方法，可以计算

奇异值分解中前犽个奇异值和奇异向量．这些特性

确保了ＬｉＢＩＭＣ算法的可扩放性和执行的高效率．

６　数值实验及结果分析

本节主要通过数值实验来验证ＬｉＢＩＭＣ算法的

性能．实验中用到的采样数据按照如下方式产生：

（１）首先针对不同的矩阵维度狀１，狀２和秩狉，随

机生成两个狀１×狉和狉×狀２的独立同分布高斯矩阵

犕犔和犕犚（均值为０，方差为１），进而得到秩为狉的

原始数据矩阵犕＝犕犔·犕犚；

（２）随机生成一个狀１×狀２的独立同分布高斯随

机矩阵犈（均值为０，方差为１），然后从犈中随机选

取狀１－犿 行元素将其全部设置为０，则矩阵犈仅包

含犿 行非零元素，我们将如此生成的仅包含犿行非

零元素的矩阵犈记为噪声矩阵犈ｎｏｉｓｅ，同时记结构化

噪声污染程度为狆狀＝犿／狀１；

（３）将噪声矩阵犈ｎｏｉｓｅ添加到原始数据矩阵 犕，

生成含噪矩阵犕′，使得犕′＝犕＋犈ｎｏｉｓｅ；

（４）从含噪矩阵犕′中均匀随机选取采样元素，

采样元素的下标索引集合用Ω表示，并记采样率为

狆狊＝ Ω ／（狀１×狀２），其中 Ω 表示集合Ω 的基数．

实验中我们采用如下指标来衡量含噪矩阵犕′

中噪声所在行元素的含噪率：

狉ｎｏｉｓｅｏｒｉｇｉｎａｌ＝ 犘Ω狀（犕′－犕）Ｆ／犘Ω狀（犕）Ｆ，

其中Ω
狀表示含噪元素索引集；

同时，我们还选取了３ 个常用指标来衡量

ＬｉＢＩＭＣ算法的性能：

（１）缺失元素补全精度：

狉
ｍｉｓｓ
ｃｏｍｐ＝ 犘Ω犮（珨犕－犕）Ｆ／犘Ω犮（犕）Ｆ，

其中珨犕 表示采用ＬｉＢＩＭＣ算法补全后的结果矩阵，

Ω
犮表示缺失元素索引集；

（２）含噪元素纠错精度：

狉
ｎｏｉｓｅ
ｃｏｒｒｅｃｔ＝ 犘Ω狀（珨犕－犕）Ｆ／犘Ω狀（犕）Ｆ；

　　（３）结构化噪声行位置信息辨识精度：

狉
ｌｉｎｅ
ｒｅｃｏｇ＝

２·狆狉犲犮犻狊犻狅狀·狉犲犮犪犾犾

狆狉犲犮犻狊犻狅狀＋狉犲犮犪犾犾
，

这里定义的狉
ｌｉｎｅ
ｒｅｃｏｇ即为信息检索领域常用的评价指

标Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ，其中：

狆狉犲犮犲狊犻狅狀＝
犿＿狋狉狌犲

犿＿犪犾犾
，狉犲犮犪犾犾＝

犿＿狋狉狌犲

犿
，

犿＿犪犾犾表示被ＬｉＢＩＭＣ算法识别为噪声行的总行

数，其中噪声行识别的依据是：如果ＬｉＢＩＭＣ算法输

出的噪声矩阵犣
ｏｐｔｉｍａｌ中某行至少存在一个非零元

素，则该行被识别为噪声行；反之，如果噪声矩阵

犣
ｏｐｔｉｍａｌ中某行全为零元素，则该行不被识别为噪声

行．进一步，不妨假设第犻行已经被ＬｉＢＩＭＣ算法识

别为噪声行，如果采样矩阵中第犻行确实受到了噪

声污染，则称该噪声行被ＬｉＢＩＭＣ算法正确识别，

犿＿狋狉狌犲表示被 ＬｉＢＩＭＣ 算法正确识别的噪声行

总数．

实验设计中，考虑到数据生成、加噪和采样过程

的随机性，每一次实验均重复进行２０次．ＬｉＢＩＭＣ
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算法的收敛条件设置为最大迭代次数１５０．本文所

有的实验都是在ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ７３５２０Ｍ ２．９０ＧＨｚ

ＣＰＵ，４．００ＧＢ ＲＡＭ 的环境下，使用工具软件

ＭＡＴＬＡＢ完成的．而且，在ＬｉＢＩＭＣ算法的具体实

现中，我们采用了ＰＲＯＰＡＣＫ软件包来实现部分奇

异值分解．

考察算法４，易见影响ＬｉＢＩＭＣ算法性能的参数

共有８个，它们分别是（狀１，狀２，狉，狆狊，狆狀）和（λ，μ，η）．

前５个参数（狀１，狀２，狉，狆狊，狆狀）不是可调参数，在数据

采样时就确定好了．后３个参数（λ，μ，η）是可调参

数，目前我们还没有展开对可调参数如何自适应选

取的研究，只能根据所需要处理问题的先验知识对

可调参数进行估计．但尽管如此，我们还是可以对这

３个可调参数的取值做一些非形式化的分析：

（１）参数λ在ＬｉＢＩＭＣ算法中被用来平衡结构

化噪声大小和矩阵低秩程度．一般而言，我们设定

λ∈ ０，（ ）１ ．λ实际大小取决于目标矩阵的低秩程度

和结构化噪声大小的比值．从式（１５）容易看出，λ取

值越大，将导致所求的结果矩阵秩越大，此时采样矩

阵所能容忍的结构化噪声将越小；反之，如果目标矩

阵的秩越小，则采样矩阵所能容忍的结构化噪声将

越大，此时应该将λ设置为较小值；如果目标矩阵的

秩和结构化噪声都较大，或者目标矩阵的秩和结构

化噪声都较小，此时可通过交叉验证的方法设置

λ值．

（２）参数μ 在 ＬｉＢＩＭＣ 算法中被用来平衡

（犡 ＋λ犣 ２，１）项和
１

２
犘Ω（犚－犡－犣）

２

Ｆ
项的大

小，其中１
２
犘Ω（犚－犡－犣）

２

Ｆ
项可看成采样矩阵中

除结构化噪声外的其他随机噪声．一般而言，我们设

定μ∈ ５００，（ ）２０００ ．从式（１６）容易看出，参数μ取值

越大，将导致所求的结果矩阵秩越小，此时采样矩阵

所能容忍的其他随机噪声将越大，同时所能容忍的

结构化噪声大小可以通过参数λ来进行调节，当采

样矩阵所含结构化噪声较大时，可适当选取较小

的λ值；此外，如果采样矩阵同时包含较大的结构

化噪声和随机噪声，则参数μ的取值应该设置为

较大．

（３）参数δ被用来控制和调节ＬｉＢＩＭＣ算法的收

敛性．由定理２可知：如果存在常数β∈（０，＋∞），使

得函数犉２（犡）＝
１

２
犘Ω（犚－犡－犣

犽）２

Ｆ
在犚

狀
１
×狀
２上可

微且对任意的犝，犞∈犚
狀
１
×狀
２，满足

犉２（犝）－犉２（犞）Ｆ β犝－犞 Ｆ

则当变量犡 取任意初始值及任意δ∈ ０，２／（ ）β 时，

ＬｉＢＩＭＣ算法一定收敛．但对于函数 犉２（犡）＝

１

２
犘Ω（犚－犡－犣

犽）２

Ｆ
而言，对任意的犝，犞∈犚

狀
１
×狀
２，

显然有

犘Ω（犝＋犣
犽－犚）－犘Ω（犞＋犣

犽－犚）Ｆ１·犝－犞 Ｆ

成立．因此，至少可以令β＝１，从而设定参数δ∈（０，２）．

此外，从算法４中第３步我们还可以看出，在（０，２）

范围内，我们可以通过调节参数δ的大小来调节结

果矩阵的秩，一般说来，参数δ越大，所求的结果矩

阵秩越小，同时算法收敛速度也越快．

接下来我们设计了４组不同的实验：第１组实

验重点考察ＬｉＢＩＭＣ算法对缺失元素的补全精度、

对含噪元素的纠错精度以及对结构化噪声行位置信

息的辨识精度；第２组实验主要比较了移除结构化

噪声行前后ＬｉＢＩＭＣ算法和ＩＡＬＭ、ＳＶＴ、ＦＰＣＡ算

法对缺失元素的补全精度；第３组实验重点考察了

采样率的变化对ＬｉＢＩＭＣ算法性能所带来的影响；

第４组实验考察了结构化噪声污染程度对ＬｉＢＩＭＣ

算法性能的影响．

实验１．　ＬｉＢＩＭＣ算法对缺失元素的补全精

度、对含噪元素的纠错精度以及对结构化噪声行位

置信息的辨识性能．

实验１中，为了考察ＬｉＢＩＭＣ算法在采样矩阵

包含结构化噪声情况下对缺失元素、含噪元素的补

全性能以及对噪声行位置信息的辨识能力，我们针

对（狀１，狀２，狉，狆狊，狆狀，λ，μ，δ）设计了５个不同的实验，

实验结果见表１．从表１容易看出，ＬｉＢＩＭＣ算法不

仅能以足够高的精度补全缺失元素，而且能在很大

程度上对含噪元素进行纠错，更为重要的是，

ＬｉＢＩＭＣ算法对结构化噪声行位置信息的辨识精度

（Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ）达到了１００％．有了这些精确的噪声

行位置信息，我们就可以在移除噪声行的情形下对

矩阵不含噪部分的缺失元素进行补全，从而使得现

有的矩阵补全算法都能够在结构化噪声采样的情形

下得以应用．此外，表１还反映了每次实验所耗费的

算法运行时间以及所求解的结果矩阵的秩，从表１

中可以看出，一方面在核范数的作用下，结果矩阵的

低秩性得到了很好的保持，另一方面从算法实时性

要求来看，算法运行效率还有待进一步提高，我们可

以在未来研究中考虑引入标准矩阵补全问题中常用

的快速求解算法如ＩＡＬＭ或ＡＤＭ算法来改进结构

化噪声矩阵补全问题的求解效率．
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表１　犔犻犅犐犕犆算法缺失元素和含噪元素补全精度以及结构化噪声行位置信息识别性能

狀１ 狀２ 狉 狆狊 狆狀 μ λ δ 狉ｎｏｉｓｅｏｒｉｇｉｎａｌ 狉ｎｏｉｓｅｃｏｒｒｅｃｔ 狉ｍｉｓｓｃｏｍｐ 狉ｌｉｎｅｒｅｃｏｇ 结果矩阵的秩 算法运行时间／ｓ

３００ ４００ ５ ０．４５ ０．２５ １２００ ０．８ １．２ ４．４８ｅ１ ６．５２ｅ２ ４．９１ｅ２ １ ５ ６．５１

５００ ３００ ５ ０．３５ ０．１５ １２００ ０．７ １．２ ４．４７ｅ１ ５．１３ｅ２ ３．７１ｅ２ １ ５ ７．１２

５００ ５００ １０ ０．４５ ０．２５ １５００ ０．７ １．２ ３．１７ｅ１ ５．８６ｅ２ ４．１３ｅ２ １ １０ １１．０９

１０００ １０００ １５ ０．３０ ０．３０ １６００ ０．７ １．２ ２．５９ｅ１ ６．３１ｅ２ ４．９２ｅ２ １ １５ ３７．８４

１５００ １０００ １０ ０．３０ ０．１０ １２００ ０．７ １．２ ３．１６ｅ１ ３．７０ｅ２ １．６６ｅ２ １ １０ ５２．５６

　　实验２． 移除结构化噪声行前后ＬｉＢＩＭＣ、ＩＡＬＭ、

ＳＶＴ、ＦＰＣＡ算法对缺失元素的补全精度比较．

实验１结果表明，ＬｉＢＩＭＣ算法能精确辨识出

结构化噪声所在行的位置信息，因此我们在实验２

中设计了５个实验来考察移除结构化噪声行前后

ＬｉＢＩＭＣ算法与ＩＡＬＭ、ＳＶＴ和ＦＰＣＡ算法对缺失

元素的补全性能，其中，ＩＡＬＭ算法的实现代码来源

于ｈｔｔｐ：／／ｐｅｒｃｅｐｔｉｏｎ．ｃｓｌ．ｉｌｌｉｎｏｉｓ．ｅｄｕ／ｍａｔｒｉｘｒａｎｋ／

ｓａｍｐｌｅ＿ｃｏｄｅ．ｈｔｍｌ，ＳＶＴ算法的实现代码来源于

ｈｔｔｐ：／／ｓｖｔ．ｓｔａｎｆｏｒｄ．ｅｄｕ／ｃｏｄｅ．ｈｔｍｌ，ＦＰＣＡ 算法的

实现代码来源于ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ１．ｓｅ．ｃｕｈｋ．ｅｄｕ．ｈｋ／～

ｓｑｍａ／ＦＰＣＡ．ｈｔｍｌ．ＩＡＬＭ、ＳＶＴ和ＦＰＣＡ 算法的

参数均按照算法设计者设定的方法选取．实验结果

见表２．从表２可以看出：（１）移除结构化噪声前，

ＬｉＢＩＭＣ算法对缺失元素的补全精度明显优于

ＩＡＬＭ、ＳＶＴ和ＦＰＣＡ算法将近一个数量级；（２）移

除结构化噪声行后，采样矩阵变成了无噪声采样，

此时无论是ＬｉＢＩＭＣ算法还是ＩＡＬＭ、ＳＶＴ、ＦＰＣＡ

算法，对缺失元素的补全精度均得到了大幅度的

提高．

表２　犐犃犔犕、犛犞犜、犉犘犆犃与犔犻犅犐犕犆算法移除结构化噪声行前后对缺失元素的补全精度比较

狀１ 狀２ 狉 狆狊 狆狀 μ λ δ

ＩＡＬＭ

移除噪

声行前

移除噪

声行后

ＳＶＴ

移除噪

声行前

移除噪

声行后

ＦＰＣＡ

移除噪

声行前

移除噪

声行后

ＬｉＢＩＭＣ

移除噪

声行前

移除噪

声行后

３００ ４００ ５ ０．４５ ０．２５ １２００ ０．８ １．２ ３．０６ｅ１ ８．７５ｅ６ ３．５８ｅ１ １．６２ｅ５ ５．６６ｅ１ ２．９７ｅ５ ４．９１ｅ２ ３．０１ｅ４

５００ ３００ ５ ０．３５ ０．１５ １２００ ０．７ １．２ ２．６１ｅ１ ８．１６ｅ６ ３．１７ｅ１ １．５７ｅ５ ５．４４ｅ１ ２．０８ｅ５ ３．７１ｅ２ ５．０９ｅ４

５００ ５００ １０ ０．４５ ０．２５ １５００ ０．７ １．２ ２．８４ｅ１ ７．５７ｅ６ ３．３２ｅ１ １．５６ｅ５ ４．１９ｅ１ ２．３１ｅ５ ４．１３ｅ２ １．３６ｅ４

１０００ １０００ １５ ０．３０ ０．３０ １６００ ０．７ １．２ ４．５３ｅ１ ７．６２ｅ６ ４．９８ｅ１ ９．８５ｅ６ ４．５８ｅ１ １．０２ｅ５ ４．９２ｅ２ １．０１ｅ４

１５００ １０００ １０ ０．３０ ０．１０ １２００ ０．７ １．２ ２．９５ｅ１ ６．３３ｅ６ ３．０４ｅ１ ２．３１ｅ５ ３．２３ｅ１ ３．２８ｅ５ １．６６ｅ２ ６．７２ｅ５

　　实验３． 采样率对ＬｉＢＩＭＣ算法性能的影响．

Ｃａｎｄｅｓ和Ｒｅｃｈｔ
［６］的研究结果表明，对不含噪

采样的标准矩阵补全问题而言，如果目标矩阵犡的

阶为狀１×狀２，秩为狉，其自由度为犱犳＝（狀１＋狀２－狉）狉，

当采样数目犿＜犱犳时，可能存在无穷多个秩为狉的

矩阵满足约束条件犘Ω（犚）＝犘Ω（犡），这就意味着，当

采样数目低于矩阵自由度时，即使在不含噪情形下

我们也不可能精确恢复出目标矩阵．因此，为了有效

地考察采样率对结构化噪声矩阵补全性能的影响，

实验中我们仅考虑犿＞犱犳的情形，即采样元素个数

必须不少于矩阵自由度．此外，鉴于实验１和实验２

的结果已经表明ＬｉＢＩＭＣ算法的优势主要体现在结

构化噪声行位置信息的辨识和移除结构化噪声行后

对缺失元素的补全能力，因此实验３主要考察

ＬｉＢＩＭＣ算法在不同采样率下所表现出来的结构化

噪声行位置信息辨识能力和移除结构化噪声行后对

缺失元素的补全能力．其中，结构化噪声行位置信息

辨识能力的考察综合采用 Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ和查全率

（Ｒｅｃａｌｌ）、查准率（Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ）作为评价指标，移除结

构化噪声行后对缺失元素补全能力的考察采用缺失

元素补全精度作为评价指标．图１和图２分别从

Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ和Ｒｅｃａｌｌ、Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ的３个评价指标反

映了秩为５、１０和１５的４００×４００矩阵在结构化噪

声污染率为２０％的情形下不同的采样率对结构化

噪声行位置信息辨识能力的影响，图３反映了同样

情形下采样率对移除结构化噪声行后缺失元素补全

精度的影响．考虑到ＬｉＢＩＭＣ算法参数的选取和采

样率大小无关，因此本实验中的参数设置为定值，即

λ＝０．７，μ＝１２００，η＝１．２．

图１　不同的采样率对结构化噪声行位置信息

辨识能力（Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ）的影响
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图２　不同的采样率对结构化噪声行位置信息

辨识能力（Ｒｅｃａｌｌ＆Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ）的影响

图３　不同的采样率对移除结构化噪声行后

缺失元素补全精度的影响

从图１可以看出：（１）当矩阵的秩较低时（例如

秩为５时），即使采样率低至１０％，ＬｉＢＩＭＣ算法对

结构化噪声行位置信息辨识的Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ值也能

接近于１００％，这表明ＬｉＢＩＭＣ算法对低秩矩阵具

有很强的结构化噪声行位置信息辨识能力；（２）当

矩阵的秩分别提高为１０和１５时，如果采样率过低

（例如分别低于１２．５％和２０％时），则相应的噪声行

辨识能力急剧下降，但是如果将采样率各提高５个

百分点，即分别提高到１７．５％和２５％以上，则相应

的Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ值也能达到１００％，这表明虽然随着

矩阵秩的增加，在采样率保持不变的情形下，

ＬｉＢＩＭＣ算法对结构化噪声行位置信息的辨识能力

会相应减弱，但实际上仍然可以通过提高采样率来

减小这种负面影响，从而使得结构化噪声行位置信

息得到精确辨识．进一步，从图３可以看出：（１）当

矩阵的秩较低时（例如秩为５时），即使采样率低至

１０％，ＬｉＢＩＭＣ算法对缺失元素的补全能力依然很

强，这表明ＬｉＢＩＭＣ算法对低秩含噪矩阵具有很强

的缺失元素补全能力；（２）当矩阵的秩分别提高到

１０和１５时，如果采样率较低（例如采样率为１０％和

１２．５％时），ＬｉＢＩＭＣ算法对缺失元素的补全能力急

速下降．同时，我们结合图１和图３容易发现：对于

矩阵秩为１５的情形而言，当采样率分别为１７．５％

和２０％时，虽然图１表明ＬｉＢＩＭＣ算法对结构化噪

声行位置信息辨识的Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ值并不高，但图３

却反映出此时的缺失元素补全精度相当之高．究其

原因，主要还是由于此时ＬｉＢＩＭＣ算法对结构化噪

声行位置信息的查全率达到了１００％，因此图３中

此时对移除结构化噪声行后的缺失元素补全就等同

于无噪声采样情形下缺失元素的补全，自然容易获

得很高的补全精度．实际上，图２的实验结果也证实

了这一事实：无论矩阵的秩为５，１０还是１５，在各种

采样率下，ＬｉＢＩＭＣ算法对结构化噪声行位置信息

辨识的查全率都高于查准率；特别地，当秩为１５时，

如果以采样率１７．５％进行采样，此时的Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ

值和查准率均远低于１００％，但查全率仍然达到

１００％，这表明在进行缺失元素补全时我们可以以较

低的采样率首先移除全部噪声行（付出的相应代价

是有少部分不含噪元素也会当作结构化噪声行被移

除），从而得以在干净采样的情形下补全不含噪部分

的缺失元素．

实验４．　结构化噪声污染程度对ＬｉＢＩＭＣ算

法性能的影响．

图４　不同的噪声污染程度对结构化噪声行位置

信息辨识能力（Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ）的影响

实验３考察了采样率对ＬｉＢＩＭＣ算法性能的影

响，实验４将考察结构化噪声污染程度对ＬｉＢＩＭＣ

算法的性能影响．鉴于前文对ＬｉＢＩＭＣ算法可调参

数的分析已经表明参数λ的选取和结构化噪声污染

程度的大小密切相关，因此本实验中仅固定参数

μ＝１２００，η＝１．２，而参数λ的取值是从０．７５依噪声

比例均匀递减到０．５１．图４反映了秩分别为５、１０

和１５的４００×４００矩阵在采样率为３０％和４０％情

形下不同结构化噪声污染程度对噪声行位置信息辨

识能力（Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ）的比较．图５反映了秩分别为
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图５　采样率为４０％时不同的噪声污染程度对移除

结构化噪声行后缺失元素补全精度的影响

５、１０和１５的４００×４００矩阵在采样率为４０％的情

形下不同结构化噪声污染程度对移除结构化噪声行

后缺失元素补全精度的比较．

从图４可以看出：当采样率达到４０％时，对秩

为５、１０和１５的矩阵而言，即使结构化噪声程度达

到７０％，ＬｉＢＩＭＣ算法对噪声行位置信息辨识的

Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ值仍然能达到．但当采样率降到３０％

时，ＬｉＢＩＭＣ算法对噪声信息的辨识能力随着矩阵

秩的增大和结构化噪声污染程度的提高显著下降，

这表明结构化噪声污染程度对ＬｉＢＩＭＣ算法辨识噪

声行位置信息能力的影响同时取决于矩阵的低秩程

度和采样率的大小，如果矩阵足够低秩，而且采样率

足够高，则ＬｉＢＩＭＣ算法对噪声行位置信息的辨识

能力基本不受结构化噪声污染程度的影响，反之则

影响较大．进一步，从图５可以看出：当矩阵的秩为

１５时，即使采样率高达４０％，随着结构化噪声污染

程度的增加，缺失元素的补全精度下降也比较明显，

但另一方面图４却表明当矩阵秩为１５时，如果采样

率达到４０％，ＬｉＢＩＭＣ算法对噪声行位置信息辨识

的Ｆ１Ｍｅａｓｕｒｅ值能达到１００％，这就意味着其查全

率能达到１００％，也就是说在补全缺失元素时完全

可以在移除全部噪声行元素的无噪声采样状态下进

行，理论上此时的缺失元素补全精度是不应该随着

结构化噪声污染程度的增加而不断下降的．究其原

因，主要是由于当噪声含量达到一定比例时，如果移

除全部噪声行信息，则矩阵的低秩性会受到很大的

影响．例如对４００×４００的矩阵而言，如果噪声含量

达到５０％，则移除噪声行后所得到的干净矩阵最多

变为２００×４００，因此其低秩性发生了很大的变化，

从而使得图５所示的“当秩为１５时，移除全部结构

化噪声行后缺失元素补全精度依然随着噪声污染程

度的提高而急剧下降”的现象产生．

最后，综合上述实验１～实验４，我们可以得出

如下结论：（１）在结构化噪声采样情形下，如果仅仅

需要恢复不含噪部分的缺失元素，我们可以利用

ＬｉＢＩＭＣ算法预先探测出噪声行位置，然后再选择

任意一种已有的矩阵补全算法，在移除噪声行信息

后，就可以以非常高的精度恢复出缺失元素；（２）如

果同时需要对噪声元素纠错并且恢复含噪部分的缺

失元素，可以选择ＬｉＢＩＭＣ算法进行一次性补全，虽

然补全精度低于无噪情形，但与ＩＡＬＭ、ＳＶＴ 和

ＦＰＣＡ算法相比，仍然有了将近一个数量级的提高；

（３）ＬｉＢＩＭＣ算法的性能受到采样率和结构化噪声

污染程度的影响，特别地，矩阵的秩越高，ＬｉＢＩＭＣ

算法性能受到采样率和结构化噪声污染程度的影响

越明显；（４）随着矩阵秩的增加和结构化噪声污染

程度的提高，虽然ＬｉＢＩＭＣ算法的补全性能会受到

影响，但仍然可以通过提高元素的采样率来有效减

小甚至抵消这种影响，从而达到理想的矩阵补全

性能．

７　结　论

本文针对矩阵补全理论在实际问题中经常遇到

的行结构化噪声情形提出了一种可扩放性好的有效

解决方案．该方案首先通过引入Ｌ２，１范数正则化技

术将其建模为一类凸约束优化问题，然后为此设计

了一种鲁棒的求解算法———基于线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭

代的结构化噪声矩阵补全算法（ＬｉＢＩＭＣ）．ＬｉＢＩＭＣ

算法不仅能以较高的精度补全缺失元素，而且还能

对含噪元素进行纠错，更为重要的是，ＬｉＢＩＭＣ算法

能够精确辨识采样矩阵中噪声元素所在行的位置信

息．有了这些噪声行位置信息，已有的矩阵补全算法

都可以在预先移除采样矩阵噪声行的前提下，对无

噪声部分的缺失元素进行精确补全．

在接下来的工作中，我们将进一步对ＬｉＢＩＭＣ

算法的收敛性进行严格的理论分析，同时研究

ＬｉＢＩＭＣ算法可调参数的自适应设置方法，并展开

ＬｉＢＩＭＣ算法在推荐系统、无线传感网节点定位和

数据收集等方面的应用研究．
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／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２３ｔｈ ＡｎｎｕａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎ Ｎｅｕｒａｌ

ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＳｙｓｔｅｍｓ（ＮＩＰＳ２００７）．Ｖａｎｃｏｕｖｅｒ，

Ｃａｎａｄａ，２００７：４１４８

［３１］ ＮｉｅＦＰ，ＨｕａｎｇＨ，ＣａｉＸ，ＤｉｎｇＣ．Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｒｏｂｕｓｔｆｅａｔｕｒｅ

ｓｅｌｅｃｔｉｏｎｖｉａｊｏｉｎｔＬ２１ｎｏｒｍｓｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ

ｔｈｅ２４ｔｈＡｎｎｕａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＮｅｕｒａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ

Ｓｙｓｔｅｍｓ（ＮＩＰＳ２０１０）．Ｖａｎｃｏｕｖｅｒ，Ｃａｎａｄａ，２０１０：１９

［３２］ ＨｕａｎｇＨ，ＤｉｎｇＣ．ＲｏｂｕｓｔｔｅｎｓｏｒｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｕｓｉｎｇＲ１

ｎｏｒｍ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥ ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒ

ＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ（ＣＶＰＲ２００８）．Ａｌａｓｋａ，ＵＳＡ，

２００８：１８
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［３３］ ＣａｉＸ，ＮｉｅＦＰ，ＨｕａｎｇＨ，ＤｉｎｇＣ．ＭｕｌｔｉｃｌａｓｓＬ２，１ｎｏｒｍ

ｓｕｐｐｏｒｔｖｅｃｔｏｒｍａｃｈｉｎｅ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１１ｔｈＩＥＥＥＩｎｔｅｒ

ｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＤａｔａＭｉｎｉｎｇ（ＩＣＤＭ２０１１）．Ｖａｎｃｏｕｖｅｒ，

Ｃａｎａｄａ，２０１１：９１１００

［３４］ ＧｏｌｄｓｔｅｉｎＴ，ＯｓｈｅｒＳ．ＴｈｅｓｐｌｉｔＢｒｅｇｍａｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒＬ１

ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｐｒｏｂｌｅｍｓ．ＳＩＡＭ ＪｏｕｒｎａｌｏｎＩｍａｇｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅ，

２００９，２（２）：３２３３４３

附　录．

定理４．　矩阵空间交替线性分裂Ｂｒｅｇｍａｎ迭代第１算

法等价于矩阵空间交替线性分裂Ｂｒｅｇｍａｎ迭代第２算法，即

算法２和算法３等价．

证明．　首先证明由算法２的步２、步４可以等价推出算

法３的步２、步４：

由于犘
０
犡＝０，从算法２的步４可得

犘
犽
犡 ＝

１

μ∑
犽

犻＝１

犘Ω（犚－犡
犻
－犣

犻） （Ⅰ）

　　不妨令：

犈（犡）＝μ 犡 －μ〈犘
犽
犡
，犡〉＋

１

２
犘Ω（犚－犡－犣

犽）２

Ｆ．

　　并将式（Ⅰ）代入犈（犡）并化简得

犈（犡）＝μ 犡 ＋
１

２
犘Ω（犡＋犣

犽）－

犘Ω（犚）＋∑
犽

犻＝１

犘Ω（犚－犡
犻
－犣

犻（ ））
２

Ｆ
＋ｃ，

其中ｃ为与犡无关的常数．

进一步，如果令

犅０ ＝犘Ω（犚），犅
犽
＝犘Ω（犚）＋∑

犽

犻＝１

犘Ω（犚－犡
犻
－犣

犻），

则显然有

犅犽＋１ ＝犅
犽
＋犘Ω（犚－犡

犽＋１
－犣

犽＋１） （Ⅱ）

此即为算法３的步４．

再将式（Ⅱ）代入犈（犡），可将算法２的步２转换为算法３

的步２：

犡犽＋１ ＝ａｒｇｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２
μ 犡 ＋

１

２
犘Ω（犡＋犣

犽）－犅犽
２

Ｆ．

同理，由算法２的步３、步５可以等价推出算法３的步３、步４．

综上所述，可知算法２等价于算法３． 证毕．

定理５．　算法３的不动点是问题（１５）的全局最优解．

证明．　不失一般性，假设算法３存在不动点（犡

（

，犣

（

，犅

（

），

则该不动点满足：

犡

（

＝ａｒｇｍｉｎ
犡∈犚

狀
１×
狀
２
μ 犡 ＋

１

２
犘Ω（犡＋犣

（

）－犅

（

２

Ｆ

犣

（

＝ａｒｇｍｉｎ
犣∈犚

狀
１×
狀
２
μλ 犣 ２，１＋

１

２
犘Ω（犣＋犡

（

）－犅

（

２

Ｆ

犅

（

＝犅

（

＋犘Ω（犚－犡

（

－犣

（

烅

烄

烆 ）

（Ⅲ）

再假设问题（１５）的全局最优解为（犡，犣），则（犡，犣）一定

满足：

（犡，犣）＝ ａｒｇｍｉｎ
犡，犣∈犚

狀
１×
狀
２

犡 ＋λ 犣 ２，１

犘Ω（犚）＝犘Ω（犡
＋犣

烅
烄

烆 ）

（Ⅳ）

根据式（Ⅲ），显然有

μ 犡

（

＋
１

２
犘Ω（犡

（

＋犣

（

）－犅

（

２

Ｆ 

　　μ 犡


＋
１

２
犘Ω（犡

＋犣

（

）－犅

（

２

Ｆ
（Ⅴ）

μλ 犣

（

２，１＋
１

２
犘Ω（犣

（

＋犡

（

）－犅

（

２

Ｆ 

　　μλ 犣


２，１＋
１

２
犘Ω（犣

＋犡

（

）－犅

（

２

Ｆ
（Ⅵ）

式（Ⅴ）＋式（Ⅵ）得

μ 犡
（

＋μλ 犣

（

２，１＋ 犘Ω（犣

（

＋犡

（

）－犅

（

２

Ｆ 

　μ 犡


＋μλ 犣


２，１＋
１

２
犘Ω（犡

＋犣

（

）－犅

（

２

Ｆ＋

　
１

２
犘Ω（犣

＋犡

（

）－犅

（

２

Ｆ
（Ⅶ）

由于犘Ω（犚－犡

（

－犣

（

）＝０且犘Ω（犚）＝犘Ω（犡
＋犣），则式（Ⅶ）

可化为

μ 犡

（

＋μλ 犣

（

２，１＋ 犘Ω（犚）－犅

（

２

Ｆ 

　μ 犡


＋μλ 犣


２，１＋

　
１

２
犘Ω（犣

（

）－犘Ω（犣
）＋犘Ω（犚）－犅

（

２

Ｆ＋

　
１

２
犘Ω（犣

）－犘Ω（犣

（

）＋犘Ω（犚）－犅

（

２

Ｆ
，

即

犡

（

＋λ 犣

（

２，１ 

　　 犡
＋λ 犣


２，１＋ 犘Ω（犣

）－犘Ω（犣

（

）２

Ｆ
／μ．

由于参数μ是任意取值的，所以当ΡΩ（犚－犡

（

－犣

（

）＝０时，恒有

犡
　

（

＋λ 犣
　

（

２，１ 犡
＋λ 犣


２，１成立，因为已经假设

（犡，犣）＝ａｒｇｍｉｎ
犡，犣∈犚

狀
１×
狀
２

｛犡 ＋λ 犣 ２，１

ｓ．ｔ．犘Ω（犚）＝犘Ω（犡＋犣）｝，

因此可知（犡

（

，犣

（

）是问题（１５）的全局最优解． 证毕．

定理６．　问题（１５）的全局最优解是算法３的不动点．

证明．　不妨令问题（１５）对应的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

犔（犡，犣，犠）＝ 犡 ＋λ 犣 ２，１＋〈犠，犘Ω（犚－犡－犣）〉．

　　不失一般性，假设问题（１５）存在全局最优解（犡，犣），

由ＫＫＴ条件可知一定存在矩阵犠，使得

犘

犡 －犘Ω（犠

）＝０

λ犘

犣 －犘Ω（犠

）＝０

犘Ω（犚）＝犘Ω（犡
＋犣

烅

烄

烆 ）

（Ⅷ）

式（Ⅷ）等价于

犘

犡 ＋

１

μ
犘Ω（犡

＋犣）－
１

μ
（犘Ω（犚）＋μ犘Ω（犠

））＝０

λ犘

犣 ＋

１

μ
犘Ω（犡

＋犣）－
１

μ
（犘Ω（犚）＋μ犘Ω（犠

））＝０

犘Ω（犚）＝犘Ω（犡
＋犣

烅

烄

烆 ）

（Ⅸ）

此时令犅＝μ犘Ω（犠
）＋犘Ω（犚），则式（Ⅸ）进一步等价于

０７３１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１５年



μ犘

犡 ＋犘Ω（犡

＋犣）－犅＝０

μλ犘

犣 ＋犘Ω（犡

＋犣）－犅＝０

犅＝犅＋犘Ω（犚－犡
－犣

烅

烄

烆 ）

（Ⅹ）

从式（Ⅹ）可以看出，（犡，犣，犅）满足算法３的不动点存在

条件：

μ犘
犽＋１
犡 ＋犘Ω（犡

犽＋１
＋犣

犽）－犅犽 ＝０

μλ犘
犽＋１
犣 ＋犘Ω（犡

犽＋１
＋犣

犽＋１）－犅犽 ＝０

犅犽＋１ ＝犅
犽
＋犘Ω（犚－犡

犽＋１
－犣

犽＋１

烅

烄

烆 ）

　　所以，问题（１５）的全局最优解（犡，犣）一定是算法３的

不动点． 证毕．

犆犎犈犖犔犲犻，ｂｏｒｎｉｎ１９７５，Ｐｈ．Ｄ．，

ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ

ｉｎｃｌｕｄｅｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ，ｓｅｒｖｉｃｅｃｏｍ

ｐｕｔｉｎｇａｎｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｅｃｕｒｉｔｙ．

犢犃犖犌犌犲狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６１，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ

ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｎｅｔｗｏｒｋｓｅｃｕｒｉｔｙ，ｐａｒａｌｌｅｌ＆ｄｉｓｔｒｉ

ｂｕｔｅｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，ｍｏｂｉｌｅｃｏｍｐｕｔｉｎｇ．

犆犎犈犖 犣犺犲狀犵犢狌，ｂｏｒｎｉｎ１９７８，Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ，

ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｓｅｃｕｒｉｔｙａｎｄｐｒｉｖａｃｙｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ．

犡犐犃犗犉狌，ｂｏｒｎｉｎ１９８０，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．

Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅ ｗｉｒｅｌｅｓｓｓｅｎｓｏｒｎｅｔｗｏｒｋ，

ｍｕｌｔｉｍｅｄｉａｉｍａｇｅｒｅｔｒｉｅｖａｌ．

犆犎犈犖犛狅狀犵犆犪狀，ｂｏｒｎｉｎ１９６２，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ

ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ，ｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉ

ｔｉｏｎａｎｄｎｅｕｒａｌｃｏｍｐｕｔｉｎｇ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱

　　Ｉｎｄａｔａｍｉｎｉｎｇｃｏｍｍｕｎｉｔｙ，ａｗｉｄｅｒａｎｇｅｏｆｄａｔａｉｓｎａｔｕ

ｒａｌｌｙｏｒｇａｎｉｚｅｄｉｎｍａｔｒｉｘｆｏｒｍ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｒｅａｌｗｏｒｄｄａｔａ

ｉｓｉｍｐｅｒｆｅｃｔａｎｄｅｎｔｒｉｅｓａｒｅｏｆｔｅｎｍｉｓｓｉｎｇ．Ｉｎｍａｎｙｃａｓｅｓ，ｔｈｅ

ｍａｔｒｉｘｍｕｓｔｂｅｆｉｌｌｅｄｉｎｂｅｆｏｒｅａｎｙｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔｗｏｒｋｃａｎｂｅ

ｄｏｎｅ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇｍｉｓｓｉｎｇｅｎｔｒｉｅｓｆｒｏｍｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ

ｓａｍｐｌｅｓｏｆａｎｕｎｋｎｏｗｎ ｍａｔｒｉｘｉｓｂｅｃｏｍｉｎｇａｃｈａｌｌｅｎｇｉｎｇ

ｐｒｏｂｌｅｍａｒｉｓｉｎｇｉｎ ｍａｎｙｒｅａｌｗｏｒｌｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，ｓｕｃｈａｓ

ｉｍａｇｅｉｎｐａｉｎｔｉｎｇ，ｖｉｄｅｏｄｅｎｏｉｓｉｎｇ，ｄａｔａｇａｔｈｅｒｉｎｇｆｏｒｗｉｒｅｌｅｓｓ

ｓｅｎｓｏｒｎｅｔｗｏｒｋｓａｎｄｒｅｃｏｍｍｅｎｄｅｒｓｙｓｔｅｍｓ，ｅｔｃ．Ｔｈｉｓｏｐｔｉ

ｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ，ｋｎｏｗｎａｓｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ，ｃａｎｂｅｍａｄｅ

ｗｅｌｌｄｅｐｅｎｄｅｄｂｙａｓｓｕｍｉｎｇｔｈｅｍａｔｒｉｘｔｏｂｅｌｏｗｒａｎｋ．Ｔｈｅ

ｒｅｓｕｌｔｉｎｇｒａｎｋｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｉｓＮＰｈａｒｄ，ｂｕｔｉｔｈａｓ

ｒｅｃｅｎｔｌｙｂｅｅｎｓｈｏｗｎｔｈａｔｔｈｅｒａｎｋｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｃａｎｂｅｒｅｐｌａｃｅｄ

ｗｉｔｈａｎｕｃｌｅａｒｎｏｒｍｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ．Ｂｅｃａｕｓｅｔｈｉｓｎｕｃｌｅａｒｎｏｒｍ
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１７３１７期 陈　蕾等：基于线性Ｂｒｅｇｍａｎ迭代的结构化噪声矩阵补全算法


