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收稿日期：２０１９０９０６；在线发布日期：２０２００２１９．本课题得到国家自然科学基金项目（６１７０２０７２，６１６０２０７６，６１９７６０３２）、博士后科学基金
面上项目（２０１７Ｍ６２１１２２，２０１７Ｍ６１１２１１）、辽宁省自然科学基金（２０１８０５４０００３）、中央高校基本科研业务费专项资金（３１３２０１９２０２）资助．
白　梅，博士，副教授，主要研究方向为数据管理、云计算和数据查询优化．Ｅｍａｉｌ：ｂａｉｍｅｉ８６１２２１＠１６３．ｃｏｍ．王习特，博士，副教授，主要
研究方向为大数据管理和并行数据管理．李冠宇，博士，教授，主要研究领域为智能信息处理和语义物联网．宁　博，博士，副教授，主要
研究方向为数据管理和隐私保护．周　新，博士，讲师，主要研究方向为数据管理和机器学习．

基于最大覆盖的代表犛犽狔犾犻狀犲问题的优化算法研究
白　梅　王习特　李冠宇　宁　博　周　新

（大连海事大学信息科学技术学院　辽宁大连　１１６０００）

摘　要　Ｓｋｙｌｉｎｅ查询作为多目标决策的重要手段之一，可以根据用户偏好，在大量的数据中挖掘出用户真正感兴
趣的数据．然而，随着维度的增加以及数据分布的原因，会导致ｓｋｙｌｉｎｅ结果数目过多，查询结果失去意义．目前，已
有一些工作对代表ｓｋｙｌｉｎｅ问题进行了研究，即在全部ｓｋｙｌｉｎｅ结果中选取犽个最具代表性的ｓｋｙｌｉｎｅ元组．综合考
虑代表ｓｋｙｌｉｎｅ的代表性以及稳定性，本文选取基于最大覆盖的代表ｓｋｙｌｉｎｅ问题（犽ＭａｘｉｍｕｍＣｏｖｅｒａｇｅＳｋｙｌｉｎｅ，
犽ＭＣＳ）问题进行研究．与之前的犽ＭＣＳ计算方法相比，本文提出的算法具有更好的效率．针对犽ＭＣＳ问题，首先，
本文提出了２维上的基于前缀的优化算法ＯＰＡ（ＯｐｔｉｍａｌＰｒｅｆｉｘＡｌｇｏｒｉｔｈｍ），ＯＰＡ算法利用前缀支配表，可以通过
少量的加减法运算完成最后的结果计算．接着，考虑到多维上犽ＭＣＳ问题是一个ＮＰＨａｒｄ问题，本文提出了优化
贪心算法ＯＧＡ和εＯＧＡ，ＯＧＡ比基本贪心算法减少了５０％以上的计算量．而εＯＧＡ通过引入参数ε，与ＯＧＡ算
法相比，仅牺牲ε／（１＋ε）的精度，大大加快了计算效率．最后，通过大量的实验验证了本文所提算法ＯＰＡ、ＯＧＡ和
εＯＧＡ的有效性和高效性．
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εＯＧＡｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．ＴｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆεＯＧＡｃａｎｂｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｄｉｎａｄｖａｎｃｅｗｉｔｈａｇｕａｒａｎｔｅｅｉｎｇ
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犓犲狔狑狅狉犱狊　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｓｋｙｌｉｎｅ；犽ＭＣＳ；ｐｒｅｆｉｘａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｇｒｅｅｄｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

１　引　言
随着“大数据”时代的到来，数据已经成为重要的

生产因素．对海量数据的挖掘和运用，已成为国内外
广大学者的研究重点．轮廓查询（ｓｋｙｌｉｎｅｑｕｅｒｙ）［１２］
作为多目标决策（ＭｕｌｔｉＣｒｉｔｅｒｉａＤｅｃｉｓｉｏｎＭａｋｉｎｇ，
ＭＣＤＭ）手段，可以通过偏好函数帮助用户从海量
信息中提取出有针对性的价值富集，同时，轮廓查询
还可以快速地确定数据集的帕累托边界（ｐａｒｅｔｏ
ｆｒｏｎｔｉｅｒ），这些都使得轮廓查询在许多实际应用中
有着非常重要的作用．

在介绍轮廓集合的概念之前，需要先引入支配
的概念．具体地，给定两个元组狆１和狆２，狆１支配狆２
指的是：在所有维度上，狆１都好于或者等于狆２；至少
在一个维度上，狆１要好于狆２．为了表述方便，在本文
里，值越小被认为越“好”．现实生活中，所有的数值
都可以通过０１标准化①落在［０，１］区间内．因此，
如果某个属性值越大越好，可以采用１狓的方法进
行转换，使得转换后的值越小越好．轮廓集合包含了

所有不被其它元组“支配”的元组．如图１所示，一共
有１６条房产记录｛狆１，狆２，…，狆１６｝．每一条房产信息
包括２个维度信息：与最近的交通站点的距离和每
平米单价．其中，距离值和价格都通过０１标准化映
射到［０，１］区间内，并以“小”值为优．图中狆４在两个
维度都比狆１０小，那么说明狆４的交通情况和价格都

图１　轮廓和犽最大覆盖轮廓（犽＝３）
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比狆１０好，则狆４支配狆１０．图中的轮廓集合是｛狆１，狆２，…，
狆７｝，其它的房产记录都可以被｛狆１，狆２，…，狆７｝中的
１个或多个元组支配．

通过上述例子，可以发现尽管轮廓查询已经大
大方便了人们的结果选择，但是当人们关注的维度
较多，或者关注的数据集较大时，会造成轮廓元组的
数目大大增加［２］．这时，整体轮廓集合对于用户的意
义将变小，因此，通过优中选优，推荐有限数目的具
有代表性的轮廓元组给用户将变得十分必要．本文
主要针对代表轮廓问题进行了研究，即在整体轮廓
中选出具有代表性的有限数目的轮廓元组．代表轮
廓在多目标决策问题上比轮廓集合更具有意义，尤
其适合分布复杂和体量庞大的数据集合，更加适用
在“大数据”时代中．

目前，关于代表轮廓问题［３６］的研究已取得了
很多成果．Ｂａｉ等人［３］和Ｓｏｈｏｌｍ等人［４］提出了基于
最大覆盖的代表轮廓问题———犽最大覆盖轮廓
犽ＭＣＳ．具体地，给定一个参数犽，从整体轮廓中选
出犽个轮廓元组，使得他们可以支配的面积（体积
或超体积）达到最大．如图１所示，图中全体轮廓为
｛狆１，狆２，…，狆７｝，当犽＝３时，｛狆１，狆２，狆４｝能够支配的
区域如图中覆盖所示，它们的支配面积是０．０４＋
０．０９＋０．５２＝０．６５．其它包含３个轮廓元组的集合
的支配面积都小于０．６５，所以，｛狆１，狆２，狆４｝就是
３最大覆盖轮廓．

正如文献［３４］中提到的，对比其它代表轮廓，
犽最大覆盖轮廓更加稳定、计算速度更快、且具有很
好的代表性．但是，之前设计的犽ＭＣＳ算法［３］在计
算过程中，对于某些必要的中间结果没有进行保留，
所以需要大量的重复性计算，导致算法效率偏低．且
造成每次计算比较复杂，浪费了大量的算力．因此，
本文设计一种方法，通过保留最为适合的中间结果，
充分复用这些中间结果值，避免了大量的重复计算，
从而加速了犽ＭＣＳ的计算．归结起来，本文的主要
贡献如下：

（１）针对２维数据空间中的犽ＭＣＳ问题，提出
了基于前缀支配表的前缀优化算法ＯＰＡ．利用优化
的求前缀公式，ＯＰＡ可以通过犗（犽犕２）次加减法运
算完成犽ＭＣＳ的计算，其中犕是整体ｓｋｙｌｉｎｅ元组
的数目．

（２）针对多维数据空间中的犽ＭＣＳ问题，提出
了优化贪心算法ＯＧＡ，对比基础贪心算法，在保证相
同精确度的前提下减少５０％以上的计算量；之后，在
ＯＧＡ算法的基础上，提出了提前截断算法εＯＧＡ．

与ＯＧＡ算法相比，εＯＧＡ通过牺牲ε／（１＋ε）的精
度，大大提高计算效率．

（３）设计了详细的性能评价实验，实验结果表
明本文所提出的算法ＯＰＡ、ＯＧＡ和εＯＧＡ能够分
别高效地处理２维和多维空间中的犽ＭＣＳ问题．与
之前算法相比较，本文提出的算法具有更好的计算
效率．

本文第２节回顾相关工作；第３节介绍最大覆
盖代表轮廓犽ＭＣＳ的相关定义；第４节详细描述本
文所提出的犽ＭＣＳ的查询算法，针对２维空间，提
出ＯＰＡ算法；针对多维数据空间，提出优化贪心算
法ＯＧＡ和εＯＧＡ；第５节给出实验结果与分析；第
６节对全文进行总结．

２　相关工作
轮廓查询（ｓｋｙｌｉｎｅｑｕｅｒｙ）的概念最早由Ｂｏｒｚｓｏｎｙｉ

等人［１］在２００１年提出，轮廓查询的前身是最大向量
问题［７］．文献［８］对ｓｋｙｌｉｎｅ及其变体查询进行了综
述性概括，包括ｓｋｙｌｉｎｅ查询及其变体查询的相关文
献．与本文关联较大的所有文献都在２．２节进行了
介绍．
２１　轮廓查询算法

文献［１］中最早提出了两个轮廓查询算法ＢＮＬ
和Ｄ＆Ｃ．ＢＮＬ依次扫描全体数据并把不被支配的
元组加入到候选集合中，通过多次迭代求出最终的
轮廓集合．Ｄ＆Ｃ算法把全体数据分成多个子集并
求出每个子集的子集轮廓，然后合并所有的子集轮
廓得到最终的轮廓集合．ＳＦＳ算法［９］首先按照单调
函数把数据集排序，使得排在后面的数据不可能支
配排在前面的数据，利用该性质来计算轮廓集合．

利用索引，轮廓查询的效率得到了大大提高．
Ｂｉｔｍａｐ算法［１０］首先把每个元组映射成一个犿位的
矢量，利用转换后的矢量求解最终的轮廓集合．ＮＮ
算法［１１］和ＢＢＳ算法［１２］利用Ｒｔｒｅｅ索引来管理全部
的数据元组，ＮＮ利用最近邻来进行过滤求得最终
的轮廓集合．ＢＢＳ算法通过访问那些包含最终轮廓
元组的Ｒｔｒｅｅ节点来求得最终的轮廓集合．ＺＢｔｒｅｅ
算法［１３］采用Ｚｏｒｄｅｒ索引来管理全体数据，并利用
Ｚｏｒｄｅｒ之间的顺序过滤，来计算最终的轮廓结果．

此外，还有很多研究是针对特定环境下的轮廓
查询问题．如数据流上的轮廓查询［１４１５］算法，旨在
解决那些数据频繁更新的多目标决策问题，适用于
股票市场、传感器环境监控方面等．分布式环境上的

８７２２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２０年
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轮廓查询算法［１６１７］，旨在解决数据体量大的多目标
决策问题，适用于电子商务环境、传感器网络等数据
量大的环境中．不确定环境上的轮廓查询［１８］算法，
旨在解决数据值不完全精确环境下的多目标决策问
题，适用于数据范围观测环境中．
２２　代表轮廓查询算法

随着数据时代的到来，轮廓查询处理的数据量
越来越大，数据分布越来越复杂，从而导致了整体轮
廓的大小越来越大．当整体轮廓元组数目过多时，对
整体轮廓的研究意义将变小．因此，越来越多的学者
致力于代表轮廓［３６］的研究．

文献［１９２４］中通过改变支配定义，来控制最终
结果的数目，选出的结果元组有可能不是传统的轮
廓元组．文献［１９］中提出了犽支配的概念，元组狆１
能够犽支配狆２指的是：在选中的犽个子维度上，狆１
支配狆２．通过选择合适的子维度就可以控制结果元
组的数目．Ｐｅｎｇ等人①针对高维上的犽支配ｓｋｙｌｉｎｅ
问题提出了一种并行解决方法，利用ＧＰＵ框架来
快速计算犽支配ｓｋｙｌｉｎｅ结果．Ｘｉａ等人［２０］提出了
ε支配的概念，元组狆１能够ε支配狆２指的是：狆１每
个维度上的值增加ε后，转换后的狆１支配狆２．通过
调整ε值，就能控制结果元组的数目．信等人［２１］提
出了ρ支配的概念，元组狆１能够ρ支配狆２指的是：
狆１每个维度上的值增加ρ倍后，转换后的狆１支配狆２．
通过调整ρ值，可以控制结果元组的数目．Ｚｈａｎｇ等
人［２２］提出了圆锥支配的概念，狆１能够圆锥支配狆２指
的是：狆２与狆１形成的斜率在圆锥角度范围内．通过
调整圆锥的角度，就可以调整结果元组的数目．

文献［２３］提出了ｔｏｐ犽轮廓，每个元组都根据
该元组的支配能力（即该元组可以支配的其它元组
的数目）进行排序，选出排在前犽个的元组作为
ｔｏｐ犽轮廓结果返回．之后，文献［２４］研究了数据流
上的ｔｏｐ犽轮廓问题．无疑地，该ｔｏｐ犽轮廓只考虑
了单个元组的支配能力，没有考虑返回结果的整体
支配能力．更有甚者，ｔｏｐ犽轮廓选出的代表元组有
可能集中在一起，且不是轮廓元组，因此，ｔｏｐ犽轮
廓的代表性并不够好．

Ｌｉｎ等人［５］提出了基于整体支配数目的代表轮
廓ＲＳＰ．ＲＳＰ希望选出犽个轮廓点，使得选中的犽
个轮廓点可以支配的元组数目达到最大．无疑地，
ＲＳＰ能保证选中的轮廓元组具有良好的代表性．但
是，ＲＳＰ的稳定性较差，且计算复杂．当数据集合变
化时，非轮廓元组会影响ＲＳＰ的结果．

Ｔａｏ等人［６］提出了基于距离的代表轮廓ＤＲＳ．

ＤＲＳ采用距离来衡量选定集合的代表性．给定一个
有犽个轮廓元组的子集犓，整体轮廓用犛犓犢表示，
子集犓的代表因子为犈狉（犓，犛犓犢）＝ｍａｘ狆∈犛犓犢犓
｛ｍｉｎ狆′∈犓｜狆，狆′｜｝，其中｜狆，狆′｜是元组狆和狆′的欧
几里德距离．简单说来，犈狉（犓，犛犓犢）的含义就是选
中犽个元组，记录每个未选中的元组距离它最近的
选中元组的距离，其中的最大距离就是犓的距离因
子．ＤＲＳ是因子数犈狉（犓，犛犓犢）最小的子集犓．当某
个维度进行缩放的时候，例如单位由千米变成米，
ＤＲＳ的结果会发生变化．同时，这种代表轮廓的定
义也忽视了轮廓定义的核心，与支配能力完全无关．

另外，文献［２５２６］中提出了后悔集合的概念．
文献［２５］提出了最小后悔代表集合概念，文中首先
定义了后悔的概念，即针对每个用户，全集的最高打
分函数减去选中子集的最高打分函数就是该集合针
对该用户的后悔值，而后悔率就是后悔值与选中子
集打分函数的比值，最小后悔代表集合就是选中大
小为犽的子集，使得所有用户的后悔率的上确界值
最小．文献［２６］提出了犽后悔最小集合，文中定义
了犽后悔值为全集中第犽高的打分函数值减去子集
中最高打分函数值．而犽后悔率就是犽后悔值与全
集中第犽高的打分函数值的比值．犽后悔最小集合
就是选中大小为狉的子集，对所有用户的犽后悔率
的上确界最小．文献［２５２６］都以后悔值为目标进行
考虑，这样选中的代表集合与用户在各个维度的打
分函数关系十分密切．文献［２７］中提出了基于意义
和多样性的代表轮廓ＳＤＲＳ，他们希望设定一个合
理的参数，综合考虑多样性和意义．其中，多样性采
用距离来衡量，即选择的元组相距越远，多样性越
好．而选中元组的意义由ｓｉｇｍｏｉｄ函数来衡量．文献
［２８］中提出了基于点击的代表轮廓，即对每个轮廓
元组都记录一个用户点击它的概率值，选出犽个轮
廓元组，使得用户点击其中一个元组的概率值达到
最大．上述的几种代表轮廓的定义都忽视了轮廓的
核心定义———支配能力，且它们的计算都是非常复
杂的．

另外还有很多文献［２９］采用代表轮廓的概念用
来过滤，这些文章中的代表元组的选择标准与本文
选定的选择标准都是类似的，是基于支配面积（体积
或者超体积）的，但是这些文章都没有给出详细的求
解方法，导致选出的代表轮廓误差太大．
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与本文最相近的文献是文献［３４，３０］，它们研
究的都是基于最大覆盖（即支配面积、体积或超体
积）的代表轮廓查询犽ＭＣＳ问题．文献［４］中只论述
了该代表轮廓选取标准的优越性，没有就犽ＭＣＳ问
题给出实际的解决办法．文献［３］中给出了犽ＭＣＳ
问题的详细解决办法，但是它的处理办法中对计算
的复用率不够，导致算法效率并不够高．文献［３０］主
要针对犽ＭＣＳ问题的删除鲁棒性问题进行了研究，
但是只针对多维贪心算法给出了优化查询算法
ＲＴ．ＲＴ采用了Ｌａｚｉｅｒ贪心加速算法［３１］的思想，首
先求出一个ｃｏｒｓｅｔ集合，而后只在ｃｏｒｅｓｅｔ集合中进
行计算，不用对全集进行计算．

本文针对犽ＭＣＳ问题设计了一种更加灵活、高
效的解决办法，有效提升了犽ＭＣＳ问题的计算效率．

３　问题描述
本文针对基于最大覆盖的代表轮廓查询犽ＭＣＳ

问题进行了研究．为了描述方便，表１中给出了本文
的符号定义．

表１　符号表示
符号 符号含义　

狆１，狆２ 数据元组
犘 数据集合
犛犓犢（犘）／犛犓犢 数据集合犘的轮廓集合
犱 数据集合犘的维度
狆１［犻］ 元组狆１在维度犻上的值
犽 代表轮廓元组的数目
犽ＭＣＳ（犛犓犢） 基于最大覆盖的犽代表轮廓
犇狅犿犛犻狕犲（狊犻）／
犇狅犿犛犻狕犲（犛） 元组狊犻／集合犛的支配（超）体积／面积
犐狀狋犛犻狕犲（犛） 集合犛所有元组的相交支配（超）体积／面积
犐狀狋犛犻狕犲（狊犻，犛） 元组狊犻和集合犛支配面积／体积相交部分的大小
犻犛犲狋狊（犛） 犛中任意犻个元组组成的所有集合
犘狉犲犛犲狋（狊犻） 排在狊犻之前的元组组成的集合
犘狉犲犛犻狕犲（犛，狊犻）犛对狊犻的前缀支配面积
犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犛）元组狊犻相对于犛的增量支配体积／面积

给定１个犱维的数据集合犘，每个数据元组狆
可以表示为狆＝〈狆［１］，狆［２］，…，狆［犱］〉，且每个维
度上的值都以小值为优，并映射到［０，１］区间内．通
过映射函数，可以把每个数据在各维度上的值都转
化到［０，１］范围内．下面，本文回顾一下轮廓的基本
概念．

定义１（支配［１］）．　给出犱维数据集合犘，狆１，
狆２∈犘，狆１支配狆２（记作狆１狆２）需要满足以下两个
条件：（１）犻∈｛１，２，…，犱｝，狆１［犻］狆２［犻］；（２）犼∈
｛１，２，…，犱｝，狆１［犼］＜狆２［犼］．

集合犘中所有不被其它元组支配的元组就组

成了犘的轮廓集合，记作犛犓犢（犘）＝｛狆犻｜狆犻，狆犼∈
犘，／狆犼狆犻｝，简写为犛犓犢．

本文研究的是基于最大覆盖（支配面积或体积）
的代表轮廓问题犽ＭＣＳ．在介绍犽ＭＣＳ的标准定
义之前，先介绍如何求解一个集合的支配面积（体
积）．由于每个元组在所有维度上的值都可以标准
化到０１范围内，基于此标准，下面给出一个犱维
元组狆的支配大小（支配体积或支配面积），记作

犇狅犿犛犻狕犲（狆）＝∏
犱

犻＝１
（１－狆［犻］）．给定一个含有狀个元

组的犱维集合犛＝｛狆１，狆２，…，狆狀｝，犛的相交支配大
小指的是集合中所有元组共同支配区域的大小，记
作犐狀狋犛犻狕犲（犛）＝∏

犱

犻＝１
（１－ｍａｘ狆犼∈犛（狆犼［犻］））．给定元

组狆和集合犛，狆和犛的相交支配大小为能够被狆
和犛共同支配区域的大小，记作犐狀狋犛犻狕犲（狆，犛）．

如图２中所示，元组狆２的支配大小为犇狅犿犛犻狕犲（狆２）
＝（１－０．２）×（１－０．４）＝０．４８．集合犛１＝｛狆１，狆２，
狆４｝的相交支配区域如图中深色部分所示，相交支配
大小为犐狀狋犛犻狕犲（犛１）＝（１－０．３５）×（１－０．６）＝
０．２６．给定集合犛２＝｛狆１，狆２｝和元组狆４，犐狀狋犛犻狕犲（狆４，
犛２）的大小如图中所有填色部分所示（１－０．４）×
（１－０．３５）＝０．３９．

图２　集合的支配大小举例

根据文献［３］中的定义２，可以得到一个集合的
含有狀个元组的犱维数据集合犛＝｛狆１，狆２，…，狆狀｝，
犛的支配大小如式（１）所示：

犇狅犿犛犻狕犲（犛）＝∑
狀

犻＝１
犇狅犿犛犻狕犲（狆犻）＋　　　　　　

（－１）１∑犛犼∈２犛犲狋狊（犛）
犐狀狋犛犻狕犲（犛犼）＋

（－１）２∑犛犼∈３犛犲狋狊（犛）
犐狀狋犛犻狕犲（犛犼）＋…＋

（－１）犻－１犐狀狋犛犻狕犲（犛） （１）
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其中，犻犛犲狋狊（犛）指的是犛中含有犻个元组的所有集
合．例如，给定集合犛＝｛狆１，狆２，狆３，狆４｝，３犛犲狋狊（犛）＝
｛｛狆１，狆２，狆３｝，｛狆１，狆２，狆４｝，｛狆１，狆３，狆４｝，｛狆２，狆３，
狆４｝｝．式（１）利用集合的容斥原理来求解任意集合的
支配面积．

定义２（犽最大覆盖轮廓犽ＭＣＳ［３］）．给出犱维
数据集合犘的轮廓集合犛犓犢和参数犽，如果犛犓犢
中的元组数目少于犽个，那么最大覆盖轮廓犽ＭＣＳ
就是犛犓犢；反之，犽ＭＣＳ就是犛犓犢中由犽个元组组成
的支配面积最大的那个集合，记作犽犕犆犛（犛犓犢）＝
｛犛犻｜犛犻，犛犼∈犽犛犲狋狊（犛犓犢），／犛犼，犇狅犿犛犻狕犲（犛犼）＞
犇狅犿犛犻狕犲（犛犻）｝，简写为犽犕犆犛（犛犓犢）．

如图２所示，给定参数犽＝３，轮廓集合犛犓犢＝
｛狆１，狆２，…，狆７｝，它的３最大覆盖轮廓是３犕犆犛
（犛犓犢）＝｛狆１，狆２，狆４｝，它的支配面积是０．６５．任意
其它３个轮廓元组的支配面积一定小于０．６５，所以
该轮廓集合的３最大覆盖轮廓是｛狆１，狆２，狆４｝．

４　最大覆盖代表轮廓犽犕犆犛查询处理
本节中，针对最大覆盖轮廓问题ＭＣＳ的解决

方案给出了详细的描述．本文就ＭＣＳ问题分别给
出了２维和多维（３维及３维以上）的解决方案．
４１　２维犽犕犆犛的计算

本节关注的是在２维环境下，在轮廓集合中求
解ＭＣＳ问题．考虑到２维环境下轮廓元组的分布
特征：如果所有的轮廓元组在一个维度上呈升序排
列，在另一个维度上一定是降序排列．这里规定轮廓
集合犛犓犢以及犛犓犢的任意子集中的所有元组都
按照第一维属性值由小到大进行排列．本小节首先
描述了犽ＭＣＳ问题的基本解决方法———动态规划
解决方法；接着，描述了本文提出的前缀优化算法．
４．１．１　犽ＭＣＳ的动态规划解决方案

给定参数犽和轮廓集合犛犓犢＝｛狊１，狊２，…，狊犕｝，
｜犛犓犢｜＝犕，对于犛犓犢中任意含有犽个元组的子
集，所有能够排在第犻个位置的元组组成了集合
犻狅狉犱犲狉＝｛狊犻，狊犻＋１，…，狊犕－犽＋犻｝．如图２所示，共有
７个轮廓元组，当犽＝３时，２狅狉犱犲狉＝｛狆２，狆３，狆４，
狆５，狆６｝．对于任意包含３个元组的集合，狆１和狆７永
远不可能出现在第２个位置上．

给定轮廓集合犛犓犢＝｛狊１，狊２，…，狊犕｝，对于任意
轮廓元组狊犻∈犛犓犢，集合｛狊１，狊２，…，狊犻－１｝中的元组
都排在狊犻之前，称｛狊１，狊２，…，狊犻－１｝是狊犻的前缀集合，
记作犘狉犲犛犲狋（狊犻）＝｛狊１，狊２，…，狊犻－１｝．给定一个元组狊犻

和犘狉犲犛犲狋（狊犻）的任意子集犛＝｛狊′１，狊′２，…，狊′犾｝
犘狉犲犛犲狋（狊犻），那么犛对狊犻的前缀支配面积是犛∪｛狊犻｝
的支配面积减去狊犻的支配面积，记作犘狉犲犛犻狕犲（犛，狊犻）．
犘狉犲犛犻狕犲（犛，狊犻）＝犇狅犿犛犻狕犲（犛∪｛狊犻｝）－犇狅犿犛犻狕犲（狊犻）

＝∑犼∈［１，犾－１］（１－狊′犼［２］）（狊′犼＋１［１］－狊′犼［１］）＋
　（１－狊′犾［２］）（狊犻［１］－狊′犾［１］） （２）

　　如图２所示，给定集合犛＝｛狆１，狆２，狆４｝和元组
狆５，犛对狆５的前缀支配面积可以记作犘狉犲犛犻狕犲（犛，
狆５）＝（１－０．６）×（０．２－０．１）＋（１－０．４）×（０．３５－
０．２）＋（１－０．２）×（０．６－０．３５）＝０．３３．

下面，借助前缀集合的概念，定义了狊犻的最大组合．
定义３（犾最大组合［３］）．给定任意轮廓元组狊犻∈

犛犓犢，在犘狉犲犛犲狋（狊犻）中任选犾－１个元组，使得这犾－１
个元组与狊犻组合在一起的集合支配面积（或体积）最
大，选定的犾－１个元组就组成了狊犻的（犾－１）最大前
缀，记作（犾－１）犔犪狉犘狉犲（狊犻）．（犾－１）犔犪狉犘狉犲（狊犻）与
狊犻的并集，构成了狊犻的犾最大组合，记作犾犔犪狉犆狅犿（狊犻）：
（犾－１）－犔犪狉犘狉犲（狊犻）＝｛犛犿｜犛犿犘狉犲犛犲狋（狊犻），
　｜犛犿｜＝犾－１，／犛狀犘狉犲狊犲狋（狊犻），｜犛狀｜＝犾－１，
　犇狅犿犛犻狕犲（犛狀∪｛狊犻｝）＞犇狅犿犛犻狕犲（犛犿∪｛狊犻｝）｝（３）
犾犔犪狉犆狅犿（狊犻）＝（犾－１）犔犪狉犘狉犲（狊犻）∪｛狊犻｝（４）

　　如图２所示，给定轮廓元组狆４，犘狉犲犛犲狋（狆４）＝
｛狆１，狆２，狆３｝，狆４的２最大前缀为２犔犪狉犘狉犲（狆４）＝
｛狆１，狆２｝，狆４的３最大组合为３犔犪狉犆狅犿（狆４）＝｛狆１，
狆２，狆４｝．其它前缀集合｛狆１，狆３｝、｛狆２，狆３｝与狆４组合
的支配面积都小于｛狆１，狆２，狆４｝的支配面积．

下面，通过引入文献［３］的定理，就可以用动态
规划思想来解决犽ＭＣＳ问题．

引理１．　给出２维轮廓集合犛犓犢＝｛狊１，狊２，…，
狊犕｝和参数犽，以及集合犽狅狉犱犲狉＝｛狊犽，狊犽＋１，…，狊犕｝中
所有元组的犽最大组合，那么犛犓犢的犽犕犆犛（犛犓犢）
一定是这些犽最大组合中支配面积最大的那个
集合．

证明．　参见文献［３］中的定理１．
引理２．给定２维轮廓集合犛犓犢和狊犻∈犾狅狉犱犲狉＝

｛狊犾，狊犾＋１，…，狊犕－犽＋犾｝，那么狊犻的（犾－１）最大前缀一
定属于｛狊犾－１，狊犾，…，狊犻－１｝（（犾－１）狅狉犱犲狉中排在狊犻之
前的所有元组）中某元组的（犾－１）最大组合．

证明．　参见文献［３］中的定理２．
根据引理２和３可以发现，给定２维环境下的

轮廓集合和参数犽时，能够利用动态规划方法解决
犽ＭＣＳ问题．如图３所示，给出７个轮廓元组和参
数犽＝３，首先，得到１狅狉犱犲狉中每个元组的１最大
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组合，就是该元组本身，得到｛狆１｝、｛狆２｝、｛狆３｝、｛狆４｝
和｛狆５｝．接着，对２狅狉犱犲狉中每个元组，从相应的１最
大组合中，求出１最大前缀．如元组狆４的１最大前
缀，一定是｛狆１，狆２，狆３｝中某个元组的１最大组合
（由引理２得到），犘狉犲犛犻狕犲（｛狆１｝，狆４）＝（１－０．６）×
（０．３５－０．１）＝０．１是最大的，所以狆４的１最大前
缀是｛狆１｝．求出２狅狉犱犲狉中每个元组１最大前缀后，
得到每个元组的２最大组合｛狆１，狆２｝、｛狆１，狆３｝、
｛狆１，狆４｝、｛狆２，狆５｝和｛狆２，狆６｝．最后，求出３狅狉犱犲狉中
每个元组的最大组合，得到｛狆１，狆２，狆３｝、｛狆１，狆２，
狆４｝、｛狆１，狆４，狆５｝、｛狆１，狆４，狆６｝和｛狆１，狆４，狆７｝．

图３　犽ＭＣＳ问题的动态规划解决方法实例

４．１．２　犽ＭＣＳ的前缀优化算法ＯＰＡ
在动态规划方法中，对于犾狅狉犱犲狉中的任意元组

狊犻，想要求得狊犻的（犾－１）最大前缀，需要计算｛狊犾－１，
狊犾，…，狊犻－１｝中每个元组的（犾－１）最大组合对狊犻的前
缀支配面积．在本文提出的优化算法中，可以减少前
缀支配面积的计算代价和计算次数，从而提高查询
效率．

定义４（犾前缀支配表）．给定轮廓集合犛犓犢＝
｛狊１，狊２，…，狊犕｝和参数犽，对于犾狅狉犱犲狉中的所有元组狊犻，
都求得犾犔犪狉犆狅犿（狊犻）的支配面积，以及犾犔犪狉犆狅犿（狊犻）
对｛狊犻＋１，狊犻＋２，…，狊犕－犽＋犾＋１｝（（犾＋１）狅狉犱犲狉中排在狊犻
之后的元组）中每个元组的前缀支配面积，并记录相
应前缀支配面积，形成犾阶前缀支配表．

图４　１阶前缀支配表

如图４所示，共有７个轮廓元组以及犽＝３，
１狅狉犱犲狉＝｛狆１，狆２，狆３，狆４，狆５｝，图４是一个１阶前缀
支配表．记录了１狅狉犱犲狉中每个元组的支配面积，以
及它们的１最大前组合对２狅狉犱犲狉＝｛狆２，狆３，狆４，

狆５，狆６｝中对应元组的前缀支配面积．图中计算了
１犔犪狉犆狅犿（狆１）对狆２到狆６的前缀支配面积，其中
１犔犪狉犆狅犿（狆１）对狆２、狆３和狆４的前缀支配面积大于
其它１最大前组合对狆２、狆３和狆４的前缀支配面积，
由此可以得到狆２、狆３和狆４的２最大组合是｛狆１，狆２｝、
｛狆１，狆３｝和｛狆１，狆４｝．

在建立（犾＋１）阶前缀支配表时，之前的１到
犾阶前缀支配表已经建立．因此，可以用如下方法
通过一次加法运算来求得（犾＋１）阶前缀支配表中
的前缀支配面积．给定元组狆犻∈犾狅狉犱犲狉，狆犻的犾最
大组合为犾犔犪狉犆狅犿（狆犻）＝｛狆１，狆２，…，狆犻－１，狆犻｝，
犾犔犪狉犆狅犿（狆犻）对狆犼（犻＜犼）的前缀支配面积可以采
用如下公式求得：
犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犻），狆犼）＝
　犘狉犲犛犻狕犲（｛狆１，…，狆犻－１｝，狆犻）＋犘狉犲犛犻狕犲（狆犻，狆犼）（５）
　　由于狆犻∈犾狅狉犱犲狉，因此狆犻－１一定属于（犾－１）
狅狉犱犲狉，则犘狉犲犛犻狕犲（｛狆１，狆２，…，狆犻－１｝，狆犻）一定在
（犾－１）阶前缀支配表中被求出．通过对比式（２）和
（５），可以发现，在求解前缀支配面积时，式（５）的计
算量为１次加法，式（２）的计算量为犾次乘法加３犾
次加减法，式（５）的计算量远小于式（２）．

需要注意的是，为了利用式（５）求解所有的前缀
支配面积，对于任意犻＜犼，需要记录元组狆犻对狆犼的
前缀支配面积，形成１阶全支配表．如图５所示．

图５　１阶全支配表
前缀优化算法的基本框架：根据引理１和引理２，

前缀优化算法可采用如下算法框架来求犽ＭＣＳ，如
算法１所示．

算法１．　前缀优化算法———基本框架．
输入：ｓｋｙｌｉｎｅ集合犛犓犢，参数犽
输出：犽ＭＣＳ
１．填写１阶前缀支配表和１阶全支配表；
２．对于任意狆犼∈２狅狉犱犲狉，利用１阶前缀支配表，求出
狆犼的２最大组合；

３．ＦＯＲ（犻从２到犽－１）
４．　对于犻狅狉犱犲狉中的所有元组的犻最大组合，求出对

应的犻阶前缀支配表，利用式（５）；
５．　利用犻阶前缀支配表和式（５），可以对于任意的

狆犼∈（犻＋１）狅狉犱犲狉，求出狆犼的（犻＋１）最大组合，并
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记录狆犼的（犻＋１）最大组合的支配面积；／／引理２
６．ＥＮＤＦＯＲ
７．对犽狅狉犱犲狉中所有元组的犽最大组合，选出其中支
配面积最大的集合作为犽ＭＣＳ；／／引理１

可以发现，算法１和动态规划方法的区别在于：
计算前缀支配面积采用的公式不同．因此，在求解
犽ＭＣＳ问题上，算法１的计算量要远小于动态规划
方法［３］的计算量．

在算法１的３～６行中，给定犻狅狉犱犲狉中的所有
元组的犻最大组合，来求解（犻＋１）狅狉犱犲狉中所有元
组的（犻＋１）最大组合．在该过程中，并不需要填写
犻阶前缀支配表中的所有值．下面，给出前缀优化策
略，可以有效缩减犻阶前缀支配表中的非必要值，从
而形成犻阶前缀支配优化表．

下面采用优化策略１和优化策略２来优化前缀
支配表的填写．

优化策略１．采用犾最大组合（犾１）的支配面
积来缩减犾前缀支配表的计算，可以直接省略某个犾
最大组合对其它所有元组的前缀支配面积的计算，
如定理１所示．

定理１．　给定犾狅狉犱犲狉中所有元组的犾最大组
合，如果狆犻∈犾狅狉犱犲狉，狆犼∈犾狅狉犱犲狉且犼＞犻，当
犾犔犪狉犆狅犿（狆犻）的支配面积大于等于犾犔犪狉犆狅犿（狆犼）
的支配面积时，那么犾犔犪狉犆狅犿（狆犼）不可能成为
（犾＋１）狅狉犱犲狉中任何元组的犾最大前缀，所以在
犾阶前缀支配表中，不需要求犾犔犪狉犆狅犿（狆犼）的前缀
支配面积．

证明．已知犇狅犿犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犻））＞
犇狅犿犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼）），对于任意狆犿排在狆犼之
后，可以得到犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼），狆犿）＝犇狅犿
犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼））（１狆犿［１］）×（１狆犼［２］）以及
犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犻），狆犿）＝犇狅犿犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿
（狆犻））（１狆犿［１］）×（１狆犻［２］）．由于狆犻排在狆犼之
前，可知１狆犻［２］＞１狆犼［２］，所以（１狆犿［１］）×
（１狆犻［２］）＞（１狆犿［１］）×（１狆犼［２］）．可以得到
犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犻），狆犿）＞犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼），
狆犿）． 证毕．

如图６所示，根据图４的１阶前缀支配表，可
以得到２狅狉犱犲狉＝｛狆２，狆３，狆４，狆５，狆６｝中每个元组的
２最大组合．根据１阶前缀支配表，可以计算每个
２最大组合的支配面积，其中２犔犪狉犆狅犿（狆４）＝
｛狆１，狆４｝的支配面积大于其它２最大组合的支配
面积．根据定理１，不需要计算２犔犪狉犆狅犿（狆５）和
２犔犪狉犆狅犿（狆６）对相应元组的前缀支配面积．

图６　２阶前缀支配表———优化策略１
优化策略２．根据不同犾最大组合对相同元组

的前缀支配面积，可以省略某个犾最大组合对某些
元组的前缀支配面积的计算，如定理２所示．

定理２．给定狆犻，狆犼∈犾狅狉犱犲狉且犻＜犼，狆犿∈
（犾＋１）狅狉犱犲狉且犼＜犿，如果犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犻），
狆犿）犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼），狆犿），那么狀＞犿且
狆狀∈（犾＋１）狅狉犱犲狉，犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犻），狆狀）
犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼），狆狀），不需要计算犾犔犪狉犆狅犿
（狆犻）对狆狀的前缀支配面积．

证明．　根据前缀支配面积的概念，可以很容易
得到犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犻），狆狀）＝犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉
犆狅犿（狆犻），狆犿）＋（１－狆犻［２］）×（狆狀［１］－狆犿［１］），且
犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼），狆狀）＝犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿
（狆犼），狆犿）＋（１－狆犼［２］）×（狆狀［１］－狆犿［１］）．根
据已知条件，犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犻），狆犿）＜
犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼），狆犿）且１狆犻［２］＜１狆犼［２］，
所以可以得到犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犻），狆狀）一定
小于犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼），狆狀）． 证毕．

如图７所示，对于元组狆５，犘狉犲犛犻狕犲（｛狆１，狆３｝，
狆５）＝０．２９＜犘狉犲犛犻狕犲（｛狆１，狆４｝，狆５）＝０．３，根据定
理２可知，所有排在狆５之后的元组狆６和狆７，｛狆１，狆４｝
对狆６和狆７的前缀支配面积一定大于｛狆１，狆３｝对狆６
和狆７的前缀支配面积．因此，不需要计算｛狆１，狆２｝以
及｛狆１，狆３｝对狆６和狆７的前缀支配面积．

图７　２阶前缀支配表———优化策略２
根据定理１和定理２的描述可知，在填写任意

犾阶前缀支配表时，不需要填写所有的值，那些必要
填写的值组成了犾阶前缀支配优化表．需要注意的
是，利用式（５）填写所有的（犾＋１）阶前缀支配优化
表的值，所有的值都可以在犾阶前缀支配优化表和
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２阶全支配表中找到．
下面，算法２给出了如何利用优化策略来填写

犾阶前缀支配表．
算法２．　前缀优化算法———犾阶前缀支配优化

表的生成．
输入：１阶全支配表，（犾－１）阶前缀支配优化表
输出：犾阶前缀支配优化表
１．根据（犾－１）阶前缀支配优化表，记录每个犾Ｌａｒ
Ｃｏｍ（狆犻）的支配面积，并根据定理１省略计算相应
的前缀支配面积；／／优化策略１

２．ＦＯＲ（每个犾犔犪狉犆狅犿（狆犼），犼－－）
３．　ＦＯＲ（犾ｏｒｄｅｒ中的每个元组狆犻，犻＋＋）
４．　　利用（犾－１）阶前缀支配表和１阶全支配表，

用式（５）求出犾犔犪狉犆狅犿（狆犼）对狆犻的前缀支配面
积犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼），狆犻）；

５．　　狆犿∈犾狅狉犱犲狉且犿犼；
６．　　ＩＦ（犘狉犲犛犻狕犲（犾犔犪狉犆狅犿（狆犼），狆犻）＜犘狉犲犛犻狕犲（犾

犔犪狉犆狅犿（狆犿），狆犻））／／优化策略２
７．　　　省略计算犾犔犪狉犆狅犿（狆犼）对排在狆犻之后的元

组的前缀支配面积；
８．　　ＥＮＤＩＦ
９．　ＥＮＤＦＯＲ
１０．ＥＮＤＦＯＲ
１１．完成犾阶前缀支配优化表的填写；
算法２描述了如何利用（犾－１）阶前缀支配优

化表和１阶全支配表完成犾阶前缀支配优化表的
填写．下面以举例的形式来介绍算法２．例如，当已
知２阶前缀支配优化表（如图７所示）和１阶全支配
表（图５所示），就可以完成３阶前缀支配优化表的
填写（图８所示）．首先，已知每个３阶最大组合的支
配面积，发现｛狆１，狆２，狆４｝支配面积的前缀大于等于
其后续组合的支配面积，因此省略计算｛狆１，狆４，狆５｝
和｛狆１，狆４，狆６｝的前缀支配面积．而后，用式（５）依次
计算３犔犪狉犆狅犿（狆４）对狆５、狆６、狆７的前缀支配面积为
０．３３、０．４１和０．４９．再计算３犔犪狉犆狅犿（狆３）对狆４、狆５
的前缀支配面积为０．１３５和０．３１．由于０．３１＜０．３３，
省略后续的计算，从而完成３阶前缀支配优化表的
填写．

图８　３阶前缀支配优化表

根据算法１和２可知，通过完成１～（犽－１）阶前
缀支配优化表的填写就可以得到犽ＭＣＳ结果．对每
个犾阶前缀支配表，不考虑优化策略时，需要填写最多
（犕－犾＋１）×（犕－犾）

２ 个值，其中犕是整体ｓｋｙｌｉｎｅ元组
的数目．以此类推，因为前缀优化算法需要填写１阶到
（犽－１）阶的前缀支配表，所以，在不考虑优化策略１和
２时，前缀优化算法需要填∑

犽－１

犻＝１

（犕－犻＋１）×（犕－犻）
２ ＝

３犽犕２＋（６－３犽２）犕＋犽３－３犽２＋２犽
６ 个值，优化策略

只减少计算量，并不降低时间复杂度，因此前缀优化
算法的时间和空间复杂度为犗（犽犕２）．

考虑到优化策略１和优化策略２，在实际进行计
算时，并不需要填写支配优化表中所有的值．在计算犾
阶前缀支配表时，最优情况仅需要填写犗（犕－犾）个
值，而最坏情况才需要填写犗（（犕－犾）２）个值．而即
便是最坏情况，算法需要的时间复杂度和空间复杂
度仍然符合标准，因为通常情况下，整体ｓｋｙｌｉｎｅ数
目犕的取值要远小于数据集大小，否则ｓｋｙｌｉｎｅ计
算将失去意义．
４２　多维犽犕犆犛的计算（犱３）

在文献［３］中，已经阐明了犽ＭＣＳ问题在多维
环境下的求解是十分复杂的．因此文献［３］采用了贪
心方法来解决多维上的犽ＭＣＳ问题．本章提出了一
种改进的贪心算法来求解多维的犽ＭＣＳ问题，借鉴
了文献［３２］的贪心算法的优化思想，但是应用了更
高效的增量支配体积计算公式，所以本文算法拥有
更高的时间效率．
４．２．１　基础贪心算法的描述

在介绍贪心算法之前，本文首先介绍文献［３］中
提出的概念———增量支配体积．

定义５（增量支配体积）［３］．给出轮廓集合犛犓犢
中一个大小为狀的子集犖＝｛狊１，狊２，…，狊犖｝犛犓犢，
如果一个元组狊犻∈犛犓犢且狊犻犖，那么狊犻相对于犖
的增量支配体积为犇狅犿犛犻狕犲（狊犻）犐狀狋犛犻狕犲（狊犻，犖），根
据集合的容斥原理可以得到式（６）：
　犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖）＝

犇狅犿犛犻狕犲（狊犻）［－∑狊犼∈犖犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狊犼｝）＋　
（－１）１ ∑犛犼∈２犛犲狋（犖）

犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻｝∪犛犼）＋…＋
（－１）｜犖｜－１犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻｝∪犖］） （６）

　　根据定义５，可以采用贪心算法来解决犽ＭＣＳ
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问题，算法描述如算法３所示．
算法３．　多维犽ＭＣＳ问题的贪心解决策略
输入：多维ｓｋｙｌｉｎｅ集合犛犓犢，参数犽
输出：近似的犽ＭＣＳ结果集犌
１．初始化结果集犌为空；
２．计算集合犛犓犢中所有元组的支配体积；
３．选择支配体积最大的元组加入到结果集犌中；
４．ＷＨＩＬＥ（集合犌的大小＜＝犽）
５．　ＦＯＲ（犛犓犢犌中的每个轮廓元组狊犻）
６．　　计算狊犻相对于犌的增量支配面积；
７．　ＥＮＤＦＯＲ
８．　把增量支配面积最大的元组加入到犌中；
９．ＥＮＤＷＨＩＬＥ
如图９所示，给定７个轮廓元组组成的集合

｛狊１，狊２，狊３，狊４，狊５，狊６，狊７｝，以及参数犽＝３．根据算法３
所示，首先选出支配体积最大的元组狊１加入到结果
集中；而后利用式（６）求出相对｛狊１｝集合增量支配体
积最大的元组狊３，并把狊３加入到结果集中；最后，选
出相对｛狊１，狊３｝集合增量支配体积最大的元组狊２，并
把狊２加入到结果集中．这时，结果集中含有３个元
组，算法结束，贪心策略求得的结果集为｛狊１，狊３，狊２｝．

图９　贪心策略解决３维犽ＭＣＳ问题（犽＝３）

然而，在计算过程中，我们发现，利用式（６）来求
解一个元组的增量支配体积，会产生大量的重复运
算和不必要的计算．因此，我们提出改进的贪心算法
策略，并给出相关的优化策略．
４．２．２　优化贪心算法的描述ＯＧＡ

针对基础贪心算法，我们从两个方面给出了优
化策略．首先改进了式（６），可以避免贪心算法在计
算过程中造成的重复运算；其次，提出了过滤策略，
避免了一些元组参与计算，提高了计算效率．

优化策略１．式（６）的改进．
以图９为例，当结果集为｛狊１｝时，用式（６）求解

犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，｛狊１｝）时，需要计算中间值犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，
狊１｝）．而当结果集为｛狊１，狊３｝时，求解犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，｛狊１，
狊３｝），需要计算中间值犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狊１｝），犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，
狊３｝）以及犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狊１，狊３｝）．通过比较，可以发现有
重复项犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狊１｝）．随着结果集中的元组原来

越多，每次加入新元组时都需要重复计算之前计算
过的所有中间值．因此，本文对式（６）提出了增量式
的改进，可以利用犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，｛狊１｝）的结果求解
犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，｛狊１，狊３｝），避免计算重复的中间值．

假定集合犖＋比集合犖多了一个元组狀，那么
可以得到式（７）：
犻犛犲狋狊（犖＋）＝犻犛犲狋狊（犖）∪｛狀（犻－１）狊犲狋狊（犖）｝（７）
其中，犻犛犲狋狊（犖）表示在集合犖中任取犻个元组构成
的所有组合的集合，狀（犻－１）狊犲狋（犖）｝表示在
（犻－１）犛犲狋狊（犖）中所包含的所有组合中都添加元组
狀．例如，给定犻＝３，犖＝｛狊１，狊２，狊３，狊４｝，犖＋＝｛狊１，狊２，
狊３，狊４，狀｝，那么可以知道３犛犲狋狊（犖）＝｛｛狊１，狊２，狊３｝，
｛狊１，狊２，狊４｝，｛狊１，狊３，狊４｝，｛狊２，狊３，狊４｝｝以及２犛犲狋狊（犖）＝
｛｛狊１，狊２｝，｛狊１，狊３｝，｛狊１，狊４｝，｛狊２，狊３｝，｛狊２，狊４｝，｛狊３，狊４｝｝．
而３犛犲狋狊（犖＋）可以由２部分组成：（１）包含了
３犛犲狋狊（犖）中所有的元素；（２）对２犛犲狋狊（犖）中的每
个元素中添加一个元组狀．所以，３犛犲狋狊（犖＋）＝
｛｛狊１，狊２，狊３｝，｛狊１，狊２，狊４｝，｛狊１，狊３，狊４｝，｛狊２，狊３，狊４｝，｛狊１，
狊２，狀｝，｛狊１，狊３，狀｝，｛狊１，狊４，狀｝，｛狊２，狊３，狀｝，｛狊２，狊４，狀｝，
｛狊３，狊４，狀｝｝．

根据式（７），可以得到如式（８）：
∑

犛犼∈犻犛犲狋（犖＋）
犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犿｝∪犛犼）＝

∑犛犼∈犻犛犲狋（犖）
犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犿｝∪犛犼）＋

∑犛犼∈（犻－１）犛犲狋（犖）
犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犿，狀｝∪犛犼） （８）

　　根据式（６）和（８），可以用犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖）的结
果增量计算犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖＋）的值，避免了大量的
重复计算，具体如式（９）所示．
犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖＋）＝
犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖）［－犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狀｝）＋
（－１）１ ∑犛犼∈１犛犲狋（犖）

犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狀｝∪犛犼）＋…＋
（－１）｜犖｜－１ ∑犛犼∈（狘犖狘－１）犛犲狋（犖）

犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狀｝∪犛犼）＋
（－１）｜犖｜犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狀｝∪犖］） （９）
　　利用式（９）求解犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖＋），需要的时间
复杂度为!

（２｜犖｜），而利用式（６）求解犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，
犖＋），需要的时间复杂度为!

（２｜犖｜＋１），所以利用
式（９）求解增量支配面积可以减少一半的计算量．

下面，对式（９）进行扩展，如果集合犖比集合犖
多出多个元组，即犖犖，且犖－犖＝｛狊′１，狊′２，…，
狊′狀｝，狊犻犖，已知犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖），可以用式（１０）
求解犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖）．
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犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖）＝
　犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖）［－ ∑

狊犼∈犖－犖
犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狊犼｝）＋

　（－１）１ ∑
犛犼∈２犛犲狋（犖）－２犛犲狋（犖）

犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻｝∪犛犼）＋…＋

　（－１）｜犖｜－１∑
狊犼∈犖－犖

犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狊犼｝∪犖）＋…＋

　（－１）｜犖｜－１犐狀狋犛犻狕犲（犖］） （１０）
　　对比式（６）和（１０），当已知犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖）的
值，用式（１０）计算犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犖），可以少算
!

（２｜犖｜）个值．
如图９所示，已知犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊４，｛狊１，狊３｝）＝０．０４９．

利用式（９），可以求得犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊４，｛狊１，狊２，狊３｝）＝
犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊４，｛狊１，狊３｝）－［犐狀狋犛犻狕犲（｛狊４，狊２｝）－
犐狀狋犛犻狕犲（｛狊４，狊２，狊１｝）－犐狀狋犛犻狕犲（｛狊４，狊２，狊３｝）＋
犐狀狋犛犻狕犲（｛狊４，狊１，狊２，狊３｝）］＝０．０４９－（０．０３２－０．０２２－
０．００８＋０．００８）＝０．０３９．

优化策略２．减少冗余元组的增量计算．
观察图９中的例子，可以发现如下引理．
引理３．　对于任意元组狊犻，如果集合犛１犛２，

那么犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犛１）犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犛２）．
证明．　根据定义５，可以很容易得到该结论．
以图９为例，所有的元组都按照其支配体积进

行由小到大排序后，当结果集为｛狊１｝时，可以计算出
犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊３，｛狊１｝）＝０．０７８，而排在狊５之后的元组
的支配体积都小于等于０．０７２，由此可见，贪心算法
在选择第二个结果元组时，一定不会选择排在狊５之
后的元组，因此不需要计算排在狊５之后的元组的精
确增量体积．根据此观察，可以得到如下定理．

定理３．　用犌犻表示贪心策略执行犻次后，共
含有犻个结果元组．如果狊犿，狊狀犌犻，犼＜犻，并且
犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犿，犌犻）犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊狀，犌犼），那么狊狀一定
不会是贪心策略的第犻＋１个结果元组．

证明．　根据增量支配体积的定义可知，狊狀犌犻
且犼＜犻，那么犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊狀，犌犼）犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊狀，犌犻），
根据假设已知犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犿，犌犻）犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊狀，犌犼），
那么犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犿，犌犼）犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊狀，犌犼），所以狊狀
一定不会成为贪心策略的第犻＋１个结果元组．

为了使用定理３快速确定贪心策略中的结果元
组，我们希望尽快地得到那些更大的增量支配体积
作为过滤值．根据简单的观测，可以发现，通常支配
体积大的元组，针对任意贪心结果集合犌犻的增量支
配体积也容易更大，因此我们把所有元组按照其支配
体积进行由大到小的排序，并形成集合｛狊１，狊２，…，

狊狀｝．在贪心算法的每次迭代过程中，我们依次计算
元组相对于当前贪心结果集犌犼的增量支配体积，
并把得到的最大增量支配体积作为犌犼的过滤值，
记作狋犼．

为了达到快速过滤的效果，对于还没有计算真
实增量支配体积的元组狊犻，可以快速计算出狊犻的一
个上界值．狊犻的上界值表示的是该元组针对当前贪心
结果集犌犼的增量支配体积的上界，记作狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）．
通过比较当前贪心结果集的过滤值和每个元组的上
界值，可以快速完成元组的过滤．

上界值的选取：为了达到快速过滤的效果，对于
元组狊犻的上界值采用如下过程进行计算：初始化时，
狊犻的初始上界值是狊犻的支配体积；当狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）大
于当前过滤值时，狊犻的上界值更新为犇狅犿犛犻狕犲（狊犻）－
ｍａｘ｛狊犼∈犌犼，犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狊犼｝）｝，记作狊犻针对犌犼的
更新上界值；如果该上界值依然大于过滤值，则计算
狊犻对当前贪心结果集犌犼的增量支配体积，并把该支
配体积作为狊犻的最新上界值．

结合优化策略１和优化策略２，我们可以给出
优化贪心算法的描述：（１）初始时，计算每个元组的
支配体积，并把该体积作为每个元组的初始上界值，
而后选择支配体积最大的元组加入到贪心结果集合
中；（２）在贪心算法的第犼＋１次迭代时，设贪心集
合犌犼的初始过滤值狋犼＝０．按照元组的支配体积大
小依次处理元组狊犻：如果狊犻的上界值狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）大
于狋犼，快速求得狊犻的更新上界值为犇狅犿犛犻狕犲（狊犻）－
ｍａｘ｛狊犼∈犌犼，犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狊犼｝）｝．如果狊犻的更新上
界值依然大于狋犼，利用式（９）或（１０）求得狊犻针对犌犼的
增量支配体积犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犌犼），并把狊犻的上界值
狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）更新为犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犌犼）．同时如果满
足犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犌犼）大于狋犼，把狋犼更新为犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，
犌犼）；（３）重复过程（２），直到贪心结果集合中有犽个
元组，算法结束．优化贪心算法的过程如算法４所示．

算法４．　优化贪心算法的描述过程．
输入：多维ｓｋｙｌｉｎｅ集合犛犓犢，参数犽
输出：近似的犽ＭＣＳ结果集犌
１．初始计算每个元组狊犻的支配体积犇狅犿犛犻狕犲（狊犻）；
２．设每个元组狊犻的初始上界值狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）＝
犇狅犿犛犻狕犲（狊犻）；

３．把所有元组按照支配体积由小到大排序；
４．选择支配体积最大的元组加入到结果集犌中；
５．ＷＨＩＬＥ（集合犌的大小＜＝犽）
６．　初始化当前犌的过滤值狋＝０；
７．初始当前支配体积最大元组犿犪狓＿狋为空；
８．ＦＯＲ（依次处理犛犓犢犌中的每个元组狊犻）
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９．　ＩＦ（狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）＞狋且狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）＝＝
犇狅犿犛犻狕犲（狊犻））

１０．　　狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）＝犇狅犿犛犻狕犲（狊犻）－ｍａｘ｛狊犼∈犌，
犐狀狋犛犻狕犲（｛狊犻，狊犼｝）｝／／计算更新上界值

１１．　ＥＮＤＩＦ
１２．　ＩＦ（狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）＞狋）
１３．　　用式（９）或（１０）计算犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犌）；
１４．　　狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）＝犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犌）；
１５．　ＥＮＤＩＦ
１６．　ＩＦ（犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犌）＞狋）
１７．　　ｍａｘ＿狋＝狊犻；
１８．　　狋＝犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊犻，犌）；
１９．　ＥＮＤＩＦ
２０．ＥＮＤＦＯＲ
２１．把ｍａｘ＿狋元组加入到犌中；
２２．ＥＮＤＷＨＩＬＥ
如算法４中的第１０行所示，当元组的初始上界

值无法满足过滤要求时，为了避免冗余计算，我们首
先快速计算出元组的更新上界值用来过滤．通常情
况下利用更新上界值，就可以过滤掉大量的非结果元
组．因此，我们不直接计算该元组的增量支配体积．

为了避免重复计算，在优化贪心算法执行过程
中，我们需要保留如下值：每个元组的支配体积以及
一个相交支配体积表．相交支配体积表用来保存任
意两两元组间的相交支配体积．该表格不仅有助于
更新上界值的计算，其保存的结果在计算增量支配
体积时，也会被频繁用到．
　　如图１０所示，是轮廓集合｛狊１，狊２，…，狊７｝的相交
支配体积表，保留了任意两个元组之间的相交支配
体积，如犐狀狋犛犻狕犲（｛狊１，狊３｝）＝０．０５．利用相交支配体

积，可以快速确定任意元组的更新上界值．如果当前
贪心集合犌＝｛狊１，狊３｝，对于元组狊４，可以确定它的更
新上界值为犇狅犿狊犻狕犲（狊４）－ｍａｘ｛０．０５５，０．０２８｝＝
０．０５７．

图１０　相交支配体积表

如图１１所示，是优化贪心算法的执行过程．首
先，选择计算每个元组的支配体积，并作为它们的初
始上界值．按元组的支配体积进行由大到小排序后，
选择狊１加入到贪心集合犌中；在第２次迭代时，首
先计算犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊２，犌１）＝０．０７３，并得到狋１＝
０．０７３．而后计算犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊３，犌１）＝０．０７８，并更新
狋１＝０．０７８．由于犇狅犿狊犻狕犲（狊４）＝０．１１２＞狋１，需要计
算狊４的更新上界值为０．０５７，并过滤掉狊４．对于后续
的所有元组，初始上界值就小于０．０７８，可以直接过
滤，直接把狊３加入到结果集中犌２＝｛狊１，狊３｝；在第３
次迭代时，首先计算犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊２，犌２）＝０．０６１，由
于０．０６１大于后续所有元组的更新上界值，可以直
接确定把狊２加入到结果集中犌３＝｛狊１，狊３，狊２｝；第４次
迭代时，首先计算犐狀犮狉犲犛犻狕犲（狊４，犌３）＝０．０６１，后续
的所有元组的上界值都小于该过滤值，因此把狊４加
入到贪心结果集中．４次迭代后贪心结果集中共有４
个结果元组，犌４＝｛狊１，狊３，狊２，狊４｝．

图１１　优化贪心算法执行过程（犽＝４）

　　利用贪心策略计算犽ＭＣＳ结果时，可以发现，
随着加入到贪心结果集中的元组不断变多，计算每
个元组的增量支配体积的计算量是呈指数级增加
的，且后加入的元组的增量支配体积也越来越小，为
此，为了避免后续庞大的计算量，我们提出了提前终
止的贪心优化算法．
４．２．３　ε截断优化贪心算法的描述εＯＧＡ

ε截断优化贪心算法可以提前终止贪心算法的

计算．具体地，当贪心算法迭代到犿次时，贪心结果
集中只有犿个结果元组．如果犿＜犽，结果集中的元
组数目不够，仍需要选出新的结果元组．根据当前上
界值，可以快速确定未加入元组的最大增量支配体
积．如果最大增量支配体积只占当前结果集支配体
积的很小一部分，可以称后续所有元组对增量支配
体积的贡献很小，可以提前终止贪心计算．对于后续
的元组不需要知道它们精确的增量支配体积，只需
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要进行一个上界估计，并把需要的元组加入到的结
果集中．

具体地，设定一个阈值ε，在进行第犿次贪心迭
代时，得到增量支配体积最大的元组为狊犿，把狊犿加
入结果集得到犌犿．对于所有未加入的元组，它们的
上界值一定小于狊犿的增量支配体积．当它们中最大
的犽－犿个上界值之和小于ε×犇狅犿犛犻狕犲（犌犿），贪心
算法提前终止．同时更新所有元组的增量支配体积
上界，并选择其中犽－犿个上界值最大的元组加入
到结果集中．

根据上述过程，已知第犿次贪心迭代后的结果
集犌犿的支配体积为犇狅犿犛犻狕犲（犌犿）时，根据引理３，
贪心算法ＯＧＡ得到的结果集合犌犽的支配体积
犇狅犿犛犻狕犲（犌犽）犇狅犿犛犻狕犲（犌犿）＋ε×犇狅犿犛犻狕犲（犌犿）．
而算法εＯＧＡ得到的结果集合犌′犽的支配体积
犇狅犿犛犻狕犲（犌′犽）＞犇狅犿犛犻狕犲（犌犿），因此可以得到
犇狅犿犛犻狕犲（犌′犽）
犇狅犿犛犻狕犲（犌犽）＞

１
１＋ε．因此，对比算法ＯＧＡ，εＯＧＡ

算法仅牺牲了ε／（１＋ε）的精度，就可以获得大量的
速度提升．

增量支配体积的更新策略：对于任意没有加入
结果集合的其它数据元组，按照其支配体积进行排
序，并保留之前计算出的增量支配体积上界．而后，
对于任意元组狊犻，计算狊犻和当前结果集中每个元组
的相交支配体积，并选取其中相交支配体积最大的
犱（维度值）个元组组成集合犱犐狀狋犛犲狋（狊犻），求狊犻对集
合犱犐狀狋犛犲狋（狊犻）的增量支配体积，如果该体积小于狊犻
的原上界，则把狊犻的上界值更新为该增量支配体积．
而后，选择上界值最大的元组加入到贪心结果集中．
按照此方法进行迭代，直到结果集中的元组个数为
犽个为止．ε截断优化贪心算法描述如算法５所示．

算法５．　ε截断优化贪心算法的描述过程．
输入：多维ｓｋｙｌｉｎｅ集合犛犓犢，参数犽，截断值ε
输出：近似的犽ＭＣＳ结果集犌
１．初始设置贪心结果集犌＝；
２．ＷＨＩＬＥ（集合犌的大小＜＝犽）
３．　按算法４中的方法把支配体积最大的元组加入到

结果集犌中；
４．狊狌犿··＝不在犌中的最大的犽－犿个上界值之和；
５．ＩＦ（狊狌犿＜犌的支配体积）
６．　ＢＲＥＡＫ；
７．ＥＮＤＩＦ
８．ＥＮＤＷＨＩＬＥ
９．ＷＨＩＬＥ（集合犌的大小＜＝犽）
１０．ＦＯＲ（依次处理犛犓犢犌中的每个元组狊犻）

１１．　在犌中选出跟狊犻相交支配体积最大的犱个元组
组成集合犱犐狀狋犛犲狋（狊犻）；

１２．　计算狊犻对犱犐狀狋犛犲狋（狊犻）的增量支配体积狀犲狑狌狆；
１３．　ＩＦ（狀犲狑狌狆＜狌狆犫狅狌狀犱（狊犻））
１４．　　狌狆犫狅狌狀犱（狊犻）＝狀犲狑狌狆；
１５．　ＥＮＤＩＦ
１６．ＥＮＤＦＯＲ
１７．选择上界值最大的元组加入到犌中；
１８．ＥＮＤＷＨＩＬＥ
算法５的１１行中，之所以选择跟狊犻相交支配体

积最大的犱个元组，是因为在犱维空间中，选择与狊犻
重叠部分最大的犱个元组，能够在保证计算效率的
同时，尽可能准确地估计狊犻的上界值．值得注意的
是，当维度犱＞１０时，只选择相交体积最大的１０个
元组．原因是超过１０个元组后，计算每个元组的增
量支配体积将耗费大量的时间．

如图１１和图１２所示，给出了ε截断优化贪心算
法的举例．给定ε＝０．４，犽＝５时，如图１１所示，按照
算法４进行了３次迭代后，贪心结果集犌＝｛狊１，狊３，
狊２｝，此时犌的支配体积为０．１３５７＋０．０７８＋０．０６１＝
０．２７４７．剩余上界值最大的２个元组为｛狊４，狊６｝，它们
的上界值之和为０．０５７＋０．０３６＝０．０９３＜ε×
０．２７４７，因此可以提前结束算法４，采用算法５的９～
１８行的截断方法来选取剩余的２个元组．如图１２
所示，当前犌＝｛狊１，狊３，狊２｝，查阅图１０，对于任意剩余
元组狊犻，在犌中与狊犻相交支配体积最大的３个元组
都是狊１，狊２，狊３，因此，计算狊犻相对于｛狊１，狊３，狊２｝的增量
支配体积作为每个元组最新上界值，并选取上界值
最大的元组狊４加入到结果集合中，犌＝｛狊１，狊３，狊２，
狊４｝．之后再对剩余的元组从犌中选取相交支配体积
最大的３个元组，其中，狊５的３个最大相交元组为
｛狊１，狊２，狊３｝，狊６的３个最大相交元组为｛狊１，狊３，狊４｝，狊７
的３个最大相交元组为｛狊１，狊２，狊４｝，而后计算相应的
增量支配体积作为第５次迭代的上界．而后选择上
界最大的元组狊５加入到结果集中．最终的贪心结果
集为犌＝｛狊１，狊３，狊２，狊４，狊５｝．

图１２　ε截断优化贪心算法执行过程（ε＝０．４，犽＝５）
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根据算法３到算法５的描述可以发现，基础贪
心算法３的时间复杂度为∑

犽

犻＝０
（犕－犻）×２犻＝犗（（犕－

犽＋１）×２犽＋１－犕），其中犕是整体ｓｋｙｌｉｎｅ元组的数
目．算法４中优化贪心算法的时间复杂度为犗（（犕－
犽＋１）×２犽－犕），优化策略１可以减少一半的计算
代价．优化策略２可以过滤掉一些冗余元组的计算，
但是不会改变算法的时间复杂度．同时，优化贪心算
法需要保存一个相交支配表，并对每个ｓｋｙｌｉｎｅ元组
存一个犫狅狌狀犱值一个增量值，所以优化贪心算法的
空间复杂度是犗（犕２）．

在算法５中，如果在第犔（犔＜犽）次达到截断条
件，那么算法５的时间复杂度为犗（（犕－犔）×２犔－２＋
犕－犽＋犔（ ）２×２犱＋１×（犽－犔））．由此分析可知，算法５
的时间复杂度最低，处理最快．算法５对于每个元
组，需要保留一个犫狅狌狀犱值，以及犱个与该元组覆
盖体积最大的元组．同时，算法５也需要保留一个相
交支配表，因此算法５的空间复杂度也是犗（犕２）．
值得注意的是，如果ε值设的过小，算法提前终止
时，犔过大，影响算法效率，为此，我们通过选择合适
的ε值，使得算法终止时，犔值不超过１０．

５　实验分析
５１　实验设置

在本节中，使用ＶｉｓｕａｌＣ＋＋语言实现了算法
ＯＰＡ、ＯＧＡ和εＯＧＡ．实验环境为Ｉｎｔｅｌｉ７４７９０
ＣＰＵ＠３．６ＧＨｚ；８ＧＢ内存；１ＴＢ硬盘和Ｗｉｎｄｏｗｓ７
操作系统．

在本节中，将本文算法ＯＰＡ、ＯＧＡ和εＯＧＡ
和文献［３］中的ＰＢＡ、ＧＡ、εＧＡ算法，文献［３１］中
的ＲＴ算法进行了比较．其中，ＯＰＡ是本文的二维
犽ＭＣＳ处理算法；ＰＢＡ是文献［３］的二维犽ＭＣＳ处
理算法；ＯＧＡ、εＯＧＡ是本文的多维犽ＭＣＳ处理算
法；ＧＡ、εＧＡ是文献［３］中的多维犽ＭＣＳ处理算
法，ＲＴ是文献［３１］中的贪心优化算法（按文献［３１］
进行了参数设置犾＝８，ｅｒｒｏｒ＝０．１）．本文分别用真
实数据和合成数据验证算法性能．真实数据采用
的是股票数据和森林防火监控数据．股票数据（来
自网站ｈｔｔｐｓ：／／ｕｑｅｒ．ｉｏ／，共包含十二个月内的共
７９８５３２条股票记录，每条股票记录包含４个属性：
日成交量、股票涨幅率、今日最低价和流通市值）．按

照日成交量、股票涨幅率越大越好、最低价和流通市
值越小越好的原则来选取ｓｋｙｌｉｎｅ元组．对于二维算
法，我们选取了流通市值和最低价两个维度来进行
实验，共包含２９个ｓｋｙｌｉｎｅ元组．而对于多维算法，
选用了股票记录的所有４个维度，共包含４５３个
ｓｋｙｌｉｎｅ元组．森林防火监控数据共包含３０９４９个元
组，４个维度，分别是温度、湿度、光照、气压，按照维
度、光照、气压越小越好，湿度越大越好的原则得到
了１０９个ｓｋｙｌｉｎｅ元组．

如表２中所示，在处理二维数据时，本文提出的
算法ＯＰＡ和算法ＰＢＡ［３］都是准确算法，因此，它们
计算的支配面积相等．但是ＯＰＡ的计算效率要比
ＰＢＡ算法高．是因为已知犾最大组合来求解（犾＋１）
最大组合时，ＰＢＡ和ＯＰＡ分别采用犾最大区间［３］

和犾阶前缀支配表来求（犾＋１）最大组合．尽管犾最
大区间中需要填写的值较少，但是每个值的填写需
要消耗２犾次乘法以及４犾次加减法．而犾阶前缀支配
表中填写的值较多，但是每个值的填写仅需要１次
加法．主要原因是犾最大区间不能复用之前（犾－１）
最大区间中计算过的值，而犾阶前缀支配表可以复
用（犾－１）阶前缀支配表中的已知值．因此，ＯＰＡ的
算法效率要好于ＰＢＡ．

表２　真实数据集结果
算法 时间／ｍｓ 支配体积

二维算法

股票
数据
集

ＯＰＡ 犽＝１０ １１．７８４３ ０．９４７９
犽＝１５ １３．６１２２ ０．９４８１

ＰＢＡ 犽＝１０ ２３．６２３４ ０．９４７９
犽＝１５ ２５．３１２３ ０．９４８１

多维算法

股票
数据
集

ＯＧＡ 犽＝１０ ２８９８．９４ ０．５７０５
犽＝１５ ２５９０９１ ０．５８２１

εＯＧＡ
（ε＝０．０１）

犽＝１０ １４１０．３７ ０．５６９２
犽＝１５ ７０５０．２３ ０．５８０９

ＧＡ 犽＝１０ ２４６７８．９１ ０．５７０５
犽＝１５ １２７１５４５．１２ ０．５８２１

εＧＡ
（ε＝０．０１）

犽＝１０ １２０１．３２ ０．５６８９
犽＝１５ ４８３６．１８ ０．５８０１

ＲＴ
（犾＝８，犲＝０．１）

犽＝１０ ４０１９．４ ０．５２０１
犽＝１５ １０７７４９ ０．５２１２

森林
防火
监控
数据

ＯＧＡ 犽＝１０ １９３１．６３ ０．８７１９
犽＝１５ ７６８９６．６ ０．８７２０

εＯＧＡ
（ε＝０．０１）

犽＝１０ １５０．４９ ０．８７１９
犽＝１５ ２０４．２２ ０．８７１９５

ＧＡ 犽＝１０ ４１４０．６３ ０．８７１９
犽＝１５ １７１６０１ ０．８７２０

εＧＡ
（ε＝０．０１）

犽＝１０ ６．０２ ０．８７１７
犽＝１５ ４５．６６７ ０．８７１８

ＲＴ
（犾＝８，犲＝０．１）

犽＝１０ １１７５ ０．８７１７
犽＝１５ ５５２７６ ０．８７１８
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在处理多维数据时，本文提出的算法和文献
［３，３１］中的算法都是近似算法，采用贪心原则来求解
犽ＭＣＳ问题．其中ＯＧＡ算法和ＧＡ算法所求的结
果集相同，得到的支配体积也相同，但是ＯＧＡ的运
行效率要远远优于ＧＡ的运行效率．这是因为ＯＧＡ
与ＧＡ相比，利用４．２２节中优化策略１，运用已知
的中间结果，可以节省５０％的计算量来得到增量支
配体积．利用优化策略２，避免了大量不必要元组的
增量体积计算．因此ＯＧＡ要远好于ＧＡ．而εＯＧＡ
和εＧＡ都是对贪心算法的提前终止，照比εＧＡ算
法，算法εＯＧＡ在计算效率上比εＧＡ略差，但是
在计算准确性上有所提升．尤其是随着犽值的增加，
εＧＡ的精确度下降比较严重，因为其采用了一种简
单的误差截断方法，即达到误差条件后，后续元组不
再进行计算，直接加入结果集．而本文的算法εＯＧＡ
在满足截断条件后，后续元组依然会进行快速过
滤，从而在保证效率的基础上，提供了更高的精确
度．ＲＴ算法采用的加速贪心策略，通过一些方案，
对原始数据集进行一定舍弃后，得到犘、犙候选集
合，如果犘集合中元组数目超过犽个，则在犘集合
中采用贪心策略求出最终结果．如果犘集合元组数
目少于犽个，则把犙中元组对当前犘增量支配体积
最大的元组加入犘中．这就导致随着犽值的增加，
ＲＴ算法的时间消耗与ＯＧＡ和ＧＡ算法一样，也呈
指数级增加，效率比ＯＧＡ和ＧＡ好，但是精度不如
ＯＧＡ和ＧＡ．数据维度不超过７时，ｓｋｙｌｉｎｅ元组间
的相交支配体积较大，本文截断算法εＯＧＡ和
εＧＡ中的参数ε可以很快发挥作用，因此，算法
εＯＧＡ和εＧＡ在结果集不到８，就可以提前结束
运算，保证ε精度的前提下，有极好的时间效果．而
ＲＴ算法需要在缩减的数据集中采用贪心策略进行
计算，并不能提前结束算法，所以在维度不高的数据
集中，当犽值较大时，ＲＴ算法的效率远不如εＯＧＡ
和εＧＡ，同时精度也不如εＯＧＡ和εＧＡ．

合成数据是由ｓｋｙｌｉｎｅ查询标准测试数据生成
器［１］生成的，包括独立、相关和反相关数据集．由于
相关数据集中的ｓｋｙｌｉｎｅ元组数目过少，ｓｋｙｌｉｎｅ元
组数目甚至不超过犽值，无法有效验证本文算法性
能．因此，本文只采用独立和反相关数据集来测试算
法性能．

独立数据［１］：数据是随机分布的．
反相关数据［１］：当所有的数据都标准化到［０，１］

范围后，经过点〈０，０，…，０〉，〈１，１，…，１〉可以确定一
条直线ｌｉｎｅ，垂直于ｌｉｎｅ的平面有无数多个，将最中

间的平面记为ｐｌａｎｔ．首先，以ｐｌａｎｔ为均值，一个非
常小的值作为标准差，采用正态分布概率选取这些
平面；接着，在选定的平面内，以均匀分布来生成数
据点．反相关分布中，元组在某一维上表现的“好”，
在其它几维或１维上的表现就会“较差”．因此，反相
关数据集中的ｓｋｙｌｉｎｅ元组数目最多．生活中的反相
关分布是经常出现的．例如文献［３］中所列举的酒店
各维属性分布就满足反相关分布．

合成数据的主要参数变化范围及默认值如表３
所示．因数据成反相关分布时，ｓｋｙｌｉｎｅ结果较多，
ｓｋｙｌｉｎｅ数据元组的支配能力较弱，故ε的默认值设
得较大．

表３　实验参数
参数 默认值 变化范围

数据集大小 １０６ １０５，５×１０５，１０６，５×１０６，１０７
数据维度 ４ ２，３，４，５，６
犽值 １５ １０，１２，１５，１７，２０
ε ０．０１（随机） ００１，０．０５，０．１，０．５

０．１（反相关） ０．０１，０．０５，０１，０．５

为了获得稳定的实验结果，在真实数据集中，我
们重复了１０次实验，求得了运行时间的平均值．而
在合成数据集中，我们每次生成了５组不同的数据
集，记录的是５组数据集结果的平均值．由于算法
ＧＡ和ＯＧＡ在某些数据集中运行的时间过长，因
此，对于所有的反相关数据集，犽＞１５时，和维度＞４
的数据集，我们只运行了一次ＧＡ和ＯＧＡ算法，其
他算法都是５组数据集的结果平均值．
５２　二维算法的性能测试

本节测试了２维准确算法的性能，对比了本文
算法ＯＰＡ和文献［３］中的算法ＰＢＡ．由于在独立分
布下，二维数据集下ｓｋｙｌｉｎｅ元组数目不够多，所以，
本小节仅比较了反相关数据分布下算法的性能影
响，主要记录了算法的处理时间以及结果集的支配
面积大小与ｓｋｙｌｉｎｅ全集支配面积的对比（图中标记
为ｆｕｌｌｓｋｙ）．
５．２．１　数据集大小对算法性能的影响

本小节主要比较了数据集大小对算法性能的影
响，如图１３和图１４所示．由图１３可以看出，随着数
据量的增加，ｓｋｙｌｉｎｅ元组的数目相应增加，会导致
算法的运行时间呈线性增加．由图１４可以看出，随
着数据量增加，结果集的支配面积也相应增加，这是
由于随着数据量的增加，ｓｋｙｌｉｎｅ元组数目将变多，
使得ｓｋｙｌｉｎｅ元组的支配面积也能相应增加．图中
ｆｕｌｌｓｋｙ表示的是整体ｓｋｙｌｉｎｅ集合的支配面积．
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由图１３和图１４可以发现，本文提出算法ＯＰＡ
比算法ＰＢＡ有更好的运行效率，约提高２０％左右．
同时，ＯＰＡ和ＰＢＡ都是准确算法，拥有相同的支配
面积．图１３中括号里面的数据是对应数据集的全部
ｓｋｙｌｉｎｅ元组数目，后续的图１７和图１９中横坐标括
号里面的数据都是对应数据集中的完整ｓｋｙｌｉｎｅ集
合的元组数目．

图１３　数据量变化对算法运行时间的影响

图１４　数据量变化对支配面积（支配体积）的影响

图１５　犽值变化对算法运行时间的影响

５．２．２　犽值变化对算法性能的影响
本节主要比较了犽值变化对算法性能的影响，如

图１５和图１６所示．由图１５可以看出，随着犽值的增
加，算法的查询时间将线性增加．本文算法ＯＰＡ的
性能比ＰＢＡ更好，提高约２０％．由图１６可以看出，

随着犽值增加，选出的结果集的支配面积将变大，慢
慢贴近整体ｓｋｙｌｉｎｅ的支配面积．综上，本文算法
ＯＰＡ照比ＰＢＡ具有更高的效率和相同的准确率．

图１６　犽值变化对支配面积（支配体积）的影响

５３　多维算法的性能测试
本节测试了多维近似算法的性能，对比了本文

算法ＯＧＡ，εＯＧＡ与文献［３］中的ＧＡ、εＧＡ算法，
以及文献［３１］中的算法ＲＴ．主要记录了算法的响
应时间，以及结果的支配体积的对比．由于图例中无
法引入符号ε，因此，后续图中图例为犲ＯＧＡ代表
算法εＯＧＡ，犲ＧＡ代表算法εＧＡ．
５．３．１　维度变化对算法性能的影响

本节主要比较了维度变化对算法性能的影响，
具体如图１７和图１８所示．

如图１７所示，随着维度的增加，数据集的ｓｋｙｌｉｎｅ
结果数目是呈指数级增加的，因此，导致算法的运
行时间也是呈指数级增加的．对比图１７（ａ）和（ｂ）
可以发现，反相关数据集中的算法运行时间要远超
同参数下的独立数据集中的算法运行时间．这是由
于在同参数下，反相关数据集中的ｓｋｙｌｉｎｅ结果数目
要远多于独立数据集中的ｓｋｙｌｉｎｅ数目．对比算法
εＯＧＡ和εＧＡ，可以发现εＯＧＡ的运行效率略差
于εＧＡ，在随机数据集中，随着维度的增加，时间相
差比例由４５％降低到３０％左右，差值由０．０２ｓ上升
到１０ｓ．在反相关数据集中，εＯＧＡ的运行效率比
εＧＡ差，比例由４０％降低到２０％左右，差值由１ｓ
上升到２００ｓ左右．这是由于εＯＧＡ与εＧＡ相差
的时间取决于终止算法时结果集的大小，结束越晚，
相差的比例越少，结束越早，相差的比例越多，但是
相差时间很短．随着维度增加，εＯＧＡ需要额外计
算的时间增加，但是因为算法总体运行时间的增加，
额外计算占据的比例减少．对比ＯＧＡ和ＧＡ算法，
ＯＧＡ算法的运行效率要远比ＧＡ算法好．在随机数
据集中，随着维度增加，时间相差比例由７０％下降
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图１７　维度变化对算法运行时间的影响

图１８　维度变化对支配面积（支配体积）的影响

到５０％，相差时间由１００ｓ上升到１５０００ｓ．在反相关
分布中，相差比例由９６％下降到８９％，相差时间由
１６００ｓ上升到３３００００ｓ．这是由于随着维度增加，优
化策略２能过滤掉的元组比例减少，而反相关分布
中，优化策略２能过滤掉的元组比例较高，所以时间
效率提升更加明显．算法ＲＴ的运行时间比ＯＧＡ
和ＧＡ要好，但是却比εＯＧＡ和εＧＡ慢很多，这
是由于ε值的引入，导致算法εＯＧＡ和εＧＡ可以
在结果集等于１０时提前终止，而算法ＲＴ尽管候
选集数目有所减少，却需要计算到犽＝１５．而根据时
间复杂度分析可知，影响贪心算法效率的最主要因
素是犽值的大小，因此，ＲＴ的运行时间比εＯＧＡ
和εＧＡ慢很多，是εＯＧＡ和εＧＡ算法运行时间
的几百倍．

如图１８所示，随着维度的增加，算法的支配体
积是不断减少的，这是由于ｓｋｙｌｉｎｅ点的性质导致
的．ＯＧＡ和ＧＡ算法具有相同的支配体积，即它们
具有相同的准确度．而相同数据集下，算法εＯＧＡ
的支配体积要比εＧＡ高，在随机数据集下，准确度
提高在１％左右，随着维度增加，提升比例上升，这

是由于随机数据分布下，单个最大元组的支配体积
占据的比例过大，达到９０％以上，后续元组的增量
支配体积占据都比较小．在反相关数据分布下，精度
提升在１０％左右，并随着维度增加，提升比例增加，
但是提升的数值下降．这是由于反相关分布下，随着
维度的增加，结果集能覆盖的体积越来越小．因此，
算法εＯＧＡ比εＧＡ具有更高的准确度．ＲＴ算法
因为随机舍弃了一些元组，导致算法的结果集的支
配体积最小．

综合比较图１７和图１８，可以发现，本文算法
ＯＧＡ与ＧＡ算法相比，具有相同的准确度，但是运
行效率大大提高．而本文算法εＯＧＡ和εＧＡ相
比，εＯＧＡ具有更高的准确度，但是需要略损失一
些算法效率．算法ＲＴ与本文算法相比，在维度不是
太高，ｓｋｙｌｉｎｅ元组间存在较大的相交支配体积时，
算法的时间效率和准确率都不占优势．
５．３．２　数据量对算法性能的影响

本小节主要比较了数据量变化对算法性能的影
响，具体如图１９和图２０所示．

如图１９所示，随着数据量的增加，算法的运行
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图１９　数据量变化对算法运行时间的影响

图２０　数据量变化对支配体积的影响

时间线性增加，这是由于ｓｋｙｌｉｎｅ结果数目随着数据
量增加呈线性增加．同样，反相关数据集中的算法运
行时间远超过独立数据集中的算法运行时间．对比
算法εＯＧＡ和εＧＡ，可以发现εＯＧＡ的运行效率
略差于εＧＡ．在独立数据集中，εＯＧＡ与εＧＡ算
法的差值比例约在７５％左右，相差值不超过０．８ｓ．
反相关数据集中，差值比例约在５０％，相差值不超
过１５ｓ，相差比例不会随着数据量增加而改变．对比
ＯＧＡ和ＧＡ算法，ＯＧＡ算法的运行效率要远比
ＧＡ算法好．独立分布下，差值比例在６０％左右，相
差值最大达到１２００ｓ，反相关分布下，相差比例在
８６％左右，相差值最大达到９００００ｓ．相差比例不会
随着维度发生明显变化．算法ＲＴ的运行时间比
ＯＧＡ和ＧＡ算法要快，比εＯＧＡ和εＧＡ慢很多．

如图２０所示，随着数据量的增加，算法的支配
体积整体呈上升趋势．ＯＧＡ和ＧＡ算法具有相同的
支配体积，即它们具有相同的准确度．而相同数据集
下，算法εＯＧＡ的支配体积要比εＧＡ高，因此，算
法εＯＧＡ比εＧＡ具有更高的准确度．独立分布
下，准确度提升在１％左右．反相关分布下准确率提

升在５％左右，随数据量增加变化不大．算法ＲＴ的
精度最差，因为随机删除了一些元组．在反相关数据
集中，算法ＲＴ的精度表现要更差一些，因为反相关
数据集中，算法ＲＴ舍弃的元组比例要更多．

综合比较图１９和图２０，可以发现，本文算法
ＯＧＡ与ＧＡ算法相比，具有相同的准确度，但是运
行效率大大提高．而本文算法εＯＧＡ和εＧＡ相
比，εＯＧＡ具有更高的准确度，但是需要略损失一
些算法效率．εＯＧＡ与ＲＴ算法相比，无论是准确
度还是算法效率，都有更好的表现．
５．３．３　犽值变化对算法性能的影响

本小节主要比较了犽值变化对算法性能的影
响，具体如图２１和图２２所示．

如图２１所示，随着犽值的增加，算法ＯＧＡ、ＧＡ
与ＲＴ的运行时间呈指数增加，当犽＝２０时，反相关
数据分布下，算法ＯＧＡ与ＧＡ的运行时间过长，没
有记录结果．随着犽值的增加，算法εＯＧＡ和εＧＡ
的运行时间变化不大．独立分布下相差值约为０．０５ｓ，
反相关分布下相差值约为６ｓ，基本不会随着犽的变
化而变化．因为εＯＧＡ需要的额外计算与犽值关系
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图２１　犽值变化对算法运行时间的影响

图２２　犽值变化对算法运行时间的影响
不大，受犱的影响较大．因此，算法εＯＧＡ和εＧＡ
对犽值变化不敏感．总体上，反相关数据集中的算法
运行时间远超过独立数据集中的算法运行时间．对
比算法εＯＧＡ和εＧＡ，可以发现εＯＧＡ的运行效
率略差于εＧＡ，但差距很小．对比ＯＧＡ和ＧＡ算
法，ＯＧＡ算法的运行效率要远比ＧＡ算法好．随着
犽的增加，独立数据集中相差比例由５０％增加至
７０％，最大差值２０００００ｓ．反相关数据集中相差比例
由７０％上升到９０％，最大相差值达到１２０００００ｓ，这
是由于随着犽的增加，优化策略２能过滤掉的元组
数目相应增加，需要的计算量大大减少．在相关数据
集上，ＲＴ算法的运行时间比εＯＧＡ和εＧＡ慢很
多，这是由于相关数据集中，εＯＧＡ和εＧＡ大概在
结果集大小为８时，提前结束算法．但是在反相关数
据集，犽＝１０时，ＲＴ算法比εＯＧＡ和εＧＡ快，这
是由于在反相关数据中，εＯＧＡ和εＧＡ大概在结
果集大小为１０时，结束算法，而ＲＴ又随机删除了
一些元组，因此结束计算较快．

如图２２所示，随着犽值的增加，算法的支配体
积整体呈上升趋势．ＯＧＡ和ＧＡ算法具有相同的支

配体积，即它们具有相同的准确度．而相同数据集
下，算法εＯＧＡ的支配体积要比εＧＡ高，随机分
布下，随着犽值的增加，精度的提升越来越低，这是
因为随机分布环境下，后加入元组的增量体积照比
整体支配体积的影响过小．从图２２（ｂ）可以看出，随
着犽值的增加，εＯＧＡ和εＧＡ差距将变大，由
０．０１增加到了０．０４，这是由于εＧＡ算法在犽达到
一定值后，不再计算，只是将结果简单加入．而反相
关数据集下，整体支配体积不是太大，后加入的元组
对整体支配体积还有一定的影响．犚犜算法的精确
度最低，因为删除了一些元组．

综合比较图２１和图２２，可以发现，本文算法
ＯＧＡ与ＧＡ算法相比，具有相同的准确度，但是运
行效率大大提高．而本文算法εＯＧＡ和εＧＡ相
比，εＯＧＡ具有更高的准确度，但是需要略损失一
些算法效率．
５．３．４　ε值变化对算法性能的影响

由于ε值只存在算法εＯＧＡ和εＧＡ中，因此，
本小节只比较了ε值变化对算法εＯＧＡ和εＧＡ性
能的影响，具体如图２３和图２４所示．
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图２３　ε值变化对算法运行时间的影响

图２４　ε值变化对算法运行时间的影响
如图２３（ａ）和图２４（ａ）所示，独立数据集中，ε值

变化对算法的性能基本没有影响，因为独立分布中，
贪心算法初始加入的ｓｋｙｌｉｎｅ元组支配体积增加较
快，后加入的元组支配体积贡献过少，很快能够满足
算法εＯＧＡ和εＧＡ的结束条件．因此ε从０．０１到
０．５变化时，对算法运行效率和支配体积基本没有
影响．

如图２３（ｂ）和图２４（ｂ）所示，反相关分布中，ε
值变化对算法性能影响较大，原因是反相关分布中，
后加入的ｓｋｙｌｉｎｅ元组也可能对整体支配体积提供
较大的贡献，随着ε值减少，算法运行时间增加，整
体上εＯＧＡ运行增加时间较εＧＡ更慢一些，在
ε＝０．０１时，算法εＧＡ的运行时间反超εＯＧＡ．随
着ε的增加，算法的准确度都呈下降趋势．

综合比较图２３和图２４，可以发现，在独立分布
下，本文算法εＯＧＡ和εＧＡ相比，εＯＧＡ具有更
高的准确度，但是需要略损失一些算法效率，处理时
间都在１ｓ内．而在反相关分布下，随着ε值的减少，
算法εＯＧＡ在运行时间和支配体积上都比εＧＡ
表现更好．

通过上述大量的实验，验证了本文所提算法

ＯＰＡ、ＯＧＡ和εＯＧＡ的有效性以及高效性．ＯＰＡ
与现有算法ＰＢＡ相比，拥有更好的效率和相同的准
确率．ＯＧＡ与ＧＡ相比，拥有更好的效率和相同的
准确率．εＯＧＡ和εＧＡ相比，拥有更好的准确率，
只牺牲了很少的运行时间．εＯＧＡ与ＲＴ算法相
比，拥有更好的准确度和更好的时间效率．

６　总　结
本文对基于最大覆盖的代表轮廓犽ＭＣＳ问题

进行了深入的研究．首先，针对２维数据集，提出基
于前缀支配表的前缀优化算法ＯＰＡ，对比以往算
法，该算法利用优化的支配面积计算公式和前缀支
配表，可以通过少量的加减法运算，完成２维上的
犽ＭＣＳ求解．同时利用２个优化策略，可以减少非
必要的支配面积求解．其次，针对多维数据集，提出
了优化贪心算法ＯＧＡ，对比以往的基础贪心算法，
ＯＧＡ利用改进的集合支配体积和元组增量支配体
积的上下界估计策略，可以减少５０％以上的计算量．
在ＯＧＡ的基础上，提出了提前截断算法εＯＧＡ，
在牺牲少量精度的前提下，大大提高运算效率．最
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后，通过大量的对比实验，验证了本文所提算法的有
效性和高效性．

在今后的研究中，我们会对本文算法进行更加
深入的研究，并将其扩展到分布式、流数据、高维等
复杂环境中，从而提高本文算法的实用性，适用于各
种复杂的现实数据环境．
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