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一种基于分组稀疏编码的复数图像降噪算法
郝红星１）　吴玲达１）　宋晓瑞２）

１）（航天工程大学复杂电子系统仿真实验室　北京　１０１４１６）
２）（航天工程大学研究生管理大队　北京　１０１４１６）

摘　要　基于稀疏编码的复数图像降噪是目前的一个热门研究领域．该文研究一种基于分组稀疏编码的复数图像
降噪算法，将复数值作为统一的整体进行分组和稀疏编码，通过限制同一分组中的图像块使用训练字典中相似的
元素进行编码，从而抑制在稀疏编码过程中对噪声的编码．该文首先研究了图像块分组的算法，提出了一种图像块
分组稀疏的编码算法并将其应用于复数图像的降噪问题．该文通过模拟真实的含噪干涉合成孔径雷达（ＩｎＳＡＲ）图
像以及核磁共振图像（ＭＲＩ）对该算法进行验证．从实验结果可以得出，相对于目前已有的算法，该文算法能够获得
更低的降噪误差，特别是对于含有大片平滑区域的图像或者噪声水平较高的图像具有较大的降噪优势．

关键词　复数域稀疏编码；图像降噪；分组稀疏；复数图像处理；冗余字典编码
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１　引　言
目前，复数域图像广泛应用于测量中，例如在航

天领域，通过合成孔径雷达干涉测量（ＩｎＳＡＲ）的复
数据进行地形高程获取，地形沉降分析等，在医学领
域，可以通过核磁共振复数图像（ＭＲＩ）进行病理分
析等．但是，无论是合成孔径雷达还是核磁共振图
像，其在测量过程中受到外界环境、测量设备的局限
性等因素影响，存在大量噪声，因此研究复数图像的
降噪算法具有重要意义．

复数图像的降噪可以通过两种途径实现，一种
是运用实数域的降噪算法对复数的实部和虚部分别
进行降噪，最后将降噪结果进行组合得到复数的
降噪结果，该类算法的研究成果较多．文献［１］通过
对复数值的实部和虚部分别进行降噪来实现对
ＩｎＳＡＲ复数测量值的相位进行降噪，其采用的方法
为经验模态分解（ＥＭＤ）和ｈｏｌｄｅｒ指数适应的方法．
Ｚｈａｎｇ等人［２］通过利用实数域中的优良算法ＢＭ３Ｄ［３］
对复数图像进行降噪．Ｌｕｏ等人［４］于２０１５年提出将
基于全差分正则化降噪算法应用于ＩｎＳＡＲ复数测
量图像的降噪问题．随着自然图像降噪算法的发展，
基于自适应字典学习和稀疏编码的算法［５］被证明具

有比较优良的降噪效果．文献［６］通过将实数域中的
对偶字典学习及稀疏编码算法应用于核磁共振复数
图像的实部和虚部，从而实现最终的核磁共振复数
图像的幅值降噪．Ｆａｎｇ等人［７］提出运用非局部图像
块的自相似性和小波滤波的方式对干涉复数图像进
行降噪．该类算法目前最新的研究成果［８］是应用最
大化先验概率方法，通过马尔科夫随机场模型对
ＭＲＩ复数图像的实部和虚部进行分别降噪，最终将
降噪结果进行组合实现复数图像的降噪．

可以发现，实数域中的经典降噪算法，包括基于
概率统计与先验知识的降噪算法，正则化最优化的
方法，基于图像块自相似性的ＢＭ３Ｄ算法和自适应
稀疏编码的算法等，都被应用于复数的降噪问题中．
但是这类对实部和虚部进行单独降噪的方法忽略了
复数的实部和虚部之间的关联性，使得最终的复数
降噪效果具有一定局限性．

复数的另一类降噪算法将复数作为统一的整体
进行降噪，该类算法主要包括基于非局部图像块相
似性的降噪算法和基于复数域自适应稀疏编码的算
法．文献［９］提出利用非局部图像块的相似性，通过
对复数相似图像块的加权平均来实现最终的复数
ＭＲＩ图像的降噪，其中的权值采用指数权值进行近
似．为了进一步改善基于非局部图像块的复数降噪
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效果，Ｄｅｌｅｄａｌｌｅ等人［１０］提出一种数据驱动获取加权
权值的方法，通过自适应的加权权值对待降噪图像
块的相似图像块进行合并，从而获得降噪值．该论文
指出，这种降噪算法不仅对于高斯噪声，而且对于脉
冲噪声具有较好的降噪效果．上述降噪算法的最大
缺点是其计算效率比较低，因为对于二维复数图像
（ＩｎＳＡＲ测量图像和ＭＲＩ），以每个像素点为中心的
图像块数量非常大，对这些图像块进行相似性判断
和加权平均的复杂度非常高．为了提高基于非局部
图像块相似性的降噪算法的效率，文献［１１］提出一
种相似图像块搜索的快速算法．该算法通过图像的
特征进行搜索范围的自适应确定，在所确定的搜索
范围内进行相似图像块的选择并且采用加权平均的
方式获取复数图像块的降噪结果．由于搜索图像块
的范围减小，因此速度得到一定提高．

上述将复数作为统一整体进行降噪处理的算法
属于基于非局部图像块相似性的降噪算法．随着稀
疏编码算法成功应用于实数降噪，复数域的自适应
字典训练和稀疏编码的算法被提出并且应用于复数
图像降噪中［１２］．该算法将复数值作为统一整体，研
究了复数的稀疏编码算法，其采用自适应训练的方
式从待降噪图像中得到编码字典．这种把复数作为
统一整体的稀疏编码降噪方式相对于将实部和虚部
分别进行基于实数域稀疏编码降噪的方式，降噪效
果更加明显．

最近，实数域中基于分组稀疏的降噪算法被提
出［１３１４］，这种算法能够有效结合非局部图像块相似
降噪和稀疏编码降噪的优点．该类算法的基础假设
是相似的图像块应当能够选择字典中相同的元素进
行稀疏编码，因此能够有效利用待降噪图像中图像
块之间的相似信息，从而进一步提高基于稀疏编码
的图像降噪效果．

本论文通过研究复数域中的图像块分组算法，
以及复数图像块组稀疏编码算法，提出采用复数域
中基于自适应字典的分组图像稀疏编码方法实现复
数图像的降噪．从模拟复数据的降噪效果定量分析
和真实复数据的实验结果可以得出，本论文提出的
算法相对于不采用分组的稀疏编码算法和经典的复
数图像降噪算法，能够有效地改善降噪结果．

２　噪声模型与分组稀疏降噪
２１　噪声模型与图像块分割

论文中采用的噪声模型为循环高斯加性噪声，

噪声模型可以通过下式进行描述：
狕（犻，犼）＝狓（犻，犼）＋狀（犻，犼），（犻，犼）∈犐 （１）

其中狓为未含噪的复数图像，狕是复数图像的含噪
观察值，犐为图像的索引集合，狀是图像的测量噪声，
对于磁共振图像和某些能够采用高斯密度进行近似
的合成孔径雷达系统，狀的实部和虚部为独立同分
布的高斯白噪声，其噪声方差为σ２／２．因此本论文
的降噪过程为根据含噪复数图像狕估计原始复数图
像狓的过程．

本论文研究基于分组稀疏编码的降噪方法，首
先需要获取待编码的向量．一种直观的方法是将整
幅待降噪复数图像作为单个向量进行编码．但是，由
于一般的复数图像的维度较大，转变成向量后编码
字典的获取和编码过程复杂度非常高，从而导致实
现困难，因此宜采用分块的思想对原始待降噪图像
进行分割，如图１所示．例如对于像素点（犻，犼），其被
分割到了图像块１，图像块２和图像块３中．若分割
图像块的大小为槡犿×槡犿（一般将图像分割为正方
形块，因此参数犿的取值应该为某个整数的平方
值，如６４，８１，１００等），则每个像素点最多属于犿个
图像块．因此这种图像分割的方式使得分割后的图
像块具有一定的重叠性．

图１　分块示意图

运用分块的思想具有以下优点：
（１）能够有效降低稀疏编码降噪算法的复杂度；
（２）由于同一个像素点可能分属多个不同的图

像块，因此在确定该像素点最终的降噪值时，可以根
据多个图像块的降噪估计值进行联合估计，从而提
高最终的降噪估计效果．例如图１中的像素点（犻，犼）
的降噪估计值可以通过图像块１、２和３中的对应像
素点进行联合估计得到．

基于以上分析，进行稀疏编码的首要步骤是将
图像分割为图像块．为了便于运算，首先将原始图
像，待降噪图像和噪声图像按照列优先方式生成对
应的列向量，分别为狓，狕和狀，定义分割矩阵犕犻为
从狕中生成图像块列向量狕犻的选择矩阵，则
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狕犻＝犕犻狕 （２）
假设待降噪图像大小为犖１×犖２，选择的图像

方块狕犻的大小为犿×１，则分割图像块的个数为
犖狆＝（犖１－槡犿＋１）（犖２－槡犿＋１） （３）

矩阵犕犻的大小为犿×犖１犖２．据此可得图像块
的选择过程为

［狕Ｔ１，狕Ｔ２，…，狕Ｔ犖狆］Ｔ＝［犕Ｔ
１，犕Ｔ

２，…，犕Ｔ
犖狆］Ｔ狕（４）

定义复数图像块狕犻降噪后的图像块为狓^犻，并且
定义

狓^＝［狓^Ｔ１，狓^Ｔ２，…，狓^Ｔ犖狆］Ｔ （５）
犕＝［犕Ｔ

１，犕Ｔ
２，…，犕Ｔ

犖狆］Ｔ （６）
则可以通过矩阵逆运算求得降噪后的向量

狕^＝（犕Ｔ犕）－１犕Ｔ［狓^Ｔ１，狓^Ｔ２，…，狓^Ｔ犖狆］Ｔ （７）
式（７）为分割图像块的还原过程，其中矩阵犕Ｔ犕

是一个对角矩阵，其数值大小为对应像素点在图像
块集合中出现的次数，由于每个像素点至少出现
１次，因此矩阵的对角线值是大于０的，故犕Ｔ犕是
可逆的．
２２　分组稀疏降噪过程

上文简单介绍了稀疏编码的图像块分割与降噪
结果的合并过程，本论文中研究算法的目标是基于
含噪图像方块狕犻得到原始图像块狓犻的降噪估计值狓^犻
的过程．本论文提出基于分组稀疏编码的降噪算法，
其原理如图２所示．

图２　分组稀疏编码降噪示意图

算法的具体流程图如图３所示．

图３　算法流程图

首先将分割的图像方块进行聚类，对于同一聚
类中的图像块，约束其稀疏编码中的非零元素在相
同的位置，即同一聚类中的分割块能够使用字典中
相同的几个元素进行稀疏编码，但是同一聚类中不
同图像块的编码系数是不同的．
２３　分组稀疏降噪机理

首先描述稀疏降噪机理，运用稀疏编码方式进
行降噪的基本原理如图４所示．

图４　稀疏编码降噪示意图
图４中，狓为原始未含噪信号，其所在的信号空

间记为犛犛，狀为噪声，其所在的噪声空间记为犖犛，
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则在噪声干扰下，信号狓的观察值为狕．假如已知信
号空间中的一组“基”（在稀疏编码领域，该“基”并不
一定互相正交，因为“基”中元素的个数远远大于空
间的维度），那么在基于稀疏编码的降噪过程中，采
用该组“基”对含噪信号狕进行表示，即将狕向空间
犛犛进行投影，得到狓^，通常采用该投影结果作为原
始信号狓的降噪估计值．

假设获取的稀疏编码字典中的元素所张成的空
间是犛犛，那么运用稀疏编码的降噪算法的误差主要
是由于将噪声投影到信号空间所造成的，即

狓^－狓＝犘（狀，犛犛） （８）
根据噪声或噪声空间的状态可以分３种情况：
（１）若噪声空间犖犛与信号空间犛犛正交或噪

声狀正交于信号空间犛犛，则犘（狀，犛犛）＝０，可以完
全恢复原始信号，即狓^＝狓．

（２）若噪声空间犖犛包含于信号空间犛犛，或者
噪声狀在空间犛犛中，即犖犛犛犛，则该降噪算法
无效，因为通过稀疏编码所获取的信号估计值狓^＝
狓＋狀，未起到任何降噪效果．

（３）若噪声空间犖犛既不正交于信号空间，也不
包含于信号空间，则噪声狀在空间犛犛中的投影大
小为狀·ｃｏｓθ，其中θ为噪声狀与空间犛犛的夹
角，由于０＜θ＜π且θ≠π／２，则０＜狓－狓^＜狀，
即通过稀疏编码方式对噪声具有一定的抑制作用，
使得估计值狓^的噪声干扰小于观察值狕中的噪声．

通常，情况（１）是无法达到的，而由于噪声的随
机特性，导致其并不会完全包含于信号空间中，因此
情况（２）并不成立．因此通过稀疏编码方式对噪声进
行一定程度的抑制．

需要注意的是，上述论证建立在能够完全寻找
到空间犛犛的情况，但是实际中，寻找该空间是非常
困难的，只能通过训练的方式获取尽可能张成信号
空间的一组元素．寻找到能够张成空间犛犛一组良
好的编码字典是稀疏编码降噪的关键．

下面分析分组稀疏降噪的机理：
定义狓犻，犼为第犻个聚类中的第犼个元素，犖犵，犻为

第犻个聚类中图像块向量的个数，对于给定犻，假如
不通过分组稀疏编码进行降噪，对狕犻，犼采用自适应字
典犇进行稀疏编码得到α^犻，犼，定义狊犻，犼为α^犻，犼中的非
零对应的索引，犛犻，犼＝狊狆犪狀（犇（狊犻，犼））为字典对应于该
索引的元素所张的空间，则可以将降噪过程描述为
投影过程，即

狓^犻，犼＝犘（狕犻，犼，犛犻，犼） （９）
运用稀疏编码的方式对狕犻，犼进行降噪，就是将其

投影到空间犛犻，犼的过程，注意到，理想状态下空间
犛犻，犼应该为信号空间，但是通常情况下，该空间还包
含部分噪声所张的空间．运用分组稀疏编码算法，第
犻个聚类的投影空间是相同的，即

犛犻＝犛犻，１∩犛犻，２∩…∩犛犻，犖犵，犻 （１０）
则第犻个聚类中的图像块的降噪过程为

狓^犻，犼＝犘（狕犻，犼，犛犻），犼＝１，２，…，犖犵，犻 （１１）
注意到，由于犛犻犛犻，犼，犼∈｛１，２，…，犖犵，犻｝则投

影更加紧致，运用稀疏编码方法进行编码的稀疏度
会更低，记狆犵犻，犼为运用分组稀疏编码对狕犻，犼进行编码
的稀疏度，狆犻，犼为运用稀疏编码对狕犻，犼进行编码的稀
疏度．由于犛犻犛犻，犼，则狆犵犻，犼狆犻，犼，文献［１２］指出，复
数图像块的降噪估计误差与信号的稀疏度成正比，
因此稀疏度降低，其降噪估计误差随之降低，即能够
获得更加精确的降噪估计值．

另外，在基于稀疏编码的降噪过程中，除边缘像
素点外，其他像素点通过式（７）计算时，其估计值一
般为犿个图像块中估计值的平均，因此降噪效果会
进一步提高．

注意到，目前比较先进的降噪算法（例如ＢＭ３Ｄ
算法［３］，ＷＦＴ算法［１５］和复数稀疏编码［１２］等）均采
用了稀疏编码的思想，但是ＢＭ３Ｄ算法的编码字典
采用从含噪图像中直接选择相似图像块的方式获
取，由于表示字典中含有大量噪声，而且其只针对实
数域降噪，因此其对复数图像降噪效果比较差．
ＷＦＴ算法采用固定的Ｆｏｕｒｉｅｒ字典的方式进行编
码，复数稀疏编码算法和本论文提出的分组稀疏编
码方法均采用自适应训练的方式获取编码字典，记
犛犳，犛狊和犛犵分别为Ｆｏｕｒｉｅｒ字典，复数稀疏编码字典
和分组稀疏编码字典所张成的空间．由于Ｆｏｕｒｉｅｒ
字典是一种通用的编码字典，并且基于上面的分组
稀疏编码的分析，这三个空间的关系为

犛犳犛狊犛犵 （１２）
因此，运用分组稀疏编码的方式能够获取更加

紧致的信号空间的逼近空间，投影到信号空间的噪
声就会越小，因此降噪效果也就越好．
２４　复数编码字典的自适应训练方法

在本论文算法中的编码字典采用自适应训练的
方法获得．由于通用的编码字典（例如傅里叶基、余
弦基、小波基等）并不能很好地反映待降噪图像中细
节特点，因此宜通过训练方法获得更加自适应于待
降噪图像的稀疏编码字典．

这里提到的“自适应”是指编码字典能够根据待
编码的复数图像不同而发生编码，为了获取编码字
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典，论文中采用的复数值编码字典通过含噪图像块
训练得到．由于字典的训练过程为寻找复数图像中
信息的编码基，而为了得到比较好的降噪结果，须保
证对图像块中的信息的编码是稀疏的，因此所训练
的字典应为过完备字典，即犽犿．本文采用的复数
字典训练算法是一种在线字典训练算法，通过利用
含噪图像中的图像块交互地对字典和编码进行最优
化训练得到，该算法可以预先训练出字典以提高降
噪算法的复杂度．具体为通过最小化下面的问题对
字典进行训练，训练算法可参阅文献［１５］．

犵狋（犇）＝１狋∑
狋

犼＝１
（１／２）狕犼－犇α犼２

２＋λα犼１（１３）
从实验部分可以得出，该自适应算法获得的编

码字典相对于固定的傅里叶基能够获得更加优良的
降噪结果．

３　复数图像块分组算法与分组稀疏编码
３１　复数图像块分组算法

要实现通过分组稀疏编码的方法对复数图像进
行降噪，首先需要对分割的图像块根据其相似性准
则进行分组．在本论文研究中，采用的相似性准则为

犇犐犛（狕犻，狕犼）＝｜狕犻－狕犼｜２ （１４）
运用该相似性准则，采用最近邻聚类算法对含

噪的分割图像方块进行分组．其中算法的输入为含
噪图像块集合［狕１，狕２，…，狕犖狆］，算法的输出为分组
数犖犵以及每个图像块对应的分组标签犔＝｛犾１，犾２，
…，犾犖狆｝．其中，我们定义满足下述条件的两个图像
块为同一分组．

犇犐犛（狕犻，犮犼）ε （１５）
通过最近邻算法对图像块进行分组是比较简略

的分组方法，由于分组中心的选择是从图像块中选
择的，因此其分组的个数并不是最优的，但是其分组
速度非常快，且其分组能够满足后续的计算需求．由
实验部分的表１可以得出虽然最近邻中不能保证每
个图像块划分到最优的聚类中心，但是本论文中的
降噪结果的复数幅值和相位角的均方误差要优于目
前比较经典和优良的算法，而且最近邻算法进行分
组的复杂度远远小于狅（犖狆犖犵），其中犖狆为待分组
图像块的个数，犖犵为分组的个数．

最近邻算法中的误差允许值ε应当根据噪声水
平进行选择，由于狕犻－狓犻犖（０，２σ２犐），因此可以得
到狕犻－狓犻２

２／σ２服从自由度为２犿的　χ２分布，由于所
选择的误差允许值ε应当对噪声存在包容性，在实

际中选择ε＝犮σ２犉－１
χ２（２犿）（γ），其中犉－１

χ２（２犿）（·）为自由
度为２犿的　χ２分布的误差累计函数的逆函数．犮为
误差的宽容参数，在实验中，选择γ＝０．９９，犮＝１．５
能够取得比较好的降噪结果．
３２　分组稀疏编码算法

在分组稀疏编码中，对于任意的第犻个分组中
的元素狕犻＝［狕犻，１，狕犻，２，…，狕犻，犖犵，犻］（犖犵，犻为第犻个分组
中图像块向量的个数），需要解决的问题是如下的最
优化问题：

ｍｉｎ犌（α犻）０　　　　　

ｓ．ｔ．∑
犖犵，犻

犼＝１
犇α犻，犼－狕犻，犼２

２ε （１６）
其中犇为编码字典，其中每个元素中的每个值都是
复数值．α犻，犼为对应于狕犻，犼在编码字典犇下的复数值
稀疏编码，α犻＝［α犻，１，α犻，２，…，α犻，犖犵，犻］为稀疏编码组
成的矩阵，犌（α犻）为分组稀疏编码组稀疏的定义，其
与实数域中的定义是不同的，在本论文研究中，采用
的分组稀疏的约束为

犌（α犻）＝α犻，１＋α犻，２＋…＋α犻，犖犵，犻 （１７）
其中，·为对每个元素求其复数幅值．在求解最优
化问题（１６）时，本论文采用贪婪算法进行求解，对于
迭代的每一步，选择编码字典中的一个元素，能够使
得编码误差减小取最大值，具体算法如下所示．

算法１．　复数图像块分组稀疏编码算法．
输入：第犻个分组中图像块向量狕犻，１，狕犻，２，…，狕犻，犖犵，犻，复

数值编码字典犇，误差参数τ，最大迭代次数犖
输出：对应的稀疏编码α犻＝［α犻，１，α犻，２，…，α犻，犖犵，犻］
初始化：编码对应的字典的索引犛＝，α犻＝０，τ＝∞，
狉犻≡［狉犻，１，狉犻，２，…，狉犻，犖犵，犻］＝狕犻（误差向量），犐＝０（迭代
次数）
ＢＥＧＩＮ
　ＷＨＩＬＥτ＞εＡＮＤ犐＜犖ｄｏ

狌犻＝犇犎狉犻
犻狅＝ａｒｇｍａｘ犻犚（狌犻）
犛＝犛∪｛犻狅｝
α犛＝ｐｉｎｖ（犇（犛））狕犻
狉犻＝狕犻－犇（犛）α犛
τ＝ｍａｘ（狉犻，１２

２，狉犻，２２
２，…，狉犻，犖犵，犻２

２）
ＥＮＤ
α犻（犛）＝α犛
ＥＮＤ
算法１中，犚（狌犻）的定义与实数域中的分组稀疏

的约束是有区别的，在本算法中犚（狌犻）为对矩阵狌犻
每个元素的模值按照行求和，即

犚（狌犻）＝∑
犖犵，犻

犼＝１
狌犻（：，犼） （１８）
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ｐｉｎｖ（犇（犛））为求矩阵犇（犛）的伪逆运算．算法１
中，每一步迭代选择的字典犇中的元素满足能够使
得对狕犻编码误差的减小的最多，即每一步都采用最
优的策略进行稀疏编码，通过后面的实验验证可知，
该贪婪算法能够获得满意解．

算法１的复杂度与聚类中元素个数犖犵，犻以及编
码字典的维度有关，若犇∈犆犿×犽，则算法１的复杂
度为狅（４狊犿犽犖犵，犻），其中狊为平均编码元素个数．

４　实验验证
４１　模拟复数图像降噪效果分析

为验证本论文中提出的分组稀疏编码复数降噪
算法的有效性，在本小节中采用模拟复数图像的形
式进行实验验证．通过生成曲面模拟真实的地形高
程信息，然后根据干涉合成孔径雷达的测量原理，
生成含噪测量复数值，将该含噪复数图像作为待降
噪图像．对本论文提出的算法，稀疏编码算法［１２］，
ＷＦＴ算法［１６］以及运用ＢＭ３Ｄ对复数实部和虚部分
别降噪的算法［３］的降噪效果进行比较，其中ＢＭ３Ｄ
算法是实数域经典的降噪算法，稀疏编码算法和
ＷＦＴ算法是目前复数域中优良的降噪算法．模拟
的曲面为干涉相位图像降噪问题中的常用曲面，如
图５所示，其中图５（ｄ）真实的地形的高程信息，其
数据由文献［１７］所发布和公开，用于测试干涉相位
图像的降噪和解缠问题．本论文算法中稀疏编码所
采用的字典通过预先训练的方法获得以提高最终降
噪的效率．

图５　模拟曲面示意图
在本部分实验中，参数取值犿＝６４，参数犿取

值越大，分组耗时比较长，字典训练耗时也比较长．犿
取值较小时，其降噪效果较差，字典训练公式中λ的

取值为０．１１，其作用为平衡编码误差与编码稀疏度，
当噪声为０．９时，为了减少噪声对于训练字典的影响，
取λ为０．３．误差参数τ＝１．１×σ２犉－１

χ２（２犿）（０．９９）犖犵，
其中犖犵为待编码分组中元素的个数，最大迭代次数
犖＝６４．

本论文定义复数值的均方误差ＭＳＥ作为降噪
效果的评价指标，由于在干涉合成孔径雷达的应用
中，主要采用复数值的幅值和相位角，因此对复数降
噪结果的幅值和相位角分别计算均方误差以及相位
角的降噪峰值信噪比，定义如下：

犕犛犈犿＝犪犫狊（狓^）－犪犫狊（狓）２
犉／犖１犖２ （１９）

犕犛犈犪＝犠（犪狀犵犾犲（狓^）－犪狀犵犾犲（狓））２
犉／犖１犖２（２０）

犘犛犖犚＝
１０ｌｇ（４π２犖１犖２／犠（犪狀犵犾犲（狓^）－犪狀犵犾犲（狓））２

犉）（２１）
其中狓^为降噪估计值，其维度大小为犖１×犖２，狓为
未含噪的复数值，·犉为求取矩阵的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范
数，其定义为犕２

犉＝ｓｕｍ（ｄｉａｇ（犕犎犕）），犠（·）的
定义为犠（犪）＝犪→［（犪＋π）ｍｏｄ２π］－π．其中，均方
误差犕犛犈犿和犕犛犈犪数值越小，说明降噪结果与原
始未含噪图像的差异越小，对应算法的降噪效果越
好，反之，对应算法的降噪效果越差．相位角的降噪
峰值信噪比犘犛犖犚数值越大，对应算法的降噪效果
越好．

对应图５生成的干涉相位图像的降噪分析如
表１所示．其中噪声水平为高斯噪声的标准差σ，其
表示所添加的复数噪声为实部和虚部为独立同分布
的高斯白噪声，其噪声方差为σ２／２，表中加粗数字
为最优结果值．

图６给出了图５中曲面（ｂ）在噪声为０．７的情
况下的复数图像的原始相位，降噪结果以及训练
字典．

分析表１可以得出，本论文提出的算法对于具
有大片平坦区域的图像降噪效果比较明显，例如曲
面（ｃ）．这是由于分组中每一分组的图像块的数量较
大，因此对降噪效果的提高比较明显．本论文算法对
于噪声水平较高的复数图像的降噪效果相比其他算
法提高较大，例如在噪声为０．９时，其降噪后的均方
误差的提高程度相比较噪声为０．５时要大．这是因
为在噪声比较大的情况下，运用复数稀疏编码的方
式容易对噪声进行编码而造成过拟合现象使得降噪
后的均方误差增大．而本论文提出的算法通过分组
稀疏的方式能够有效地防止噪声的拟合，进而提高
降噪后的均方误差．
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表１　算法效果比较表

算法 指标
噪声水平σ

曲面（ａ）
０．５ ０．７ ０．９

曲面（ｂ）
０．５ ０．７ ０．９

曲面（ｃ）
０．５ ０．７ ０．９

曲面（ｄ）
０．５ ０．７ ０．９

ＢＭ３Ｄ
算法［３］

犕犛犈犿 ０．１２００．１５６０．１８７ ０．２２６０．２５４０．２８７ ０．１６７０．２０６０．２３０ ０．３２１０．３４００．３５１
犕犛犈犪 ０．４８９０．５４９０．６８６ ０．９７５１．０６３１．１２９ ０．７３２０．８２１０．９０９ １．４６０１．５３９１．６４１

ＷＦＴ
算法［１５］

犕犛犈犿 ０．０２６０．０３４０．０４３ ０．０２６０．０３３０．０４２ ０．０２６０．０３２０．０３９ ０．０２９０．０３６０．０４６
犕犛犈犪 ０．００８０．０１６０．０２５ ０．００８０．０１３０．０２１ ０．００７０．０１３０．０１９ ０．０２５０．０３９０．０５６

复数稀疏
编码［１２］

犕犛犈犿 ０．００６０．０２３０．０１６ ０００６０．０１９００１７ ０．００４０．０２６０．０１８ ０．０１１０．０２００．０３５
犕犛犈犪 ０．００６０．０１７０．０１９ ０．００７０．０１６０．０１９ ０．００４０．０１８０．０１１ ００２２０．０３５０．０５６

本文算法 犕犛犈犿 ０００５００１４００１４ ０００６００１６０．０１９ ０００２０００９０００９ ０００９００１３００２３
犕犛犈犪 ０００５００１１００１６ ０００６００１２００１６ ０００２０００４０００５ ００２２００３３００５３

图６　曲面（ｂ）噪声为０．７时对应复数降噪结果对比图

图６进一步验证的表１中的结论，对于比较平
坦的区域，例如图的左上角和右下角等区域，ＷＦＴ
算法容易导致伪边缘的出现，而稀疏编码的降噪算
法对该区域的降噪效果也不理想，在这些区域，本论
文提出的算法要优于这两种算法，如图６（ｆ）、（ｈ）和
（ｊ）所示．

图７给出了噪声水平为０．７时曲面（ｄ）对应的
算法降噪效果对比图．

为了验证本论文中算法的时间复杂度，本论文
选择曲面（ｃ）作为分析对象，其在四核ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ
ｉ７６５００Ｕ上的运行时间如表２所示，表中加粗数字
为最优结果值． 图７　曲面（ｄ）噪声为０．７时对应复数降噪结果对比图
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表２　曲面（犮）算法效率比较表
噪声水平ＷＦＴ算法［１５］复数稀疏编码［１２］ 本文算法

分组 编码
０．５ １３．２ｓ １．７ｓ ６．１ｓ ０７狊
０．７ １３．４ｓ １．６ｓ ４．７ｓ ０６狊
０．９ １３．５ｓ １．５ｓ ３．６ｓ ０６狊

由表２可以得出，编码字典可以通过预先训练
的方式获得，因此没有计算到总时间中．论文的算法
主要的时间消耗在图像块的分组中，而在编码过程
中，由于每一次编码针对分组，因此其编码时间相对
于复数稀疏编码算法有所提高．注意到分组时间与

分组的个数相关，对于相似度较小的图像，其分组数
量比较大，因此分组耗时比较长，不建议采用本论文
算法．下一步本论文算法的研究方向可以采用局部
图像块分组的算法以提高算法中图像块分组的效
率，通过限制图像块分组的范围由整幅图像限制到
图像中的某一个局部，来降低图像块分组的时间．

下面对本文算法中参数犿进行参数敏感性分
析，以具有非连续区域的曲面（ａ）所生成的含噪复数
图像在噪声标准差为０．７时的降噪为例，图８和
表３给出了不同犿取值时本文算法的编码时间和
降噪均方误差犕犛犈犿和犕犛犈犪．

图８　参数犿灵敏度分析图

表３　曲面（犪）噪声为０７时参数犿不同取值分析
犿 犕犛犈犿 犕犛犈犪 编码时间／ｓ
２５ ０．０２７ ０．０２８ ０８５
３６ ０．０２１ ０．０２０ ０．９８
４９ ０．０１６ ０．０１３ ０．９９
６４ ０．０１４ ０．０１１ １．０１
８１ ０．０１１ ００１０ １．４０
１００ ０．０１１ ００１０ １．５９
１２１ ００１０ ００１０ １．８８

由图８和表３可以得出，若参数犿取值过小，
本论文提出的降噪算法所获得的复数值的幅值和相
位的降噪均方误差犕犛犈犿和犕犛犈犪较大，降噪效果
比较差．随着参数犿的增大，犕犛犈犿和犕犛犈犪逐渐减
小，其降噪效果逐步提高，但是其提高的程度逐渐减
小，最后降噪效果逐渐趋于稳定值，如图８（ａ）所示．

这是由于犿值过小，其稀疏编码字典中的特征表现
不够明显，因此会出现一定的编码误差，所以降噪估
计值比较差．另一方面，从算法所消耗的时间考虑，
参数犿取值越大，其编码消耗时间越长，这是由于
参数犿越大，其编码向量的维度越大，因此所消耗
的时间越长．另外需要指出一点，随着参数犿的增
大，其字典的训练时间将会增长，而且为了保证编码
的稀疏性，需要字典具有更多的元素，因此字典的获
取复杂度更大．对于本论文算法，一般取犿＝６４，８１
或者１００比较合适．

下面分析不同λ取值对本文算法的影响．同样
采用具有非连续区域的曲面（ａ）所生成的含噪复数
图像，表４给出了不同的λ取值在不同噪声水平下
的降噪效果．

表４　曲面（犪）参数λ不同取值降噪效果表
噪声水平 λ ０．０１ ０．０５ ０．１ ０．２ ０．３ ０．４ ０．５ ０．６ ０．７ ０．８
０．５ 犕犛犈犿 ０．００９ ０．００６ ０００５ ０．００５ ０．００５ ０．００５ ０．００５ ０．００７ ０．０１１ ０．０１１

犕犛犈犪 ０．００７ ０．００６ ０００５ ０．００６ ０．００６ ０．００６ ０．００６ ０．００７ ０．０１１ ０．０１１
０．７ 犕犛犈犿 ０．０１８ ０．０１２ ０．０１２ ０００９ ０．００９ ０．００９ ０．０１０ ０．０１５ ０．０２０ ０．０２０

犕犛犈犪 ０．０１５ ０．０１０ ０．０１０ ０００９ ０．０１１ ０．０１１ ０．０１１ ０．０１５ ０．０１９ ０．０１９
０．９ 犕犛犈犿 ０．０３３ ０．０２４ ０．０２８ ０．０２０ ００１４ ０．０１５ ０．０１７ ０．０３３ ０．０３４ ０．０７６

犕犛犈犪 ０．０２３ ０．０１９ ０．０１９ ０．０１９ ００１６ ０．０１７ ０．０１９ ０．０２７ ０．０２８ ０．０５４
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通过分析表４和图９可以得出，λ的最优取值
与噪声水平相关．例如噪声水平为σ＝０．５时，最优
λ取值为０．１，噪声水平为σ＝０．７时，最优λ取值为
０．２，而当噪声增大到σ＝０．９时，最优的λ取值应当
增大到０．３．由此得出，噪声水平越高，λ的最优取值
应该越大，才能保证取得最优的降噪效果．但是，由
图９可以得出，降噪效果与λ的关系成“凹型”曲线，
由于曲线的最低点为降噪效果最优点，因此，λ的取
值不宜过大或者过小．同时注意到，在每个噪声水
平，最优λ取值左右的降噪效果差异并不是太大，因

此不必要选择最优的λ进行降噪，而只需要在最优
λ取值附近即可满足一般的降噪需要．例如在噪声
水平为０．５或０．７时，λ取值在０．０５至０．５之间都
可以取得比较优良的降噪结果．而噪声水平为０．９
时，λ取值在０．２至０．５时都能取得比较好的降噪
结果．

图１０给出了噪声水平为０．７时的用于训练字
典的复数图像（其中复数的实部和虚部分别映射到
了红色分量和绿色分量）以及λ取值分别为０．０１，
０．２和０．６时的训练字典．

图９　不同噪声水平曲面（ａ）参数λ灵敏度分析图

图１０　噪声水平为０．７时不同λ取值的训练字典

０００２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１９年
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分析图１０可以得出，当λ取值为０．０１时，训练
获得的字典元素中含有较多的噪声，主要原因为λ
取值较小，使得编码不够“稀疏”，从而在字典训练迭
代算法的编码过程中对噪声进行了编码，而采用该
编码更新字典元素的过程中，噪声也参与了训练，因
此获得的字典元素中含有较高的噪声．λ取值为０．２
时，训练得到的字典较好，既能够比较完整地反映
原始图像中的信息，又能在字典的元素中有效地滤
除噪声的干扰．当λ值较大时，训练得到的字典元素
中噪声含量较小，但是字典中比较少的元素能够反
映原始图像中的特征，大部分是初始化的字典元素．
如图１０（ｄ）所示，字典中除了第１列和第４列中存
在部分元素是通过训练获得，能够反映待降噪图
像中的特征信息，其余的元素大部分为初始化的
元素，即通过字典训练过程并没有更新这部分
元素．
４２　真实复数图像的降噪

下面的实验中，采用真实的ＭＲＩ图像进行结果

比较，图１１为原始的复数相位图和各个比较算法的
降噪相位图以及降噪算法所去掉的噪声的分布．由
去掉的噪声分布可以得到，各种算法所去掉的噪声
基本上是均匀分布的，从视觉效果分析，本论文算法
对于图像右侧的细节信息的保留程度要优于其他
算法，因为其滤除的噪声分布比较均匀．由于本论文
中的图像是具有较高信噪比的相位图像（可以作为
原始图像计算均方误差），因此可以计算相位信息的
降噪均方根误差，其中ＷＦＴ降噪与高质量图像的
均方误差为０．０７０，稀疏编码的降噪后均方误差为
０．０６７，本论文算法的均方误差为０．０６１．对于峰值
信噪比，ＷＦＴ算法为２７．５１ｄＢ，稀疏编码算法为
２７．７０ｄＢ，本论文算法为２８．１１ｄＢ，由于本实验选择
的图像含有更多的噪声，因此其降噪峰值信噪比要
比文献［１２］的要低．

下面的实验对真实的干涉合成孔径雷达的复数
图像进行降噪，其原始的干涉相位图像以及降噪后
的图像如图１２所示．

图１１　真实ＭＲＩ图像降噪结果比较图

图１２　真实ＩｎＳＡＲ图像降噪结果比较图

由图１２可以得出，本论文算法在滤除噪声的同
时一定程度上保留了细节信息，例如图１２（ｄ）所示
的方框中区域，明显优于基于ＷＦＴ算法和基于复
数域稀疏编码的算法的降噪结果．

５　总　结
本论文提出了一种基于分组稀疏编码的复数自

１００２９期 郝红星等：一种基于分组稀疏编码的复数图像降噪算法
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适应降噪算法，重点研究了图像块聚类分组算法和
组稀疏的编码算法．为验证算法的正确性，本论文运
用了模拟含有不同噪声水平的复数二维图像，真实
核磁共振图像和真实干涉合成孔径雷达图像进行降
噪，并且给出了定量的分析．从实验结果可以得出，
本文所提算法能够取得较好的降噪效果．特别针对
含有大块平滑区域的复数图像和噪声水平较高的情
况，本论文的编码效果比较显著．下一步可以对图像
块分组的快速算法、稀疏编码参数的选择算法以及
自适应字典的训练算法等进行更加深入的研究．

致　谢　感谢葡萄牙里斯本大学Ｂｉｏｕｃａｓ教授对本
论文的研究提供的数据支持和帮助！
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