
书书书

第４２卷　第９期
２０１９年９月

计　　算　　机　　学　　报
ＣＨＩＮＥＳＥＪＯＵＲＮＡＬＯＦＣＯＭＰＵＴＥＲＳ

Ｖｏｌ．４２Ｎｏ．９
Ｓｅｐｔ．２０１９

　

收稿日期：２０１７１２０６；在线出版日期：２０１９０１０３．本课题得到国家自然科学基金项目（６１３７３１０７，６１２３３０１２）、武汉市科技计划项目
（２０１６０１０１０１０１００２２）、中国科学院深圳先进技术研究院优秀青年基金（２０１７０５９）、广州市产学研协同创新重大专项（２０１７０４０２０１４１）、深
圳市学科布局项目（ＪＣＹＪ２０１６０４２９１９０３００８５７）资助．袁志勇，博士，教授，博士生导师，中国计算机学会（ＣＣＦ）高级会员，中国计算机学会
（ＣＣＦ）虚拟现实与可视化专委会委员，主要研究领域为虚拟现实与人机交互、计算机视觉与机器学习、嵌入式系统与物联网技术．Ｅ
ｍａｉｌ：ｚｈｉｙｏｎｇｙｕａｎ＠ｗｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．徐　标，硕士，主要研究方向为计算机仿真与图像处理．廖祥云（通信作者），博士，主要研究方向为图像
处理、计算机仿真与虚拟现实．Ｅｍａｉｌ：ｘｙｕｎｌｉａｏ＠ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ．

基于犛犘犎方法的快速逼真流体表面张力仿真
袁志勇１）　徐　标１）　廖祥云２）

１）（武汉大学计算机学院　武汉　４３００７２）
２）（中国科学院深圳先进技术研究院　广东深圳　５１８０５５）

摘　要　随着计算机仿真技术的发展，流体的模拟仿真被广泛地应用于工程计算、游戏及电影特效中．逼真的流体
仿真需要对流体的物理特性进行建模，基于物理的流体仿真是仿真领域最具挑战的研究内容之一．基于光滑粒子
流体动力学（ＳＰＨ）的流体仿真方法是目前最为常用的流体仿真无网格法，其粒子特性特别适合处理流体的建模问
题，同时能够鲁棒稳定地解决流体仿真中的计算问题．但是，ＳＰＨ方法无法实现精确的表面张力计算，无法获得逼
真的流体仿真效果．ＳＰＨ表面计算中的数值不稳定问题，引起的表面张力不真实、自由表面处粒子聚集、细节断裂
等现象，严重影响流体自由表面处仿真的视觉效果．为解决该问题，提出一种面向ＳＰＨ流体的快速逼真流体表面
张力仿真方法．首先快速精确找到流体表面粒子，精准计算其表面粒子法向量，其次通过构建水平集网格用于边界
处密度修正以更加准确地处理边界处的计算，最后提出近表面粒子间作用力模型以计算流体表面张力．实验结果
表明该方法能实现逼真的流体表面张力仿真效果．

关键词　光滑粒子流体动力学；流体仿真；表面张力；近表面粒子间作用力；密度修正
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ｉｎｔｅｒｐａｒｔｉｃｌｅｆｏｒｃｅ；ｄｅｎｓｉｔｙｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

１　引　言
随着计算机硬件和图形图像技术的不断进步，

计算机仿真技术得以迅速发展，在游戏、电影特效、
军事仿真、工程仿真等领域，计算机仿真技术得到广
泛的应用．然而随着各方面需求的日益增加，人们对
计算机仿真中物体运动与交互的真实感提出更高的
要求，希望得到更加真实的仿真效果．但是，真实的
物体运动往往难以用过程表述，所以此时只有借助
真实世界物理规律得以实现．流体仿真作为计算
机图形学和虚拟现实的研究热点之一，在动画、游
戏及电影特效等领域具有重要应用．由于流体仿
真的复杂性，基于物理的流体仿真是最具挑战性
的研究问题之一．目前流体仿真有多种方法，其中
ＳＰＨ（ＳｍｏｏｔｈｅｄＰａｒｔｉｃｌｅＨｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ，光滑粒子
流体动力学）方法是近年来应用最广泛的无网格法．
ＳＰＨ作为一种简单而灵活的方法，其粒子特性使其
天然适合流体的仿真建模，能够以鲁棒稳定的方式

处理很多流体模拟问题．ＳＰＨ方法将流体划分为一
系列离散的粒子，然后应用光滑核估计粒子动态物
理量，每个粒子的空间导数可以从其周围粒子推断
得到，最终粒子按其计算所得速度进行运动［１］．相较
于传统欧拉方法，ＳＰＨ方法不需要计算复杂的网
格，可更方便地处理复杂的固体边界问题．但是
ＳＰＨ方法在流体仿真中不能保证流体的不可压缩
性，导致模拟场景中的流体仿真效果失真．随着对流
体模拟真实感效果要求的提升，流体细节仿真越来
越受到人们的关注．表面张力是展现流体微观特性
最常见和最重要的物理特性，表面张力的模拟成为
当前流体仿真中的研究热点之一．从微观角度来看，
流体分子受到各个方向其他分子的作用力，该作用
力随着分子间距离的远近分别表现引力和斥力作
用．在流体内部，该作用力合力为零，流体分子处于
平衡状态；而在流体表面，该作用力合力不为零，方
向指向流体内部，从而形成表面张力．

为了实现逼真的流体仿真效果，当前基于ＳＰＨ
算法的流体自由表面处仿真仍旧是一个挑战，其主
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要包括非真实准确人工表面张力、粒子聚集以及细
节断裂等．在流体自由表面处，邻域粒子的缺失会引
发ＳＰＨ算法计算得到的表面粒子密度偏小，这种低
估的密度值导致负压力从而产生粒子的非物理聚集
现象．为了解决该问题，Ｓｃｈｅｃｈｔｅｒ和Ｂｒｉｄｓｏｎ［２］提出
ＧｈｏｓｔＳＰＨ方法，在自由表面创建一层幽灵粒子，
并将该层幽灵粒子纳入各物理量计算中．但是，幽灵
粒子地不断采样较大提升了算法的时间复杂度．除
了表面粒子密度计算问题，ＳＰＨ表面张力计算也是
处理流体表面问题的一个重要方面．当前基于ＳＰＨ
的表面张力仿真计算主要分两类：宏观模型和微观
模型．宏观模型中，基于颜色场（ＣｏｌｏｒＦｉｅｌｄ）表面粒
子检测、表面法向及张力计算存在一定的不准确性，
自由表面处的数值不稳定导致表面粒子聚集，破坏
了流体仿真中的细节之处，造成仿真效果不逼真的
结果．微观模型中，通过计算粒子间的聚斥力来仿真
流体分子间作用力．如Ｔａｒｔａｋｏｖｓｋｙ等人［３］和Ａｋ
ｉｎｃｉ等人［４］通过构造聚斥力模型模拟分子间作用力
以对表面张力进行仿真．近年来，有关流体表面的仿
真应用研究上还出现一些关于多相流的建模研究．
如Ｒｅｎ等人［５］通过体积分数表示模拟不同相流体
的空间分布，由此改进混合模型实现对多相流流动
的、通用的、鲁棒的ＳＰＨ流体仿真．而后Ｒｅｎ等
人［６］又通过将前述多相流仿真获得的体积分数数据
与简单有效的二次气泡模拟相结合，提出一种灵活
的气泡建模方法．Ｒｅｎ等人［７］通过补偿可见气体粒
子密度和力的计算提出一种气态流体的快速ＳＰＨ
仿真方法．Ｙａｎ等人［８］通过拓展现有多相流ＳＰＨ框
架，实现了流体与可变形物体、颗粒状物质的仿真．

本文在Ｍａｒｒｏｎｅ等人［９］关于表面粒子检测及
Ａｋｉｎｃｉ等人［４］关于表面张力定义的工作基础上，提
出一种快速逼真的流体表面张力仿真方法．通过该
方法，自由表面处数值不稳定引起的粒子聚集现象
得到缓解，最终实现了快速逼真流体表面张力仿真
效果．本文主要贡献如下：

（１）通过对流体进行快速准确地表面检测及法
向量计算，提出一种结合近表面粒子间作用力与最
小化表面积的模型计算流体的表面张力，所得表面
张力更为真实，并缓解了自由表面处的数值不稳定
性问题；

（２）提出一种基于水平集网格的近表面粒子密
度修正方法，以更加准确的处理边界处计算，进一步
缓解自由表面处的数值不稳定性．

２　相关工作
国内外研究人员提出了很多嵌入到流体仿真框

架中的表面张力计算方法．早期Ｍｏｒｒｉｓ［１０］提出从连
续表面力模型出发模拟表面张力．后续Ｍüｌｌｅｒ等
人［１１］在此工作基础上提出基于颜色场方法进行表
面张力求解．他们提出的表面张力模型侧重于最小
化表面曲率，为每一个粒子计算法向量，以此确定力
的方向，而力的大小取决于粒子位置处曲率大小，而
且对于流体内部的粒子，其法向量方向为任意的．强
洪夫等人［１２］在Ｍｏｒｒｉｓ提出的表面张力ＳＰＨ方法
基础上，通过引入边界核函数插值方法对边界法向
和曲率的计算进行修正，得到表面张力修正方程组，
以实现稳定的ＳＰＨ表面张力计算．近些年，Ｙｕ等
人［１３］提出在流体粒子表面重建网格，然后将网格顶
点的曲率应用于其邻域流体粒子的表面张力计算，
证明在表面网格稠密的情况下可准确计算流体表面
张力．吴恩华等人［１４］根据流体密度场提出一种基于
平均曲率的表面张力模型，能够有效地模拟水滴的
表面张力现象．Ｙａｎｇ等人［１５］通过体积保持的平滑
网格方式对流体表面张力进行计算，实现稳定流体
模拟，特别是具有较强表面张力的场景仿真．这些
工作的流体表面张力效果基本都依赖于准确的流体
边界检测以及精确的表面法向量计算，同时曲率
的计算涉及二次求导，这对粒子的分布情况要求比
较高．

为避免对表面曲率及表面法向量的依赖，研究
人员提出了通过邻域粒子间的相互作用力定义新的
表面张力模型［３，１６］．该方法可避免错误的法向量以
及曲率计算，但是仅仅用粒子间作用力不能保证表
面积最小化，无法实现准确表面张力计算．Ｃｌａｖｅｔ等
人［１７］提出一种改进的ＳＰＨ模型对表面张力进行仿
真，并提出一种基于距离的引力作用，获得了较好的
视觉效果．刘栋等人［１８］提出基于ＳＰＨ的粒子间相
互作用力模型以计算表面张力，获得了与基于连续
表面张力模型的ＳＰＨ方法类似的表面张力效果．近
年来，Ｈｅ等人［１９］提出最小化表面能量的表面张力
模型，获得较好的视觉效果．Ａｋｉｎｃｉ等人［４］提出一
种基于ＳＰＨ流体的通用表面张力模型，该模型通过
结合内聚力项和最小化表面积项模拟表面张力．
Ｗａｎｇ等人［２０］在Ａｋｉｎｃｉ方法基础上提出基于ＩＩ
ＳＰＨ的流体表面张力和吸附力方法，能够较好地模
拟流体的表面微观特性，改善了数值稳定性和提高
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了计算效率．Ｙａｎｇ等人［２１］提出一种可实时模拟不
同界面处交互作用的成对力ＳＰＨ模型，该模型可在
一次仿真中同时处理多种类型的交互作用，并且缓
解了自由表面的粒子聚集现象．

由于ＳＰＨ方法对于所有粒子的场量都会通过
核插值计算其空间导数，所以在流体自由表面处的
计算中，存在非完整核半径引发的密度计算偏小问
题，导致数值不稳定、表面处的粒子聚集现象，影响
流体表面视觉效果．为了解决数值不稳定的缺陷，
Ｍｏｎａｇｈａｎ等人［２２］提出一种人工压力项以缓解该问
题，但导致产生较为虚假的表面张力．Ｏｇｅｒ等人［２３］

提出了使用对ＳＰＨ场量空间导数的高阶估计，然而
较大地提升了计算复杂度．Ｋｕｌａｓｅｇａｒａｍ等人［２４］提
出了一种不使用边界粒子的ＳＰＨ密度方程以防止
粒子聚集．它们通过支持半径中固体边界占据的面
积引入修正项，从而避免在边界处计算错误密度．
Ｆｅｌｄｍａｎ等人［２５］通过将球体中的密度函数与二维
空间中多个线段表示的边界相结合计算密度修正
项．Ｉｈｍｓｅｎ等人［２６］通过压力项修正了粒子在边界
处的分布．Ｓｃｈｅｃｈｔｅｒ和Ｂｒｉｄｓｏｎ［２］提出ＧｈｏｓｔＳＰＨ
方法，通过在液气、液固交接处采样幽灵粒子实现密
度修正解决非完整核半径问题，然而对粒子地不断
采样等步骤较大地增加了计算代价．Ｈｅ等人［１３］通
过结合双尺度压力估计和各向异性压力过滤，实现
了鲁棒的、具有较好视觉效果的流体模拟．近年来，
Ｆｕｊｉｓａｖａ等人［２７］提出一种无需采样任何边界内部
粒子的密度修正方法，该方法有效地减少了边界粒
子的内存消耗，但却增加了流固耦合的计算时间．
Ｒｅｎ等人［７］通过补偿可见气体粒子密度和力的计算
提出一种表面附近粒子密度修正的方法．

３　流体仿真计算基础
３１　犛犘犎／犠犆犛犘犎

ＳＰＨ算法将流体划分为一系列离散的粒子，然
后应用光滑核估计粒子动态物理量，最终粒子按照
其本身速度进行运动，每个粒子的空间导数可以从
其周围粒子推断得到．对于粒子犻，其某一场量犃可
以表示为周围支持半径犺内所有粒子的加权和：

犃（狉犻）＝∑犼犃（狉犻）
犿犼
ρ犼犠

（狉犻犼，犺） （１）
其中，狉犻犼＝狉犻－狉犼，狉犻，狉犼分别为粒子犻，犼的位置，犿犼表
示周围粒子犼的质量，ρ犼表示为周围粒子犼的密度，
犃（狉犻）是粒子犻的场量．函数犠（狉犻犼，犺）是核函数．

本文使用ＷＣＳＰＨ［１６］作为基本框架．ＷＣＳＰＨ
提出了一种基于Ｔａｉｔ方程的弱可压缩ＳＰＨ方法．
通过对连续性方程求解，得到粒子密度更新如下：

ｄρ犻
ｄ狋＝∑犼犿犼狏犻犼犠（狉犻犼，犺） （２）

其中，狏犻犼＝狏犻－狏犼；狏犻，狏犼分别表示粒子犻，犼的速度．得
到粒子密度后可得粒子运动方程如下：

ｄ狏犻
ｄ狋＝－∑犼犿犼

犘犻
ρ２犻
＋犘犼ρ２（ ）犼犠（狉犻犼，犺）＋犵（３）

其中犘犻，犘犼分别表示粒子犻，犼的压强．压强通过Ｔａｉｔ
方程得到，定义如下：

犘＝ρ０犮
２狊

β
ρ
ρ（）
０

β（ ）－１ （４）
其中，ρ０为初始密度，犮狊为流体中的音速，β为一可调
系数，原文建议值为７．使用Ｔａｉｔ方程计算压强使得
密度只能小范围波动，保证了流体的弱可压缩性．

为了提高流体仿真中的数值稳定性，ＷＣＳＰＨ
定义粘性力如下：

ｄ狏犻
ｄ狋＝

－∑犼犿犼Π犻犼犠（狉犻犼，犺），狏Ｔ犻犼狉Ｔ犻犼＜０
０， 狏Ｔ犻犼狉Ｔ犻犼
烅
烄

烆 ０
（５）

其中，Π犻犼定义如下：

Π犻犼＝－τ 狏Ｔ犻犼狉犻犼
狉犻犼２＋ε犺（ ）２ （６）

其中，τ＝２α犺犮狊ρ犻＋ρ犼
为粘性项（α为一可调粘性项系数），

ε犺２为防止分母为０的修正项，ε＝０．０１．
本文方法以ＷＣＳＰＨ为基本框架计算压力与

粘性力，而密度计算使用ＳＰＨ密度求和方式得到：
ρ犻＝∑犼犿犼犠（狉犻犼，犺） （７）

在计算过程中，得到初始粒子密度后，再使用本
文第５节提出的密度修正方法进行粒子的密度修
正，以缓解由自由表面粒子错误的密度计算导致的
数值不稳定．
３２　快速表面粒子检测与水平集网格构建
３．２．１　表面粒子检测与表面法向量计算

精确地定义ＳＰＨ流体粒子的边界是对流体表
面张力进行仿真的基础．不准确的表面粒子检测将
导致后续不准确的水平集网格，继而导致不准确的
表面张力计算．本文基于将文献［９］的方法引入到
ＳＰＨ流体仿真领域，将其用于快速准确地检测ＳＰＨ
流体表面粒子．首先定义重归一化矩阵寻找自由表
面周围的粒子：
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犅（狉犻）＝∑犼犠（狉犻犼，犺）狉犻犼Δ犞［ ］犼－１ （８）
其中Δ犞犼是粒子犼的体积．

定义!为所有流体粒子集合，"!为!的子
集，表示自由表面粒子集合．Ｄｏｒｉｎｇ［２８］证明矩阵犅－１
的最小特征值λ取决于被计算点犻周围的粒子犼的
空间分布．理论上，当粒子远离流体区域时，该特征
值趋向于０，当越趋近于流体内部，该特征值越趋近
于１．所以可以通过λ值确定粒子处于流体区域的
位置．通过计算犅－１的最小特征值λ，可定义三种互
补的子集：#为飞溅的粒子集合，λ值较小；$为远离
自由表面的内部粒子集合，λ值较大；%为靠近自由
表面的粒子或者呈现非均匀分布区域的粒子集合，λ
值相对居中．本文通过选取λ值的阈值来精准区分
表面粒子，为了确定较为合适的λ值阈值，进行了多
个场景的仿真测试．其最终不同子集对应阈值如下：

犻∈#λ０．２
犻∈%０．２＜λ０．７５
犻∈$ λ＞
烅
烄

烆 ０．７５
（９）

在流体内部区域，邻域粒子的梯度核函数之和
接近于０；当粒子接近于自由表面时，邻域粒子的梯
度核函数之和接近该粒子的表面法向量［２９］．再次使
用重归一化矩阵得到表面粒子的法向量：

狀（狉犻）＝η（狉犻）η（狉犻）
（１０）

其中，
η（狉犻）＝－犅（狉犻）∑犼犠（狉犻犼，犺）Δ犞犼 （１１）

在实际实验中，当某一粒子没有邻域粒子时，重
归一化矩阵是不存在的．此种情况下，本文通过设置
该粒子的法向量为０进行处理．

上述为流体表面粒子粗检测并得到粒子的法向
量．利用下式可以判断粒子是否属于表面粒子：
犼∈!犻，若狉犻犼槡２犺，狉犼犜＜犺 犻"

犼∈!犻，若狉犻犼＜槡２犺，ａｒｃｃｏｓ狀犻·狉犻犼狉犻（ ）
犼

＜π４犻"

其他情况 犻∈
烅
烄

烆 "

（１２）
其中，"为表面粒子集合，犜为粒子犻法向方向且与犻
距离犺的点，狀犻表示粒子犻的法向量，!犻表示粒子犻周
围的粒子集合．

图１所示为采用颜色场以及本文方法对流体表
面进行检测的视觉效果对比．其展示了本文所引用方
法的有效性．对比图１（ａ）、（ｃ）与图１（ｂ）、（ｄ）可见，采
用颜色场的表面检测结果不准确，导致表面不连续，
可导致后续基于表面粒子的法向量计算及表面张力
计算不准确，而本方法能够精确地检测流体表面粒
子．在该场景中，随着粒子数的增加，本方法与颜色场
方法检测表面粒子用时如表１所示．从表中可知，随
着粒子数的增加，两种方法耗时都随之增加，并且本
方法相对颜色场方法耗时也在增加，相对时间占比随
粒子数增多而增大．本方法与颜色场方法都能快速对
流体表面粒子进行检测，在实验中，本方法虽比颜色
场方法平均用时多１９．４％，但其在接受范围内，并且
也取得了更加精确的结果．

图１　流体粒子表面检测结果

表１　表面粒子检测用时对比
粒子数颜色场耗时／ｍｓ本方法耗时／ｍｓ相对耗时增加占比／％
１００００ １．５１３ １．６９１ １１．８
２００００ ３．９４９ ４．５０６ １４．１
３００００ ７．４１４ ８．７３０ １７．８
４００００ １１．９０１ １４．７９８ ２４．３
５００００ １７．７０２ ２２．８７４ ２９．２

平均 １９．４

３．２．２　水平集网格构建
基于检测得到的ＳＰＨ流体表面粒子，Ｍａｒｒｏｎｅ

等人［９］通过计算ｌｅｖｅｌｓｅｔ函数以划分流体内部或流
体外部区域的网格节点．对于每一个接近于自由表
面粒子集"的节点!

，检测其最近的表面粒子犉犖，
则标量犱犖犉犖可以由下式计算：
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犱犖犉犖＝（狉犉犖－狉犖）狀犉犖 （１３）
此处狀犉犖表示犉犖处的自由表面法向量．这样对于每
一个网格顶点狓犖，可以定义ｌｅｖｅｌｓｅｔ函数：

（狓犖）＝
－１ 犱犖犉犖－２犺
犱犖犉犖／－２犺－２犺＜犱犖犉犖＜２犺
＋１ 犱犖犉犖２
烅
烄

烆 犺
（１４）

该函数在流体内部为正，在流体外部为负，在自
由表面处为０（因为犱犖犉犖＝０）．

４　快速表面张力计算与密度修正
自由表面的存在意味着ＳＰＨ插值精度应当保

持到接近流体域边界处．当实现ＳＰＨ插值计算，如
压力梯度、速度散度时，接近流体表面处被以与流体
内部同样的方式所处理．然而表面处的计算常常被人
们所忽视，导致压力梯度不能收敛到接近自由表面处
的正确值．相反，本文主张通过快速、精确的表面粒子
检测，对没有数值截断的自由表面流动进行仿真．

图２　本文方法计算模式

图２为本文方法计算模式．首先，根据前述的快
速、精确的表面粒子检测方法获得精确的自由表面
定义与表面法向．根据获得的自由表面定义和表面
法向构建流体区域水平集网格，以区分流体内外区
域的网格顶点．本文通过ＳＰＨ密度求和方式得到流
体密度，所以对于拥有非完整核半径的流体粒子，由
于邻域粒子的缺失，其计算所得密度将偏小．通过前
述构建的水平集网格，可对粒子密度进行修正，详见
４．３节．实际情况下，不是所有的粒子密度计算都是
错误的，只有靠近表面的粒子密度才是被低估的．本

文在精确表面粒子检测的基础上，将拥有非完整核
半径的粒子定义为近表面粒子，即自由表面一个核
半径内的所有流体粒子，如图３中实线和虚线（含线
上）之间的流体粒子所示．所以，密度修正只需对近
表面粒子操作，以减少密度修正计算量，提高计算效
率．为了实现快速、有效的表面张力，本文提出了一
种近表面粒子间作用力，详见４．１节．为了更好地模
拟流体的表面微观特性，还需加入近表面最小化表
面积项保证流体表面积最小化，详见４．２节．最后，
通过ＷＣＳＰＨ框架求解压力、粘性力及其他外力
后，计算流体粒子的加速度驱动粒子运动．

图３　近表面粒子

４１　近表面粒子间作用力模型

图４　ＬｅｎｎａｒｄＪｏｎｅｓ模型近似图

在毛细、水珠等现象中，表面张力扮演着十分重
要的角色．微观本质上，表面张力是分子间作用力的
一种表现．当分子间距离较近时，表现为斥力作用，
当距离较远时，则表现为引力作用．真实分子间作用
力是十分复杂的．勒那德琼斯（ＬｅｎｎａｒｄＪｏｎｅｓ）模型
是对分子间作用力的一种粗糙近似，尽管如此，其仍
然具有一定的参考意义，其近似模型图如图４所示．
根据古根海姆（Ｇｕｇｇｅｎｈｅｉｍ）模型，液体表面层是一
个有一定厚度的过渡区，既占有体积又具有物质．所
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以在表面层，分子较为稀疏，分子间距离较远，其作
用力表现为吸引力，表面粒子间的相互吸引作用形
成了表面张力．而对于液体内部分子，其处于一种平
衡状态，所受分子间作用力合力为零．

为了准确计算粒子间的表面张力作用，在
Ｔａｒｔａｋｏｖｓｋｙ等人［３］提出的表面张力计算模型基础
上，本文提出一种精确快速的近表面粒子间作用力
模型用于计算表面张力．在Ｔａｒｔａｋｏｖｓｋｙ表面张力
模型中，表面张力定义如下：

ｄ狏犻
ｄ狋＝

１
犿犻犉犻 （１５）

其中，犉犻是粒子犻的邻域粒子间相互作用合力，定义
如下：

犉犻＝∑犼犉犻犼 （１６）
而粒子间相互作用力定义如下：

　犉犻犼＝狊犻犼ｃｏｓ
１．５π
犺狉犻（ ）犼

狉犻犼
狉犻犼，狉犻犼犺

０， 狉犻犼＞
烅
烄

烆 犺
（１７）

其中，狊犻犼是粒子犻和粒子犼之间的作用力强度系数．

图５　本文模型与其他模型曲线形状比较

图４为ＬｅｎｎａｒｄＪｏｎｅｓ模型曲线大致形状．图５
为本文模型及其他两个对比模型粒子间相互作用力
曲线形状对比图，其中，横轴表示到所计算粒子的中
心距离与核半径的比值狉／犺，纵轴表示相互作用力
大小，正值表示斥力作用，负值表示引力作用，并对最
大值进行归一化处理．对比图４ＬｅｎｎａｒｄＪｏｎｅｓ模型
曲线与图５Ａｋｉｎｃｉ方法［４］和Ｔａｒｔａｋｏｖｓｋｙ方法［３］曲
线可知，虽然后者具有引力、斥力作用，但是一方面
该作用力随粒子间距离的变化与ＬｅｎｎａｒｄＪｏｎｅｓ模
型有较大出入；另一方面，考虑其在ＳＰＨ模型的计
算中，该模型也忽视了对核半径的使用．很多文献通
过构造复杂的样条函数以解决上述两点问题，而事
实上可以通过直接将文献［３］模型引入到ＳＰＨ模型
中解决问题．令粒子间作用力强度系数为犛，并引入

核半径，定义粒子间相互作用如下：

　犉犻＝犛∑犼
犿犼
ρ犼ｃｏｓ

１．５π
犺狉犻（ ）犼

狉犻犼
狉犻犼犠（狉犻犼，犺）（１８）

从ＬｅｎｎａｒｄＪｏｎｅｓ模型曲线可以看出，引力作
用与斥力作用的极值比值小于１，且在引力作用区
域，引力大小从０到引力极值部分曲线的平均梯度
绝对值是大于极值右侧曲线的平均梯度绝对值的．
对比图４与图５本文方法曲线，将原模型引入到
ＳＰＨ模型后，引力极值和斥力极值的比值、引力梯
度变化程度都更加贴近于ＬｅｎｎａｒｄＪｏｎｅｓ模型．同
时，因为该模型的斥力作用，由非完整核半径导致的
表面数值不稳定的粒子非物理聚集现象，也将得到
缓解．

除此之外，考虑到表面张力本质上是分子间作
用力的结果，而该作用力在流体内部合力为零．所以
为了提高计算效率，只需对表面粒子计算粒子间作
用力即可．但是另一方面，考虑到在ＳＰＨ模型中，只
针对表面粒子计算将导致数值空间梯度的不连
续，为了保证空间梯度的连续性，本文在计算粒子
间作用力时针对所有具有非完整核半径的近表面
粒子．这样的处理方式，在保证计算效率的基础上，
保证了数值稳定性，使仿真效果更加自然．而表面粒
子则可以通过前述３．２节的方法进行快速、精确表
面检测．
４２　最小化表面积项

近表面粒子间作用力模型，能够构造类似于分
子间作用力的效果，可以有效地解决液体表面粒子
的非物理聚集问题．但是仅仅使用近表面粒子作用
力模型模拟表面张力，将导致流体最终所处的形状
取决于粒子的初始分布，不能保证流体表面积最小
化．所以为了更好地模拟流体的表面微观特性，获得
更加真实的表面张力仿真效果，还需加入最小化表
面积项保证流体表面积最小化．Ａｋｉｎｃｉ等人［４］提出
一种最小化流体表面积方法定义如下：

犉犻犼＝－γ犿犻狀犻犼 （１９）
其中，γ表示可调的最小化表面积项系数，狀犻犼＝狀犻－
狀犼，狀犻，狀犼表示表面粒子犻和犼的法向量．在ＳＰＨ中，
从粒子分布计算曲率是十分容易出错的．为了避免
明确的曲率计算，Ａｋｉｎｃｉ通过对平滑颜色场梯度的
ＳＰＨ估计，计算粒子法向量：

狀犻＝δ∑犼
犿犼
ρ犼犠

（狉犻犼，犺） （２０）
与一般颜色场方法的不同在于该方法多一项独

立的、针对法向量的缩放系数δ，表示粒子的法向量
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数量级与曲率是成某一比例的．虽然该方法没有显式
地计算曲率，但其与一般颜色场计算方法并无二致．
而基于颜色场的粒子法向量是存在一定不准确性的．
本文通过３．２节重归一化矩阵得到的精确表面粒子
及表面法相量代替颜色场方法，可以得到比颜色场
方法更加精确的粒子法向量．本文将式（１０）所得法
向量引入最小化表面积项中，将其推广到ＳＰＨ模型
中并对称化，得到最小化表面积项定义如下：

犉犻＝－γ∑犼
犿犻犿犼
ρ犻ρ犼狀犻犼犠

（狉犻犼，犺） （２１）
对于上式容易得知，在流体平坦区域和流体内

部区域，该项为零．因为对于平坦区域狀犻≈狀犼，得到
狀犻犼＝狀犻－狀犼≈０；对于内部粒子而言，由于狀犻≈０和
狀犼≈０，故该项也为零．所以在计算该项时，为了提高
计算效率，亦只针对表面粒子进行计算；而为了保证
空间梯度的连续性，将所有具有非完整核半径的粒
子也加入计算之中．在提高效率的同时保证了数值
稳定性．
４３　基于水平集网格的密度修正

在ＳＰＨ流体仿真中，计算所得的液气、液固交
界处粒子密度比其真实密度小，这种错误的密度值
导致负压力，引起粒子的聚集现象，即所谓的数值不
稳定．概括来讲，流体表面粒子的非完整核半径导致
流体密度的错误计算是自由表面处数值不稳定与粒

子非物理聚集现象的原因．而自由表面处的粒子非
物理聚集对近表面粒子间作用力的计算有较大的影
响．近表面粒子间作用力模型只有在粒子分布较为
均匀自然的情况下才能得到较好的仿真效果．

考虑到式（１４）所得的ｌｅｖｅｌｓｅｔ函数值可以判断
某水平集网格是否属于流体内部，本文通过定义流
体体积占比系数犚犻，对表面粒子进行密度修正．流
体体积占比系数犚犻定义如下：

犚犻＝
∑犼δ（犼）Δ犞犼犠（狉犻犼，犺）
∑犼Δ犞犼犠（狉犻犼，犺）

（２２）

其中，Δ犞犼表示粒子犼的体积大小，对于δ（犼），当
犼＞０时，δ（犼）＝１，否则δ（犼）＝０．密度修正公式定
义如下：

ρ犻＝
∑犼犿犼犠（狉犻犼，犺）

犚犻 （２３）
对于流体内部粒子，犚犻≈１，无需进行密度修正，

对流体近表面粒子，犚犻＜１．故同样只需针对具有非
完整核半径的粒子进行密度修正即可．

图６说明了在液体表面通过水平集网格进行
密度修正，其中犚１～犚４所示网格代表不同大小的
ｌｅｖｅｌｓｅｔ函数值．算法１为一次仿真迭代的伪代码．

图６　通过ｌｅｖｅｌｓｅｔ函数进行密度修正

算法１．　流体仿真迭代．
１．ＷＨＩＬＥａｎｉｍａｔｉｎｇＤＯ
２．　ｕｐｄａｔｅｎｅｉｇｈｂｏｒｓｈｉｐ
３．　ｃｏｍｐｕｔｅｄｅｎｓｉｔｙ
４．　ｆｉｎｄｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｐａｒｔｉｃｌｅｓ
５．　ｕｐｄａｔｅｌｅｖｅｌｓｅｔｇｒｉｄ
６．　ＦＯＲＥＡＣＨｎｅａｒｓｕｒｆａｃｅｐａｒｔｉｃｌｅ犻ＤＯ
７．　　ｄｅｎｓｉｔｙｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

８．　ＥＮＤＦＯＲ
９．　ＦＯＲＥＡＣＨｐａｒｔｉｃｌｅ犻ＤＯ
１０．　　ｃｏｍｐｕｔｅｖｉｓｃｏｓｉｔｙ，ｇｒａｖｉｔｙａｎｄｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅｓ
１１．　　ＩＦｐａｒｔｉｃｌｅ犻ｉｓｎｅａｒｓｕｒｆａｃｅｐａｒｔｉｃｌｅＴＨＥＮ
１２．　　　ｃｏｍｐｕｔｅｎｅａｒｓｕｒｆａｃｅｉｎｔｅｒｐａｒｔｉｃｌｅｓｆｏｒｃｅｓ
１３．　　　ｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｆｏｒｃｅｗｈｉｃｈｍｉｎｉｍｉｚｅｓｔｈｅｓｕｒｆａｃｅ

ａｒｅａ
１４．　　ＥＮＤＩＦ
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１５．　ＥＮＤＦＯＲ
１６．　ｃｏｍｐｕｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙ
１７．　ｕｐｄａｔｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓ
１８．ＥＮＤＷＨＩＬＥ

５　实验结果
为了验证本文所述方法的有效性，我们实验对

比了相同场景下Ａｋｉｎｃｉ方法等与本文方法的效果，

并采用本方法实现了逼真的多液块融合、水滴浸润、
滴水效果以及流体流动仿真效果．ＳＰＨ的光滑核半
径犺取值为３犚，犚为ＳＰＨ采样粒子的半径．对于所
有的实验，本文还融入了Ａｋｉｎｃｉ等人［３０］提出的流
固耦合方法．本文的实验平台为：（１）硬件：英特尔
Ｉｎｔｅｌｉ５４５７０Ｍ（３．２０ＧＨｚ）ＣＰＵ，８ＧＢ内存，显卡
ＧｅｆｏｒｃｅＧＴ７５５Ｍ；（２）软件：ＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏ２０１２，
Ｍｉｔｓｕｂａ，ＯｐｅｎＧＬ．表２所示为本文方法对上述场
景进行实验所得的时间性能统计．

表２　１０００帧平均时间性能统计 （单位：ｍｓ）
场景 流体粒子数（最多） 表面检测 水平集网格 表面张力 密度修正 总计

多液块融合 １５０００ ３．６９ ３３．３２ ４．３５ ６．１９ １０２．５６
水滴浸润 ５０００ １．０２ ９．２２ １．２３ １．７５ ２８．９８
滴水效果 １００００ ４．８８ ２２．５８ １．７３ ３．０８ ６２．１４

液态巧克力流经兔子 ３００００ ８．３１ ３５．５４ ３．６３ ５．３６ １２７．１５
水流冲击兔子 ４００００ １４．８２ ８６．６９ １１．１２ ２２．１６ ３３６．６１

图７为本文方法多液块的融合仿真过程．对四
团液块在失重环境下的融合过程进行了逼真的模
拟．液块相互接触吸引，在表面张力的作用下，最终
融合为一个整体，形成了一个圆球形的水珠．多团液
块在无重力的作用下最终融合形成球形水珠的变化
过程，说明了本文表面张力包括近表面作用力与近
表面最小化表面积的有效性．对于此场景，本文还分
别对ＧｈｏｓｔＳＰＨ、Ａｋｉｎｃｉ［４］方法、Ｙａｎｇ等人［２１］方法
进行了模拟．仿真过程效果与本文方法相似，无实质
不同，最终都形成了球形水珠．图８为四种方法最终
粒子分布效果图．除了ＧｈｏｓｔＳＰＨ方法外，其他三
种方法最终都形成了完美的球形水珠．说明本文方
法与Ａｋｉｎｃｉ、Ｙａｎｇ方法，在表面张力有效性方面相
同．而ＧｈｏｓｔＳＰＨ最终粒子分布不是完美的球形，
即没有实现表面积最小化．本文实现的ＧｈｏｓｔＳＰＨ

表面张力是基于颜色场的，说明基于颜色场的表面
张力效果不真实，分析其主要原因在于其易出错的
表面曲率与表面法向计算．尽管后三种方法在最终
效果上相似，但在实验过程中发现液块融合过程中
形成稳定球形水珠的速度不一致．在本文实验环境
下，仿真时间步长狋犻犿犲＿狊狋犲狆＝０．００１ｓ，Ａｋｉｎｃｉ方法
与本文方法约在８００帧左右形成稳定球形水珠，而
Ｙａｎｇ方法约在７５０帧左右形成稳定球形水珠．分析
造成此种差异的原因在于Ｙａｎｇ方法在计算粒子间
作用时所使用的核半径更大，每一粒子的作用力范
围更大．其相当于在更加全局的角度计算每一粒子
的粒子间作用力，使得整体更快地收敛到全局表面
积最小．不过虽然Ｙａｎｇ方法比Ａｋｉｎｃｉ及本文方法
收敛更快，但是在某种意义上，更大的核半径则意味
着细节方面存在一定程度的缺失．

图７　多液块融合仿真
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图８　多液块融合各方法最终粒子分布效果图

图９和图１０分别为水滴在液固、液气交界面的
动态效果仿真．图９是在地板上的水滴随粒子间作用
力强度系数犛及最小化表面积项系数γ的变化过程．
本实验中设置犛与γ相等．其中四幅子图的γ值分别
为３．５，２．５，１．０，０．５．当γ较大时，水滴呈现近球形；

随着γ的变小，水滴慢慢浸润地板．该变化过程说明
了本文方法可对具有不同属性的不同流体实现有效
的表面张力仿真．图１０是水滴聚集形成滴水效果的
仿真，其中γ＝０．４．这两个实验说明了本文方法可在
流体与固体、气体交互中产生逼真的表面张力效果．

图９　随表面张力系数变化的水滴浸润效果

图１０　滴水效果

图１１为液态巧克力（深色）流经兔子的本文方
法与ＷＣＳＰＨ、ＧｈｏｓｔＳＰＨ、Ａｋｉｎｃｉ、Ｙａｎｇ方法效果
对比．本文方法连续性更强，基本不会出现断裂现
象．而ＷＣＳＰＨ、ＧｈｏｓｔＳＰＨ、Ａｋｉｎｃｉ方法仿真效果
不真实，具有明显的断裂或粒子非物理聚集现象．断

流现象在自然界中真实存在，但该场景仿真中的
流体断裂现象则是由于仿真计算过程中的数值不
稳定所致，说明了本文方法相较于ＷＣＳＰＨ、Ｇｈｏｓｔ
ＳＰＨ、Ａｋｉｎｃｉ方法数值计算更加稳定，仿真效果更
为真实．从仿真效果看，Ｙａｎｇ方法取得了与本文方
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法相似的效果，说明了本文表面张力和密度修正方
法的有效性．图１２是该实验五种方法的计算时间对
比．从图中可见，相比较ＧｈｏｓｔＳＰＨ，本文方法不仅
耗时较少，且产生较好仿真效果．与Ａｋｉｎｃｉ方法相
比，耗时稍多，但仿真效果更好．比较Ｙａｎｇ方法，虽
然耗时有所增加，但增加有限，且取得了比Ｙａｎｇ方

法稍好的视觉效果，特别在流体细节方面．正如前
文所说，Ｙａｎｇ方法在计算粒子间作用力时使用了
更大的核半径，更大的核半径则意味着一定程度
上细节的缺失．本实验说明了本文方法在保证视
觉仿真效果的同时，一定程度上保持了较少的计算
时间．

图１１　液态巧克力流经兔子效果对比

图１２　液态巧克力流经兔子的四种仿真方法计算时间对比

２７０２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１９年

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



图１３是使用本文方法对水流冲击兔子模型进
行的仿真．通过精准地获取流体表面粒子并计算其表

面法向，本文再对ＳＰＨ流体的表面张力进行计算，
修正近表面粒子密度，获得了逼真的流体仿真效果．

图１３　水流冲击兔子效果仿真

６　结　论
借助快速精确检测流体表面粒子获得粒子法向

量，计算ｌｅｖｅｌｓｅｔ函数构建水平集网格，本文提出一
种快速逼真流体表面张力仿真方法．方法依据自由
表面的特点，结合了近表面粒子作用力与最小化表
面积模型，并对近表面粒子进行密度修正，解决了流
体自由表面数值不稳定问题，实现了精确的表面张
力计算．通过前述实验结果可知，本文在精准地检测
表面粒子及计算法向量的基础上，对自由表面进行
了更好的处理，得到更加准确的表面张力计算．在提
高不多时间复杂度的基础上，获得更加逼真的流体
仿真效果．未来工作中，在计算时间上，拟将该方法
实现ＧＰＵ计算并优化，提高运算速度；在方法上，
拟将泡沫建模仿真模块纳入本文方法中，实现快速
逼真的泡沫流体的仿真．
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