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摘　要　本文在前期量子概率神经网络（ＱＰｒＮＮ）的基础上，提出了一种物理可实现的量子神经网络，称为量子并
行神经网络（ＱＰＮＮ）．主要特点是基于量子神经元的激活机制，利用量子并行性跟踪所有网络状态来提高分类结
果．与之前的研究相比，在网络各个中间层和输入层之间添加了连接，增加了量子神经网络的非线性表达能力，所
以结构上可以向深层网络发展．由于ＱＰＮＮ独特的量子门性质，该模型在很多条件下对噪声不敏感，涵盖了相位
偏移和幅值翻转噪声．ＱＰＮＮ的另一个优势是可以作为内存使用，不但可以像经典内存一样存取数据，还可以作为
生成模型，产生新数据．在实验验证部分，本次研究选取了两个标准的例子，ＭＮＩＳＴ手写体识别和Ｃｉｆａｒ１０来验证
其测试误差．实验结果表明，ＱＰＮＮ只需采用经典神经网络３％左右的神经元资源即可超过相对应的全连接前向
神经网络．与ＱＰｒＮＮ相比，ＭＮＩＳＴ的分类测试准确率提高了０．２％；Ｃｉｆａｒ１０测试准确率提高了３％．同时，
ＭＮＩＳＴ的正确取回概率平均提高了２％．
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中图法分类号ＴＰ１８　　　犇犗犐号１０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０１９．０１２０５

犙狌犪狀狋狌犿犘犪狉犪犾犾犲犾犖犲狌狉犪犾犖犲狋狑狅狉犽
ＣＨＥＮＪｉａＬｉｎ　ＷＡＮＧＬｉｎｇＬｉ

（犛犮犺狅狅犾狅犳犕犻犮狉狅犲犾犲犮狋狉狅狀犻犮狊，犉狌犱犪狀犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犛犺犪狀犵犺犪犻　２００４３３）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｑｕａｎｔｕｍｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｓ（ＱＰｒＮＮ）ｒｅｓｅａｒｃｈ，ａｎ
ｉｍｐｒｏｖｅｄｑｕａｎｔｕｍｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｂｌｅｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ，ｎａｍｅｌｙＱｕａｎｔｕｍＰａｒａｌｌｅｌＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ
（ＱＰＮＮ）ｍｏｄｅｌｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．ＱＰＮＮｉｓａｋｉｎｄｏｆｑｕａｎｔｕｍｆｅｅｄｆｏｒｗａｒｄｎｅｕｒａｌ
ｎｅｔｗｏｒｋｓｗｈｉｃｈｉｓｃｏｍｐｏｓｅｄｏｆａｎｅｗｔｙｐｅｏｆｑｕａｎｔｕｍｎｅｕｒｏｎｓ，ｏｒｑｕｒｏｎｓ，ａｎｄｔｈｅｉｒｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓ．
Ｉｆｔｈｅｉｎｐｕｔｑｕｒｏｎ狓′ｓａｔｉｓｆｉｅｓ狓′·ω′０，ｔｈｅｎｔｈｅｏｕｔｐｕｔｑｕｒｏｎｗｉｌｌｂｅａｃｔｉｖａｔｅｄｗｉｔｈａｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ｌａｒｇｅｒｔｈａｎ０．５ａｎｄｒｅｓｔｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．Ｉｎｔｈｉｓｓｅｎｓｅ，ｑｕｒｏｎｓａｒｅｓｉｍｉｌａｒｔｏｃｌａｓｓｉｃａｌｎｅｕｒｏｎｓｂａｓｅｄｏｎ
ｔｈｅｓｉｇｍｏｉｄｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｔａｋｉｎｇａｄｖａｎｔａｇｅｏｆｑｕａｎｔｕｍｐａｒａｌｌｅｌｉｓｍ，ＱＰＮＮｃａｎｔｒａｃｅａｌｌｐｏｓｓｉｂｌｅ
ｎｅｔｗｏｒｋｓｔａｔｅｓｔｏｇｅｔｔｈｅｆｉｎａｌｏｕｔｐｕｔ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅｍｏｓｔｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇｐｏｉｎｔｓｏｆＱＰＮＮｉｓｔｈａｔｗｅ
ｃａｎｃｏｍｂｉｎｅｓｅｖｅｒａｌｂａｓｉｃｎｅｔｗｏｒｋｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓｅｖｅｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓａｔｔｈｅ
ｓａｍｅｔｉｍｅｔｏｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｒｅｓｕｌｔ．Ｔｏａｃｈｉｅｖｅｔｈｉｓｐｕｒｐｏｓｅ，ｏｎｌｙ狀ｑｕｂｉｔｓａｒｅｎｅｅｄｅｄｔｏｐｅｒｆｏｒｍ
ｑｕａｎｔｕｍｍｕｌｔｉｐｌｅｘｅｒｇａｔｅｓｔｏｃｒｅａｔｅ２狀ｓｅｐａｒａｂｌｅｎｅｔｗｏｒｋｓ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ＱＰＮＮｈａｓｕｎｉｑｕｅ
ａｄｖａｎｔａｇｅｓｏｖｅｒｃｌａｓｓｉｃａｌｆｅｅｄｆｏｒｗａｒｄｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｓ．ＣｏｍｐａｒｅｔｏｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓＱＰｒＮＮ，ｄｉｒｅｃｔ
ｌｉｎｋｓｂｅｔｗｅｅｎｅａｃｈｌａｙｅｒａｎｄｉｎｐｕｔｌａｙｅｒａｒｅａｄｄｅｄｔｏｅｎｈａｎｃｅｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｆＱＰＮＮ，ａｎｄ
ｈｅｎｃｅｃａｎｂｅｄｅｖｅｌｏｐｅｄｉｎｔｏｄｅｅｐｎｅｔｗｏｒｋｓｔｒｕｃｔｕｒｅ．Ｄｕｅｔｏｉｔｓｕｎｉｑｕｅｑｕａｎｔｕｍｎａｔｕｒｅ，ｔｈｉｓ
ｍｏｄｅｌｉｓｒｏｂｕｓｔｔｏｓｅｖｅｒａｌｑｕａｎｔｕｍｎｏｉｓｅｓｕｎｄｅｒｃｅｒｔａｉｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｓｕｃｈａｓｐｈａｓｅｆｌｉｐｃｈａｎｎｅｌ
ａｎｄｂｉｔｆｌｉｐｃｈａｎｎｅｌ，ｗｈｉｃｈｃａｎｂｅｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｉｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄｂｙｕｎｉｖｅｒｓａｌｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔｅｒｓ．
ＡｎｏｔｈｅｒａｄｖａｎｔａｇｅｉｓｔｈａｔＱＰＮＮｃａｎｂｅｕｓｅｄａｓｍｅｍｏｒｙｔｏｒｅｔｒｉｅｖｅｔｈｅｍｏｓｔｒｅｌｅｖａｎｔｄａｔａａｎｄ
ｅｖｅｎｔｏｇｅｎｅｒａｔｅｎｅｗｄａｔａ．ＤｕｒｉｎｇｔｈｅｌｅａｒｎｉｎｇｐｈａｓｅｏｆＱＰＮＮ，ｔｈｅｍｏｓｔｅｘｐｅｎｓｉｖｅｐａｒｔｉｓｔｈｅ

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



ｓｕｍｍａｔｉｏｎｏｖｅｒａｌｌｐｏｓｓｉｂｌｅｓｔａｔｅｓｏｆｔｈｅｈｉｄｄｅｎｌａｙｅｒｑｕｒｏｎｓ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｆｏｃｕｓｏｎ
ｓｔａｔｅｓｗｉｔｈｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｌａｒｇｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ，ｃｌａｓｓｉｃａｌｓａｍｐｌｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓａｒｅｕｓｅｄｔｏｓａｍｐｌｅｔｈｅｌａｙｅｒ．
Ｉｎｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ，ｔｈｉｓｓｔｒａｔｅｇｙｉｓｕｓｅｄｔｏｔｒａｄｅｏｆｆｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｌｅａｒｎｉｎｇｓｐｅｅｄａｎｄｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙ，
ｗｈｅｒｅｆｏｒａｈｉｄｄｅｎｌａｙｅｒｗｉｔｈ犿ｑｕｒｏｎｓ，ｏｎｌｙ２犿－３ｓａｍｐｌｉｎｇｓｔａｔｅｓａｒｅｎｅｅｄｅｄｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅ．
Ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅｌｙ，ｉｎａｒｅａｌｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔｅｒ（ｓｕｐｐｏｓｅｔｈｅｒｅｅｘｉｔａｒｅａｌｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔｅｒ），ｔｈｉｓ
ｃａｎｂｅｄｏｎｅｂｙｒｅｐｅａｔｅｄｌｙｍｅａｓｕｒｉｎｇｔｈｅｈｉｄｄｅｎｌａｙｅｒｓｅｖｅｒａｌｔｉｍｅｓｔｏｏｂｔａｉｎａｓｅｔｏｆｍｏｓｔｌｉｋｅｌｙ
ｌａｙｅｒｓｔａｔｅｓ．Ｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｓｓａｍｐｌｅｔｈｅｌａｙｅｒｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｏｎｌｙｉｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄｌａｙｅｒ
ａｓｔｈｅｙａｒｅｔｅｎｓｏｒｐｒｏｄｕｃｔｓｔａｔｅｓ．Ａｓａｒｅｓｕｌｔ，ｆｏｒａｄｅｅｐｅｒｎｅｔｗｏｒｋｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，ｔｈｉｓｓｔｒａｔｅｇｙｄｏｅｓ
ｎｏｔｗｏｒｋｗｅｌｌａｎｄｏｎｌｙｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔｅｒｓｐｅｒｆｏｒｍｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ．Ｆｏｒｖｅｒｉｆｙｉｎｇｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ
ＱＰＮＮ，ｗｅａｐｐｌｙｉｔｔｏｔｗｏｒｅａｌｌｉｆｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，ｉ．ｅ．ＭＮＩＳＴｈａｎｄｗｒｉｔｔｅｎｄｉｇｉｔ
ｄａｔａｂａｓｅｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎａｎｄＣｉｆａｒ１０ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ．Ｈｅｒｅ，ｉｎｂｏｔｈｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ，Ｍａｔｌａｂｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｈａｔｏｎｌｙａｂｏｕｔ３％ｎｅｕｒｏｎｒｅｓｏｕｒｃｅｓａｒｅｒｅｑｕｉｒｅｄｉｎＱＰＮＮｔｏｏｂｔａｉｎａｂｅｔｔｅｒ
ｒｅｓｕｌｔｔｈａｎｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｆｅｅｄｆｏｒｗａｒｄｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ．ＣｏｍｐａｒｅｔｏｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓＱＰｒＮＮ，ｔｈｅｔｅｓｔ
ａｃｃｕｒａｃｉｅｓｏｆＭＮＩＳＴａｎｄＣｉｆａｒ１０ａｒｅｉｍｐｒｏｖｅｄｂｙ０．２％ａｎｄ３％ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎｔｏｔｈｅ
ｒｅｓｏｕｒｃｅｓｓａｖｉｎｇ，ＱＰＮＮｃａｎａｌｓｏｂｅｕｓｅｄａｓｍｅｍｏｒｙｔｏｒｅｔｒｉｅｖｅｔｈｅｍｏｓｔｒｅｌｅｖａｎｔｄａｔａｗｈｅｒｅｔｈｅ
ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｒｅｔｒｉｅｖｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆＭＮＩＳＴｉｓｉｍｐｒｏｖｅｄｂｙ２％ｔｈａｎＱＰｒＮＮ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　Ｑｕａｎｔｕｍｎｅｕｒｏｎ（Ｑｕｒｏｎ）；ＱｕａｎｔｕｍＰａｒａｌｌｅｌＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ（ＱＰＮＮ）；ｑｕａｎｔｕｍ
ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｂｌｅ；ｆａｕｌｔｔｏｌｅｒａｎｔ；ｑｕａｎｔｕｍｍｅｍｏｒｙ

１　引　言
近年来，量子计算已经成为了信息学、计算机科

学和物理学中最前沿的交叉研究领域之一．量子计
算机的概念最早由费曼提出［１］，目的只是为了利用
量子效应来帮助研究量子力学．不过，以叠加和纠缠
为代表的量子效应，后来被发现在一些经典计算问
题中也有广阔的应用，例如大数分解［２］、数据库搜
索［３］和全局二值优化［４］等．随着量子硬件研究的不
断进步，量子计算机距离实际应用也越来越近．

然而，能体现量子计算机独一无二优势的领域
依然有限，最主要的原因在于大自然的物理法则限
制了量子计算机提供海量信息的能力．尽管狀个量
子比特理论上可以存储２狀个复数的信息，但每次访
问其结果的时候只能按照概率分布获取其中之一．
这就要求量子算法本质上必须与经典算法有明显区
别，经典算法通常是某组输入到某组输出的函数，而
量子算法需要同时考虑所有可能的输入输出组合．
至今为止，量子算法的重要成就是相比经典算法，在
寻找隐含子群的问题上提供了指数级加速的能力，
以及在数据库搜索中提供几何级加速．因此一直以
来，量子算法研究的重心就是如何在更广的应用范
围内拓展这种指数级或者几何级加速的能力．然而，

在一些其他问题，例如机器学习中，初步研究表明量
子算法具有其他优势，包括更高的分类精度、更深层
的知识挖掘［５］以及记忆容量的增加［６］等．本质上来
说，与经典的Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ概率论相比，量子概率理
论更加适合用来对人类的认知和决策进行建模［７］．

机器学习专门研究计算机怎样模拟或实现人类
大脑的学习行为，涵盖了图像识别、语音识别、语
言翻译和模式识别等［８］．在众多机器学习算法和模
型中，人工神经网络（ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ，
ＡＮＮ）占据了重要的地位．ＡＮＮ是一种简化的大脑
模型，通过模拟神经元和突触的结构来处理各种复
杂问题．一般来说，只要改变神经元的个数、突触的
连接方式以及网络的深度，ＡＮＮ就能以较高的精
度逼近任意函数．自从２０世纪中叶发明至今，ＡＮＮ
的学习性能一直在逐步提高，尤其是深度人工神经
网络已经在图像和语音等某些领域达到甚至超过了
人类水平［９］．

然而，随着大数据时代的到来以及摩尔定律的
逐步失效，寻找更好的数据处理方式已经迫在眉睫，
很多学者已经开始探索量子计算和机器学习结合的
方法［１０１１］．其中，一种简单可行的途径是利用量子效
应来加速经典算法的效率，比如犓ｍｅａｎｓ、犓近邻
和支持向量机的量子化已经取得了可观的加速［１２１４］．
然而，占据当今机器学习主导地位的神经网络却一
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直难以量子化．关键原因在于神经元激活函数是非
线性和耗散的，这和量子力学线性可逆的动力学特
征相矛盾．而这种性质的神经元是前馈神经网络
（ＦｅｅｄｆｏｒｗａｒｄＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ，ＦＦＮＮ）、循环神经
网络（ＲｅｃｒｕｉｔＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ，ＲＮＮ）等大部分神
经网络的基础．因此早期阶段，量子神经网络的研
究集中于Ｈｏｐｆｉｅｌｄ等一类基于关联内存（ａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅ
ｍｅｍｏｒｙ）而不是非线性激活函数的神经网络中［１５１６］．
关联内存可以存储狀个网络状态，然后对每个输入
数据，输出一个与输入有最短汉明距离（Ｈａｍｍｉｎｇ
ｄｉｓｔａｎｃｅ）的网络状态．事实上，很少有实际的分类问
题依赖于汉明距离，因此量子Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络的应用
价值有限．随着深度学习的兴起，基于玻尔兹曼机
（Ｂｏｌｔｚｍａｎｎｍａｃｈｉｎｅ）的神经网络开始得到关注．由
于玻尔兹曼机的基本原理基于量子统计力学，因此
对其进行量子化是最简单的选择［１７］．量子玻尔兹曼
机的成功很大程度上取决于量子退火器或者可编程
量子光学开关阵列等特殊硬件［１８２０］，因为这类量子
硬件可提供比经典计算机更快的采样速度来调节模
型参数，加速训练过程的收敛．尽管以量子玻尔兹曼
机为代表的量子神经网络被普遍认为将超越传统神
经网络，但由于特殊硬件的缺失，使得这类基于量子
退火等特殊算法的网络很难被模拟，至今也没有发
表过在标准测试集，例如ＭＮＩＳＴ等上的实验数据．

事实上，构建占据当今深度学习主流的ＣＮＮ
和ＲＮＮ等网络结构的基础仍然是ＦＦＮＮ．因此
很多研究［２１２５］尝试将ｓｉｇｍｏｉｄ等非线性激活函数
量子化，构建更一般的量子神经网络（Ｑｕａｎｔｕｍ
ＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ，ＱＮＮ）．与经典的ＡＮＮ相比，这些
ＱＮＮ在某些应用上展现出了优势，例如鸢尾花识
别［２４］和非线性函数拟合［２５］．但问题在于，这些量子
化方案都引入了非线性算符，尽管非线性量子力学
早有研究［２６］，但非线性算符是否可以量子实现仍存
在很大争议．文献［２１］提出了用量子点间相互作用
的时间演化来模拟单个神经元，但要模拟整个网络
却很困难．此外，这种量子点方案是一种特殊的依赖
硬件模型，而不是一个通用的模型．最近，文献［２７］
提出了一种基于量子门的量子感知器模型，然而，这
种感知器却不带激活函数，作者也没有给出实验数
据验证其性能．只有文献［２８］给出了一种利用量子
相位估计算法（ｑｕａｎｔｕｍｐｈａｓｅｅｓｔｉｍａｔｉａｏｎ）实现感
知器神经元的方法．显然，将经典神经元直接量子化
代价很大，而且只是用量子器件实现经典功能意义
不大．由上述文献发表情况可以看出，通用的量子神

经网络（ＱＮＮ）的研究仍然处于探索阶段，甚至连量
子神经网络的标准还是一个重要的问题［２３］．

本文中，我们将严格遵守量子计算的基本原则，
即量子酉变换和测量操作，在前期工作［２９］上做出改
进．在前期工作中，我们提出一种可在通用量子计算
机上实现的量子概率神经网络（ＱｕａｎｔｕｍＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ），为了和本文命名区别，简称ＱＰｒＮＮ．
类似于ＡＮＮ，ＱＰｒＮＮ由量子神经元，简称Ｑｕｒｏｎ，
以及神经元之间的互连构成．由于量子计算的并行
性，ＱＰｒＮＮ可以追踪所有可能的网络状态，甚至是
不同权重和结构的网络输出来提高性能．因此，相比
于经典ＦＦＮＮ，ＱＰｒＮＮ拥有独特的优势．但该模型
的不足之处在于第三层或更深层网络的激活状态
和输入无关，对问题的建模主要由第二层隐层和控
制层来决定，因此很难向深度发展．为此，本文在此
基础上进行改进，将输入层直接作用到所有隐层，
称为量子并行神经网络（ＱｕａｎｔｕｍＰａｒａｌｌｅｌＮｅｕｒａｌ
Ｎｅｔｗｏｒｋ，ＱＰａＮＮ，或直接简称为ＱＰＮＮ），为量子
神经网络向深度学习发展提供可能．

在实验部分，本文采用了两个标准的分类实验，
鸢尾花识别ＭＮＩＳＴ手写体识别①和Ｃｉｆａｒ１０分类
实验②，来进行和经典ＦＦＮＮ和ＱＰｒＮＮ的对比，展
示了ＱＰＮＮ的性能和特点．这两个实验的Ｍａｔｌａｂ
仿真显示，相比于经典ＦＦＮＮ，ＱＰＮＮ可以达到和
超过经典ＦＦＮＮ的测试精度，并且所需的神经元只
有原来的３％左右，因此在量子计算机上，这将大大
减少前向的操作数．而相比于ＱＰｒＮＮ，改进后的模
型在性能上有了小幅提高．

本文主要贡献如下：
（１）在先前的量子神经网络工作上做出了改

进，提出了一种可完全物理实现可向深度发展的量
子神经网络结构模型．

（２）利用量子并行性提高神经网络的预测性
能，并且采用标准测试集进行数值仿真，验证了量子
效应在机器学习中的作用．

（３）提出了量子记忆体的概念，初步讨论了其
在ＭＮＩＳＴ手写体识别中的应用．

本文第２节给出文中符号的规定和人工神经网
络的基本介绍；第３节给出ＱＰＮＮ的网络结构和量
子门线路图；第４节给出ＱＰＮＮ的学习算法；第５

７０２１６期 陈佳临等：量子并行神经网络

①

②

ＴｈｅＭＮＩＳＴＤＡＴＡＢＡＳＥｏｆｈａｎｄｗｒｉｔｔｅｎｄｉｇｉｔｓｗｅｂｓｉｔｅ．
ｈｔｔｐ：／／ｙａｎｎ．ｌｅｃｕｎ．ｃｏｍ／ｅｘｄｂ／ｍｎｉｓｔ／
ＴｈｅＣｉｆａｒ１０ｄａｔａｓｅｔ．ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｃｓ．ｔｏｒｏｎｔｏ．ｅｄｕ／～
ｋｒｉｚ／ｃｉｆａｒ．ｈｔｍｌ

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



节通过两个分类实验对比ＱＰＮＮ和经典ＦＦＮＮ以
及ＱＰｒＮＮ；第６节是结论．

２　预备知识

２１　符号约定
狄拉克符号，例如狓狀〉表示将样本狀制备成相

应的量子态．
本文采用张量分析中常用的符号约定来保持公

式的简洁和可读性．约定如下：狓狀犻表示样本狀的第犻
个分量；ω犻犼表示神经元犻到神经元犼的权重；输出狔狀犽
表示样本狀的输出条件概率值狆（狔狀〉＝犽〉｜狓狀），
或者简写为狆（狔狀〉＝犽〉）．张量的缩并操作采用爱
因斯坦求和约定①的一个变种，即一个表达式中凡
是在上标和下标都出现过至少一次的记号，将对该
指标在其值域内自动求和．例如：

狔＝∑
３

犻＝１
犮犻狓犻犱犻＝犮１狓１犱１＋犮２狓２犱２＋犮３狓３犱３

将简写为
狔＝犮犻狓犻犱犻．

此外，根据上下文，犳′表示函数犳对特定变量
的偏导；狓＝（狓１…狓犿）２，表示狓的犿位二进制展开，
即每个分量狓犻∈｛０，１｝．
２２　前向神经网络介绍

在ＦＦＮＮ中，前一层神经元的输出经过线性变
换输入到下一层，然后对该值做非线性变换得到
对应神经元的输出．事实上，如果没有非线性函数
（又称为激活函数），即使ＦＦＮＮ层数再多，也只是
一个线性划分分类器，用途有限．由此可知，激活函
数是ＦＦＮＮ，实际上也是大部分ＡＮＮ的关键组成
部分．一种常用的激活函数是感知函数（ｐｅｒｃｅｐｔｒｏｎ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ）

狔犼＝１， 如果狓犻ω犻犼０
－１，烅烄烆 其他 ，

其中，狔犼是第犼个神经元的输出，狓犻表示第犻个输入
神经元的值．上述函数的意义就是第犼个输出神经
元的值狔是上一层所有神经元输出的线性组合，然
后与特定的阈值０进行比较．

感知函数神经元的输出只有离散的两种值，
１和－１，尽管计算比较简单，但难以进行求导学习．
因此，为了改进这一缺陷，发展了连续型的ｓｉｇｍｏｉｄ
激活函数

狔犼＝狊犵犿（狓犻ω犻犼）＝ １
１＋犲－狓犻ω犻犼

．

Ｓｉｇｍｏｉｄ函数如图１所示，其值域狔∈（０，１）．

图１　Ｓｉｇｍｏｉｄ函数示意图

基于ｓｉｇｍｏｉｄ等非线性函数的ＦＦＮＮ被广泛运
用在各种实际问题之中，一个关键原因就是该网络
具有很强的学习能力．在机器学习里，学习的定义
是：对一个特定的任务（例如图片分类），在一个假设
集犎（例如，线性组合类）中寻找最优的元素犺∈犎，
使得该犺的损失函数值在犎的所有元素中最小．因
此，学习的第一步就是先假设犎，第二步是选择合
适的损失函数（ｌｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎ），然后求解最优化问题
得到犺．

对于很多实际应用来说，回归任务的损失函数
选择平方差函数（ｓｑｕａｒｅｄｅｒｒｏｒ），而分类会选择交
叉熵（ｃｒｏｓｓｅｎｔｒｏｐｙ），当然这并不绝对．ＦＦＮＮ的突
出优势就是模型复杂度（也就是假设集犎）足够高，
并且通过反向传播（ｂａｃｋｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ）算法能找到
比较优的犺．换句话说，ＦＦＮＮ一般总能找到合适的
权重使得输出和实际值吻合地非常好．

３　网络结构和量子门实现
由于量子力学中的状态转移算符都是线性算

符，所以量子力学是一种线性理论．并且为了保持概
率和守恒，该线性算符必须是酉算符，即犝犝＝犐．
由此可见，量子神经网络的首要难题就是如何用线
性的酉算符实现神经网络的非线性，因为非线性是
ＡＮＮ成功的关键之一．

显然，线性的量子门电路无法构造非线性算符，
除非加入非线性门．在严格的量子计算与量子信息
领域，非线性量子门只有测量算符．因此，为了部分
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地解决这一难题，我们基于测量与编码的方式引进
一类新型的量子神经元，称为Ｑｕｒｏｎ，并在此基础上
构建完整的ＱＮＮ．

Ｑｕｒｏｎ的功能如图２所示．假设第一层中每个
神经元都处于某个计算基态，那么下一层与之连接
的神经元狔将处于叠加态：
｜狔〉＝１２（１＋犻犲

犻（狓·ω＋犫））｜０〉＋１２（１－犻犲
犻（狓·ω＋犫））｜１〉

（１）
从上式可知，神经元狔处于｜０〉状态的几率为
１
２（１＋犻犲

犻（狓·ω＋犫））
２
＝１２－

１
２ｓｉｎ（狓·ω＋犫）；处于

激活｜１〉状态的几率为１
２（１－犻犲

犻（狓·ω＋犫））
２
＝１２＋

１
２ｓｉｎ（狓·ω＋犫）．如果引进向量ω′＝（犫，ω１，…，ω犱）
和狓′＝（１，狓１，…，狓犱），那么就有狓·ω＋犫＝狓′·ω′．
因此，若狓′·ω′（ｍｏｄ２π）＞０，则狔激活的概率大于
０．５，反之小于０．５．

图２　Ｑｕｒｏｎ示意图
在输入为计算基态的情况下，Ｑｕｒｏｎ可以看作是

ｓｉｇｍｏｉｄ神经元的量子化版本．假设输入并非计算基
态，即神经元｜狓〉处于叠加态，那么该层的状态是所有

狀个神经元的张量积，写为∑
２狀－１

犻＝０
犮犻｜犻〉＝｜狓０〉…

｜狓狀〉，其中｜犻〉表示２狀维Ｈｉｌｂｅｒｔ空间的第犻个计算
基态．因此，图２输入输出的联合状态将是
｜ψ〉＝∑犻犮犻｜犻〉（犳１（犱犻犼ω犼）｜１〉＋犳０（犱犻犼ω犼）｜０〉）（２）
其中，犳０（狓）＝１２（１＋犻犲

犻狓），犳１（狓）＝１２（１－犻犲
犻狓），犱犻

是行向量，其分量犱犻犼表示数字犻二进制展开的第犼
位数字．例如，因为２的二进制表示是（１０）２，所以
犱２１＝０和犱２２＝１．

上述Ｑｕｒｏｎ可以通过量子相位门来实现：假设
量子比特｜狔〉和｜狓〉分别被初始化为ｃｏｓθ２｜０〉＋

犲犻φｓｉｎθ２｜１〉（θ，φ∈ＲＲ），以及计算基态｜０〉或者｜１〉．

以｜狔〉为控制位，｜狓〉为目标位，作用下列控制相位门

犆犘（ω）＝
１０００
０１００
００１０
０００犲犻

烄

烆

烌

烎ω
，

接着再对｜狔〉施加一个犎门，记为犎狔，那么最终这
个系统的状态变为
　　犎狔犆犘ω犿（｜狔〉｜狓〉）＝
　　　　１２ｃｏｓ

θ
２＋ｓｉｎ

θ
２犲

犻（φ＋ω·狓（ ））｜０〉｜狓〉＋
１
２ｃｏｓ

θ
２－ｓｉｎ

θ
２犲

犻（φ＋ω·狓（ ））｜１〉｜狓〉．
可以看出，为了实现量子神经元方程（１），只需设定
θ＝π和φ＝π２＋犫即可．

基于上述方程，对于一个样本狓∈!

犿，如果每一
个分量都用犱个二进制来表示，那么狓可以用犿个
量子神经元来表示，每个神经元包含犱个量子比
特．如图３（ａ）所示，输入量子神经元犼与输出量子
神经元狔的权重ω犼可以用一个控制相位门犆犘（ω犼）
作用到｜狔〉＝１／槡２（｜０〉＋犻犲犻犫｜１〉）和｜狓犼〉上来实现，
然后再施加一个犎门．

图　３
若狓犿满足０＜狓犿＜１，则用犱个二进制数字来

表示它，即数值精度为２－犱．图３（ｂ）显示了作用到输
入量子神经元犿的相位门细节，即对于量子神经元
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犿的第犽个ｑｕｂｉｔ，需作用相位门犆犘（２－犽ω犿）．
我们将基于上述Ｑｕｒｏｎ构建的神经网络，称为

量子并行神经网络（简称ＱＰＮＮ）．类似于经典的马
尔科夫过程，ＱＰＮＮ也有概率转移矩阵，称为网络
层转移矩阵（ＬａｙｅｒＴｒａｎｓｉｔｉｏｎＭａｔｒｉｘ，ＬＴＭ），定义
如下：
ＬＴＭ：若第狀－１和第狀层分别含有犽狀－１和犽狀

个Ｑｕｒｏｎ，定义第狀层的ＬＴＭ是一个２犽狀－１×２犽狀矩
阵β狀，其分量（β狀）犼犻＝〈犻｜β狀｜犼〉表示第狀－１层的状态
为犼〉，第狀层的状态为犻〉的转移概率．并假定当
狀＝１时，β１是输入概率分布组成的向量．

ＬＴＭ能方便的描述Ｑｕｒｏｎ的动力学过程．例
如，图２的输出可以写为

狆（狔＝１）＝（β１）犻（β２）犻１ （３）
其中，（β１）犻＝犮犻２和（β２）犻１＝犳１（犱犻犼ω犼）２分别是第
一层和第二层的ＬＴＭ．

文献［２９］描述了一个三层全连接ＱＮＮ的前向
状态传播过程，如图４所示．该结构是经典神经网络
的直接量子化，但通过式（３）可以发现，输出对于输
入的非线性只存在于β１，即输入层向隐层的转移矩
阵之中，而β２系数则只与权重ω有关．这一不足限
制了ＱＰＮＮ向深层网络发展的潜力，因为本质上更
多层的网络等价于三层结构．为了弥补这一缺陷，本
文在此基础上，提出一种改进的结构，如图５所示．

图４　三层结构ＱＰｒＮＮ示意图

图５　ＱＰＮＮ结构意图

图５中，输入层不仅与隐层连接，与输出层也直
接连接．这一改进的目的在于使β２的矩阵元素同样
成为输入的非线性函数，同时这也使ＱＰＮＮ与经典
神经网络在本质思想上有了不同．

正如引言中所述，人工神经网络来源于对大脑
复杂化学过程的简化．主要过程是输入对象作用到
部分神经元，然后经过突触传播到更深层神经元，产
生输出．然而，若大脑神经元处于量子纠缠态，那么
对一部分神经元的作用，将通过纠缠作用到其他神
经元上．某种程度上，这一过程近似为输入直接作用
到所有神经元上．本文中，ＱＰＮＮ就是对这一过程的
建模．输入首先作用到所有层的量子神经元；其次，
不同层的量子神经元状态通过转移矩阵ＬＴＭ，向下
一层进行转移．ＱＰＮＮ的具体动力学过程如下：

首先，设第狀个训练样本为向量狓狀∈!

犱，那么
输入层第犼个神经元的状态为狓狀犼〉，犼＝１，２，…，犱．
根据式（１），可得到隐层中第犻个神经元的状态为

｜狕狀犻〉＝犳０（狓狀犼狏犼犻）｜０〉＋犳１（狓狀犼狏犼犻）｜１〉，
狏代表隐层的权重．由于隐层含有犿个Ｑｕｒｏｎ，那么

该层的状态为∑
２犿－１

犻＝０
犮狀犻犻〉＝狕狀１〉…狕狀犿〉．下一步，

输出层第犾个输出Ｑｕｒｏｎ的状态为
狔狀犾〉＝犮狀犻犳１（犿狀，犻犾）｜１〉＋犮狀犻犳０（犿狀，犻犾）｜０〉，

其中
犿狀，犻犾＝犱犻犼ω犼犾＋狓狀犼狌犼犾，

ω和狌分别代表隐层和输入到输出层的权重．对于
一个多分类问题，需要测量多个Ｑｕｒｏｎ的量子态来
表示分类结果．对于第狀个样本狓狀，测量输出层得
到结果为犽＝（犽１…犽狆）２的条件概率为

狆（狔狀＝犽｜狓狀）＝∑
２犿－１

犻＝０
（β２）狀犻（β３）狀，犻犽＝（犽１…犽狆）２

＝∑
２犿－１

犻＝０
犮狀犻∏

狆

犾＝１
犳犽犾（犿狀，犻犾）

２ （４）
其中，β２和β３是第二层（隐层）和第三层（输出层）的
ＬＴＭ．为了清晰起见，式（３）把求和变量犻的范围
写了出来，因为这表达了ＱＰＮＮ的基本思想：输出
是隐层所有２犿个可能状态的期望值．由此看出，
ＱＰＮＮ不能被经典计算机有效模拟．某种程度上，
经典神经网络的输出只是考虑了隐层的一种状态，
即所有有神经元都被激活的网络状态，而量子神经
网络则追踪了所有可能状态，并计算了它们输出的
期望值．值得注意的是，式（４）中犳犽犾（犿狀，犻犾）仍然是输
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入的非线性项，而在式（２）中这一项与输入无关，因
此相对于图４中的结构，理论上提高了建模能力，并
且因为每一层的输入都是非线性项，为深层网络发
展提供了可能性．

从上述分析可知，ＱＰＮＮ建模的本质是将输出
的条件概率分布狆（狔｜狓）分解为输出Ｑｕｒｏｎ张量积
的线性组合．类似于傅里叶级数展开，函数在越多
的基函数上的展开越逼近真实解．式（４）中每一个张
量积项∏

狆

犾＝１
犳犽犾（犿狀，犻犾）都可以认为是真实概率分布的

一个基函数．为了产生更多基函数，我们进一步利
用量子并行性，同时计算多个不同权重或结构的神
经网络．为了实现这个目的，需要利用量子多选门
（ｑｕａｎｔｕｍＭＵＸ）来选择不同的权重或者结构，如
图６所示．

图６　具有控制层的ＱＰＮＮ结构示意图
图６将整个结构划分为控制层和基本网络，

两者之间施加下列形式的量子多选门（Ｑｕａｎｔｕｍ
Ｍｕｌｔｉｐｌｅｘｅｒ，ＱＭＵＸ）

犝１

犝２

烄

烆

烌

烎狀
（５）

其中，犝犻表示实现第犻个网络的算符．因此控制层中

的狀个Ｑｕｒｏｎ就可以实现２ｎ个不同权重或结构的
基本网络．此外，为了提高分类性能，在每个基本网
络的输出端可以施加２ｎ个不同的量子门｛犘（犻），犻＝
１，…，２狀｝．

定义．犘称为输出变换门，ＯｕｔｐｕｔＴｒａｎｓｆｏｒ
ｍａｔｉｏｎＧａｔｅ，简称ＯＴＧ．

一个完整结构的ＱＰＮＮ的输出可以表示如下：
犢狀
犽＝γ狀犻狔（犻）狀

犼犘（犻）犼
犽，犻＝１，２，…，２狀 （６）

犻表示第犻个基本网络，γ狀犻表示控制层处于基态犻〉
的概率，即γ狀犻＝狆（γ狀〉＝犻〉），狔（犻）〉和犘（犻）分别是
第犻个基本网络的输出和ＯＴＧ．

图７实现了一个完整的三层ＱＰＮＮ，其中φ〉
表示控制层的Ｑｕｒｏｎ；｜狔〉，｜狕〉和｜狓〉分别是图５中
输出层、隐层和输入层的Ｑｕｒｏｎ．其中，隐层和输出
层的每个Ｑｕｒｏｎ都由一个量子比特构成，初始化为
１／槡２（｜０〉＋犻犲犻犫｜１〉）的形式，犫是待定参数由训练得
到．网络中的其他参数也都由训练来确定．此外，
控制层量子神经元状态φ〉可以固定或者由输入
决定，图中显示的是固定状态的控制层．为了实现
式（４）中的ＱＭＵＸ，需要将不同的相位门作用到对
应量子神经元上．具体来说，就是要实现下列两种形
式的ＱＭＵＸ

犆犘（ω（１）犻）

犆犘（ω（２狀）

犻

烄

烆

烌

烎）
（７）

犘（１）


犘（２狀

烄

烆

烌

烎）
（８）

图７　三层ＱＰＮＮ的量子线路图
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在上述两种以φ〉为控制比特的ＱＭＵＸ中，第
一种作用在隐层和输入层上，实现不同权重连接的
功能，ω（犼）表示第犼个子网络的权重；第二种作用在
输出层上，进行输出变换，犘（犼）表示第犼个子网络的
输出变换矩阵．最后，在计算基态下测量输出层得到
分类结果．由于量子测量的随机性，上图所示的过程
应该重复多次，然后选择最有可能的测量值作为分
类结果．对于ＱＰＮＮ中所需量子门的物理实现细节
可参考文献［２９］第４节．

现实中，任何量子门电路的物理实现都不可避
免的会引入环境噪声，这里简单分析下ＱＰＮＮ对于
噪声影响的敏感度．从方程（３）可以看出，如果上一
层的状态经受了相位错误犚狕（θ），那么β２和β３都
将保持不变，因此对相位错误免疫．其次，在与输
出神经元作用后，任何输入神经元上的犡翻转都不
会影响到测量结果，因为β２和β３的上下标犻同时进
行了改变，所以不影响最后的求和结果．实际上，只
有去极化通道（ｄｅｐｏｌａｒｉｚｉｎｇｃｈａｎｎｅｌ）和幅值衰减
（ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄａｍｐｉｎｇ）才会在任何时间影响测量．因
此，可以认为ＱＰＮＮ是一种容错的量子网络结构，
对于很多噪声都有鲁棒性．

ＱＰＮＮ的另一大优势是可以用作记忆体．记忆
是指信息被编码、存储和取回的过程．正如前文所
述，ＱＰＮＮ为了输入样本数据，需要把经典数据储
存为二进制的基态形式．这个策略的代价是需要运
用和经典比特一样多的量子比特数目，但是，利用量
子比特的叠加态性质，我们可以同时将所有的样本存
为一个叠加态．具体来说，对狀个样本狓１，狓２，…，狓狀，
输入层可以初始化为下述状态

｜狓〉＝∑
狀

犻＝１

１
槡狀狓

犻〉，

对所有隐层Ｑｕｒｏｎ求偏迹，那么系统的约化密度算
符为〉〈，其中〉的形式如下：

ρ＝１槡狀∑犻，犼狆犼犻狓犻狔犼〉 （９）

狆犼犻表示第犻个输入样本输出是犼的概率．从上式可
知，为了取回特定类型的数据，我们只需对输出层进
行测量，例如测量结果为犼，那么再对输入层进行测
量，其结果将大概率的坍缩到标签为犼的样本上．此
外，利用量子幅值放大算法，为了得到概率为１／狀的
标签，只需试验犗（槡狀）次即可．

更一般的，若输入层所有ｑｕｂｉｔ都初始化为均
衡叠加态＋〉＝１／槡２（｜０〉＋｜１〉）．在这种情况下，
输入层的状态将是所有可能样本的均衡叠加态，这
一数目是如此之大以至于任何超级计算机都不可能

进行模拟．但是ＱＰＮＮ仍然可以对这样一个状态进
行处理，其输出就是所有可能样本的分类结果．这
样，按照式（８），对一个特定的标签，ＱＰＮＮ很可能
产生一个新的输入值，即新的样本．换句话说，
ＱＰＮＮ可以产生新的数据，是一种生成模型．

４　学习算法
在神经网络领域，学习算法的目的是在参数空

间内寻找到一组合适的参数（权重）使得输出的结果
最接近正确值．那么在ＱＰＮＮ中，学习过程就是寻
找合适的权重使得正确结果的概率最大化．为了实
现这个目的，通常是先选定一个损失函数犔狀（ω），然
后运用梯度下降方法来最小化该函数．

梯度下降是一个经典的迭代算法．主要步骤
如下：

１．设定ω的初始值，例如ω（１）＝０；
２．计算梯度ω犔狀；
３．更新ω（狋＋１）＝ω（狋）－λω犔狀，λ是学习速率．

这样在迭代狀次以后，得到了最终的权值向量ω（狀）．
由此可见，学习算法中计算量最大的就是第二步计
算梯度ω犔狀．本节将叙述如何用反向传播的方法计
算每一层的梯度．为了描述方便，符号狔狀犽表示输出
层状态为犽〉的概率，即犘（狔狀〉＝犽〉）．

首先，计算输出层权重ω．将式（４）重写为如下
形式：

狔狀犽＝（β２）狀犻（β３）狀，犻犽．
一般来说，对一个具有狆个Ｑｕｒｏｎ的层来说，该层
ＬＴＭ的分量β狀，犻犽＝∏

狆

犾＝１
犳犽犾（犿狀，犻犾），满足犽＝（犽狆…犽１）２．

若定义犿狀，犻犾为Ｑｕｒｏｎ犾的预激活值（ｐｒｅａｃｔｉｖａｔｉｏｎ
ｖａｌｕｅ），则β狀，犻犽的偏导为：

β狀，犻犽
（犿狀，犻犾）

＝（－１）
犽犾＋１

２ ｃｏｓ（犿狀，犻犾）∏犾′≠犾犳犽犾′（犿狀
，犻
犾′）．

因此，若设犔狀是狓狀的损失函数，则ω的梯度为：
ω犼犔狀＝∑犽

犔狀
狔狀犽

狔狀犽
ω犼＝∑犽犲狀犽（β′３）狀，犻犽，犼（β２）狀犻犱Ｔ

犻，

其中，犱Ｔ犻是犱犻的转置，犲狀犽＝犔
狀

狔狀犽以及（β′３）
狀，犻
犽，犼＝（β３）狀，犻犽／

（犿狀，犻犾）．
下一步，在输出层的基础上计算隐层权重：

狏犼犔狀＝∑犽，犻犔
狀

狔狀犽
狔狀犽
（β２）狀犻

（β２）狀犻
狏犼

＝∑犽犲狀犽（β３）狀，犻犽（β′２）狀犻，犼狓Ｔ狀．
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可以看出，下一层输出犽〉的误差犲狀犽通过乘以（β３）狀，犻犽
反向传播回了上一层，作为了当前层的误差项，这是
因为β３是上一层到输出的概率传输矩阵．因此，为
了写出梯度的一般式，这里我们定义对于第一层，即
输入层，犱（１）

犻＝狓犻以及β１＝１．这样，第犿层的梯度可
以写成如下形式：
　　ω（犿）犼犔狀＝∑犽犲（犿）狀犽（β′犿）狀，犻犽，犼（β^犿－１）狀犻犱（犿－１）Ｔ

犻 （１０）
其中，犲（犿）狀犽表示第犿层的误差中由下一层误差犲狀犽反
向传播过来的部分以及

β^犿－１＝∏
犿－１

犿′＝１
β犿′

表示从输入到犿－１层的ＬＴＭ．
从式（１０）可以看出，梯度的计算涉及到对当前

层所有可能的层状态犻求和，是该层神经元个数的
指数级规模．也就是说，若该层有狀个Ｑｕｒｏｎ，则需
累加２狀项．因此，加速ＱＰＮＮ学习过程的一个关键
是减少层状态的有效个数．式（４）显示，若一个状态
的转移概率，例如（β３）狀，犻犽很小，那么其对最后结果的
贡献可以忽略不计，所以，原则上我们可以只计算
那些相对概率较大的状态即可．在经典计算机的模
拟上，这可以通过数值采样来做到．在下一节的两个
实验中，这一策略被用来降低运行复杂度．具体来
说，对一个含有犿个Ｑｕｒｏｎ的层来说，我们采样
２犿－３次，然后计算其和作为式（１０）的梯度的近似．

而在量子计算机上（假设我们有真正的量子计
算机），这一加速过程就是要对当前层进行反复的测
量，因为其测量结果就是相对概率较大的状态．实际
上，经典计算机上的采样方法只适合于很少网络层
的结构，因为只有第二层的状态是每个Ｑｕｒｏｎ的张
量积，所以可以分别对Ｑｕｒｏｎ进行数值采样．而更
深网络层的状态并不满足这一条件，所以无法通过
只对每个Ｑｕｒｏｎ进行０１采样得到最后结果，只有
量子计算机才能克服这一困难．

５　数值实验
在机器学习中，衡量一个模型的真实误差可以

分为两部分：训练误差和测试误差．一个好的模型
往往就是这两种误差间的一个权衡．在文献［２９］中，
我们用Ｍａｔｌａｂ仿真的方式验证了ＱＰｒＮＮ和经典
ＦＦＮＮ的性能对比．从实验结果可以得知，由于
ＱＰＮＮ的本质是通过三角函数来逼近目标函数，而
三角函数存在周期性，所以误差会表现出一定的波

动性．但随着梯度的不断下降以及学习速率的下降，
这一波动性也将越来越弱，最终趋于平稳．

本文中，由于ＱＰＮＮ改进了原有的网络结构，
使其理论上可以往深度学习方向发展．但正如上一
节结尾所述，由于还没有量子计算机，所以训练一个
深度的量子网络很困难．例如，训练含有两个隐层，
每个隐层含有１０个Ｑｕｒｏｎ的ＱＰＮＮ，则需计算２２０
个状态的梯度下降，这对经典计算架构提出了很大
的挑战．因此，为了更简单的反映ＱＰＮＮ和ＱＰｒＮＮ
的性能差别，本文仍将采用文献［２９］相同的网络结
构，通过ＭＮＩＳＴ和Ｃｉｆａｒ１０两个标准测试集来对
比ＱＰＮＮ、ＱＰｒＮＮ以及经典ＦＦＮＮ的测试误差．

（１）ＭＮＩＳＴ手写体识别
ＭＮＩＳＴ数据集包含了０～９这十种类别的例

子，事实上，这个简单的图像分类例子可能是模式
识别领域最著名的实验用例，类似于果蝇在生物实
验中的地位．无论多么复杂的神经网络，ＭＮＩＳＴ都
能体现出其特别的一面．所以我们通过这个实验来
验证ＱＰＮＮ的测试误差．标准的ＭＮＩＳＴ数据集包
含６００００个训练样本和１００００个测试样本，每个样
本都是一个２８×２８的归一化灰度图．

为ＭＮＩＳＴ所设计的ＱＰＮＮ整体结构如图８
所示．

图８　ＱＰＮＮ结构图

其结构主要包含以下特点：
①基本网络．三层结构，输入层７８４个Ｑｕｒｏｎ，

隐层１０个Ｑｕｒｏｎ，输出层４个Ｑｕｒｏｎ．每个输入
Ｑｕｒｏｎ包含１０个ｑｕｂｉｔ，因此每个样本的数值精度
为２－１０．输出最多可以有２４＝１６类，取其中的１０类
作为结果．

②控制层．包含５个Ｑｕｒｏｎ，每个Ｑｕｒｏｎ都是
１位ｑｕｂｉｔ，与输入层进行全连接．因此可以生成
３２个不同权重的基本网络．

③输出层．输出转移矩阵是３２个随机选定的
１６×１６置换矩阵，用符号犘（犻），犻＝１，…，３２来表示．
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图９显示了不同个数基本网络在训练５０遍以
后的测试误差，可以看出在只有一个基本网络的时
候，误差约为１１％，而随着网络数的递增，３２个基本
网络同时存在的情况下可以将误差缩小到２％左
右．不过随着网络数目的递增，误差减小幅度将会越
来越少，因此在权衡训练时间后，我们的基本网络数
目最终选择了３２．

图９　不同数量基本网络的训练误差对比图（ＢＮ是基本网
络的缩写）

此外，ＱＰＮＮ输出的概率值可以作为下一个分
类器的输入．例如，我们可以将３个最高概率值作为
可能的类别，然后进行进一步处理．数值实验显示，
如果采用这样的策略，在ＱＰＮＮ输出这一层的测试
正确率将达到９９．７％．当然，如何进一步处理已经
超出了本次研究的范围．表１列出了实验结果对比．
其中，ＱＰＮＮ的错误概率为２．１１％，相比ＱＰｒＮＮ
有了小幅的提高，同时也高于很多全连接的ＦＦＮＮ，
但是落后于一些运用了额外策略的ＦＦＮＮ（例如
ｅｌａｓｔｉｃｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ等数据处理方法）．

表１　犕犖犐犛犜的实验结果对比
神经网络 测试错误率／％

３ｌａｙｅｒＦＦＮＮ，１０００ｈｉｄｄｅｎｎｅｕｒｏｎｓ ４．５　
４ｌａｙｅｒＦＦＮＮ，５００＋１５０ｈｉｄｄｅｎｎｅｕｒｏｎｓ ２．９５
４ｌａｙｅｒＦＦＮＮ，５００＋１５０ｈｉｄｄｅｎ
ｌａｙｅｒｎｅｕｒｏｎｓ［ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ］ ２．４５

ＦＦＮＮ，７８４５００５００２０００３０＋
ｎｅａｒｅｓｔｎｅｉｇｈｂｏｒ，ＲＢＭ＋ＮＣＡ
ｔｒａｉｎｉｎｇ［ｎｏｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ］

１．０　

７ｌａｙｅｒＦＦＮＮ７８４２５００２０００
１５００１０００５００１０（ｏｎＧＰＵ）
［ｅｌａｓｔｉｃｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ］

０．３５

ＱＰｒＮＮ１０ｈｉｄｄｅｎ，５ｓｅｌｅｃｔｑｕｒｏｎｓ ２．３８
３ｌａｙｅｒＱＰＮＮ（本文），１０ｈｉｄｄｅｎ，
５ｓｅｌｅｃｔｑｕｒｏｎｓ ２．１１

由于这些策略不属于全连接神经网络结构的研究范
畴，所以结果不具有可比性．从表格中也可以看出
ＱＰＮＮ的一大优势就是神经元个数的大量减少，即
只需１０个隐层神经元和５个控制层神经元．

值得注意的是，训练很多相同结构子网络的策
略在经典ＦＦＮＮ中并不可行，因为即使运用ＯＴＧ
置换了样本的输出顺序，训练后的权重也只是空间
上的变换．那为什么在ＱＰＮＮ中，ＯＴＧ能提高准确
率？一般说来，分类的目的就是找到样本之间的差
异．在经典的ＦＦＮＮ中，样本的标记并不重要．换句
话说，如果将原来标记为１的样本Ａ现在标记为４，
样本Ｂ仍然为３，那么在ＦＦＮＮ中的改变只是将输
出神经元１的权重和神经元４的权重相互交换，识
别率不会有变化．但是在ＱＰＮＮ中，假设样本Ａ和
Ｂ的标记分别为其二进制形式０００１〉和００１１〉，即
第三个输出神经元不同．但是当我们把Ａ标记为
０１００〉后，Ａ和Ｂ将相差三个输出神经元，所以神
经网络中的权重将会发生很大变化．因此，通过在
［１，２，…，１６］中随机选择１０个数字赋予训练样本，
我们将训练出同一种网络结构下的不同权重．一般
来说，不同权重代表了训练样本的不同的特征，因此
对子网络输出概率的线性叠加（凸组合）会给出比单
个网络更好的结果，这就解释了图９的结果．

因此在训练过程中，我们随机选择了３２个
１６×１６的置换矩阵狆（１），…，狆（３２）对训练样本的输出
进行置换．具体置换规则是在第犻个子网络中，样本
狓犼的输出变为狔犼（狆（犻））Ｔ．而在输出端，ＱＰＮＮ的输
出为

犢狀犽＝γ狀犻狔（犻）狀
犼狆（犻）犼

犽，犻＝１，２，…，３２，
其中，γ狀犻表示控制层处于犻〉的概率，狔犻是第犻个子
网络的输出矩阵．所以最终，各个子网络中被打乱的
标签又重新被置换回到了正确的顺序．

根据式（４），ＱＰＮＮ中每个基本网络的输出狔狀犽＝
（β２）狀犻（β３）狀，犻犽，由于三维向量β３的存在，使整个训练
集上的网络输出无法写成单一的矩阵乘形式．与
ＱＰｒＮＮ相比，这一变化使其在经典计算机上的训
练时间成倍增加，表２显示了ＱＰＮＮ、ＱＰｒＮＮ以及
经典ＦＦＮＮ的训练时间对比．

表２　犕犖犐犛犜的训练时间对比
神经网络 每个ｅｐｏｃｈ耗时／ｓ

３ｌａｙｅｒＦＦＮＮ，５００ｈｉｄｄｅｎｎｅｕｒｏｎｓ 　１
３ｌａｙｅｒＱＰｒＮＮ，１５ｈｉｄｄｅｎｑｕｒｏｎｓ １１０
３ｌａｙｅｒＱＰＮＮ，１５ｈｉｄｄｅｎｑｕｒｏｎｓ ９１０
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其中，每个ｅｐｏｃｈ为６００个样本，硬件环境为
ＩｎｔｅｌＥ５２６２０＋ＴｉｔｉａｎＸＰ，软件为Ｍａｔｌａｂ２０１６ｂ．

需要说明的是，尽管结果不是最优，但为了大幅
减少训练时间，ＱＰＮＮ的训练可以在ＱＰｒＮＮ的基
础上进行，即先充分训练ＱＰｒＮＮ，然后固定已有参
数，最后只对输入和输出间直接连接的权重进行训
练．本文的两个实验都采用了这种训练策略，因为除
了训练时间上的考虑，我们还发现ＱＰＮＮ对超参数
比较敏感，因此这样能降低训练结果的不确定性．

（２）Ｃｉｆａｒ１０测试
Ｃｉｆａｒ１０由６００００张３２×３２的ＲＧＢ彩色图片

构成，共１０个分类，包含５００００张训练图片和１００００
张测试图片．从图１０可以看出这个数据集中含有
大量特征和噪声，且识别物体的比例不一．因而，
Ｃｉｆａｒ１０相对于ＭＮＩＳＴ等传统图像识别数据集，具
有相当的挑战性．

图１０　Ｃｉｆａｒ１０数据集示意图

本实验中，输入样本为原始的３２×３２×３图片
并且没有经过任何预处理，即３０７２维的输入向量．
实验采用的ＱＰＮＮ结构和上一节ＭＮＩＳＴ完全相
同，即５个控制量子神经元，１０个隐藏层量子神经
元，以及４个输出量子神经元．从表３可以看出，经
典的两层ＦＦＮＮ结构，错误率在５５．６％～５８％，而
ＱＰＮＮ错误为４９．３％．当然，受限于现有的硬件条
件和软件算法（训练１个ｅｐｏｃｈ耗时２０ｍｉｎ），本文
没有探索更多量子神经元的全连接结构．但由于Ｃｉ
ｆａｒ相对复杂的特征，使得无论是经典还是量子全连
接神经网络都很难对其进行有效分类．一个通用的
解决方法是参考ＣＮＮ，将全连接变为部分共享连
接，对原始图片的每个子块进行运算．事实上，全连
接神经网络是很多其他变种，如ＣＮＮ或ＲｅｓＮｅｔ等
的基础，而本文的目的是量子化全连接神经网络，因
此上述解决方法并不在考察之列．

表３　犆犻犳犪狉１０的实验结果对比
神经网络 测试错误率／％

３ｌａｙｅｒＦＦＮＮ，３００ｈｉｄｄｅｎｎｅｕｒｏｎｓ ５８　
３ｌａｙｅｒＦＦＮＮ，５００ｈｉｄｄｅｎｎｅｕｒｏｎｓ ５５．６
３ｌａｙｅｒＱＰｒＮＮ，１０ｈｉｄｄｅｎＱｕｒｏｎｓ，
５ｓｅｌｅｃｔＱｕｒｏｎｓ ５２．８
３ｌａｙｅｒＱＰＮＮ（本文），１０ｈｉｄｄｅｎＱｕｒｏｎｓ，
５ｓｅｌｅｃｔＱｕｒｏｎｓ ４９．３

从上述两个实验可以看出，ＱＰＮＮ作为ＦＦＮＮ
的量子化版本，相比于ＦＦＮＮ首先性能相等甚至更
优；其次，神经元个数大幅减少，导致的结果就是在
量子计算机上前向所需的计算操作数也大幅减少．
具体来说在ＭＮＩＳＴ和Ｃｉｆａｒ１０中，每个基本网络
含有１０个隐藏量子神经元和４个输出量子神经元，
那么其参数个数为７８４×１０＋７８４×４＋１０×４＝
１１０１６，即需要１１０１６个ＱＭＵＸ５相位门，因为一
共有２５＝３２个基本网络．而含有５００个隐藏神经元
的经典ＦＦＮＮ需要７８４×５００＋５００×１０＝３９７０００
个参数，约需要３９７０００个乘加计算和５１０个激活函
数计算．当然，ＱＰＮＮ的实际运行时间，即产生ＱＭＵＸ
门的代价，取决于未来量子计算机的具体结构．

另一个优势是ＱＰＮＮ可以作为概率型内存使
用．在ＭＮＩＳＴ实验里，如果输入态制备为所有样本
的叠加态，即ψ〉＝∑

狀

犻＝１
狓犻〉，那么输出将是所有样本

输出概率值的叠加态．即在输出为犼的情况下，得到第
犻个样本的概率为狆犼犻／狀．因此，通过计算所有样本的
取回概率，表４列出了ＭＮＩＳＴ在１０个标签下的每一
类样本成功取回的概率，其平均成功概率为４６．３７％，
超过了文献［２９］中的４４．７％，基本相当．换句话说，
假设输出测量结果为犼，那么平均每２．２次测量输出
可以取回属于第犼类的一个样本．此外，若输入叠加
态受到某些随机噪声的影响，那么取回的将可能是一
个全新的犼类样本．从这种意义上来讲，量子噪声对
分类问题有可利用价值．但由于还没有真正的量子
计算机，所以该效应的量化还有待进一步研究．

表４　犕犖犐犛犜实验中成功取回样本的概率
标签 取回概率（％）
０ ５１．６
１ ５３．２
２ ４３．７
３ ４３．９
４ ４８．１
５ ４２．３
６ ４８．０
７ ４４．９
８ ４７．２
９ ４０．８
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６　总　结
由于机器学习，尤其是神经网络涉及到许多高

维张量运算，而量子计算就是基于张量运算，因此量
子神经网络很可能具有特殊优势．本文提出的量子并
行神经网络ＱＰＮＮ就证实了这一观点．具体来说，
ＱＰＮＮ的特点有：（１）将经典神经元的激活方式与
量子力学基本原理相结合，运用量子并行性原理，同
时计算多个不同的神经网络；（２）改进了网络连接
结构，可以向深度网络发展；（３）简单和规整的量子
门电路实现，可以容错的进行物理实现．文中用了两
个标准的分类实验：ＭＮＩＳＴ手写体识别和Ｃｉｆａｒ１０
来对其性能进行验证．实验表明，在相同甚至更好的
分类精度下，量子神经网络在预测时所需的计算资
源只有经典ＦＦＮＮ的３％左右（ＭＮＩＳＴ中隐层神经
元个数比为１５∶６５０，Ｃｉｆａｒ１０中为１５∶５００），揭示了
了量子神经网络的独特优势．

尽管ＱＰＮＮ有着上述优势，但现在通用量子计
算机还没有面市，有必要对其学习算法进行更大优
化．由于学习过程中，ＱＰＮＮ需要考虑每一个隐层
的指数多个状态，所以下一步要研究更好的采样算
法对深层量子网络进行采样，加速学习过程的收敛
速度．
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