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基于非凸的全变分和低秩混合正则化的图像去模
糊模型和算法

孙 涛 李东升
（国防科技大学计算机学院 长沙 410073）

摘 要 非盲图像去模糊问题是从已知核的带噪声的线性卷积变换中恢复原始图像 . 如果噪声是满足高斯分布

的，则可以直接使用最小二乘求解 . 然而在大多数情况下，去模糊问题都是高度病态的，直接求解无法做到 . 因此，

通常的做法是通过抽取原始图像的已知统计先验信息进行正则化来帮助求解问题 . 两种常用的正则化是低秩和全

变分 . 早期的相关工作单独使用这两种正则化 . 直到几年前，人们才考虑将这两种正则化结合起来 . 已有的结果表

明，混合正则化模型比单一模型具有更好的性能 . 然而，目前的混合正则化方法只是采用凸方法，非凸的工作仍然

是空白的 . 考虑到非凸正则化在很多种情况下都比凸正则化的效果要好，因此本文使用L1/2范数和Schatten⁃1/2范
数提出了一种新的非凸混合模型 . 我们使用这两个非凸函数，因为它们的近端算子很容易计算 . 这种非凸混合正则

化模型本质上是一个非凸线性约束问题，可以通过交替方向乘子法求解 . 然而，非凸性使得交替方向乘子法收敛十

分困难 . 因此，我们转向求解原问题的惩罚问题 . 将交替最小化方法应用于惩罚问题就可以得到提出的算法，其中

每个子步骤只涉及非常简单的计算 . 由于惩罚参数很大时，交替极小化算法速度会很慢，为了加速算法，针对惩罚

参数我们使用了预热技术，即选取很小的初值但是在迭代过程中不断将参数增大 . 我们证明了该算法的收敛性 . 数
值实验验证了本文提出的模型和算法的有效性 . 在非常温和的假设下，我们证明了算法的收敛性 . 数值实验验证了

本文提出的模型和算法的有效性 .
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Abstract Non-blind image deblurring aims to reconstruct the original image for noised linear
convolution transform with some known kernel. If the noise is Gaussian， one might use the least
square minimization with the observed image and the kernel for this task. However，in most cases，
the convolution operator makes the problem very ill-posed and hard to solve directly. To this end，
regularizations，which are recruited to characterize known statistical priors about the original images，
are then developed to help. Among them， two frequently used ones are the low-rank and total-
variation regularizations. The earlier related works employed them separately，that is，just using one
of them，not both. Until several years ago，people have considered combing these two regularizations
together. Existing results show that the hybrid regularized model performs much better than the single
one. However， the current composite regularization just uses the convex methodology. The
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nonconvex implementations are still missing. Considering nonconvex regularizations can beat convex
ones in various cases，in this paper，we propose a novel nonconvex hybrid model in which，the L1/2
and Schatten-1/2 norms are used. We use these two nonconvex functions due to that their proximal
maps are easy to calculate even without convexity. Both L1/2 and Schatten-1/2 norms enjoy closed-
form proximal maps. The proposed nonconvex hybrid regularized model is naturally a nonconvex
linearly constrained problem which can be solved by the alternating directions of multipliers.
However， the nonconvexity breaks the theoretical guarantees. Thus，we turn to solve the penalty
problem rather than the original form. The alternating minimization method applied to the penalty then
yields the proposed algorithm，in which，each substep just involves very simple computations. In our
algorithm， an important parameter is the penalty parameter. If it is infinity， the penalty is then
identical to the original problem. But the large penalty parameter will make the algorithm iterate
slowly. Thus， to improve the speed and narrow the penalty problem and the original one， for the
penalty parameter， we use a warm-up technique， that is， increasing the penalty parameter in the
iterations. The convergence of the algorithm is proved under very mild assumptions，which can be
easily satisfied in applications. The numerical experiments are conducted on six natural test images.
The performance of the proposed algorithm verifies the convergence theory. Comparisons with other
algorithms demonstrate the efficiency of our algorithm.

Keywords low-rank；total variation；image deblurring；nonconvex model；alternating minimization

1 引 言

非盲的图像去模糊是图像处理领域中，尤其是

自然图像处理中一类常见的问题 . 从数学角度该问

题可以表示为：给定一个图像 f * ∈ ℝn× n和已知的模

糊算子 B，在观测到模糊且噪声污染的图像 e=
B ( f *)+ b后，通过数值算法有效地重构原始图像

f *. 上式中 b表示观测过程中的噪声，一般问题都假

设噪声是满足高斯分布的 . 在本文中，我们也遵循

这样的假设 . 该问题本质上是一个逆问题，最为直

观的解决办法是最小二乘回归，也就是直接求解

min f‖B ( f )- e‖2. 当然如果噪声不是满足高斯分布

的，需要其他的回归方法，例如如果噪声是脉冲的，

我们需要用鲁棒回归方法［19⁃20］，即极小化‖B ( f )-
e‖1. 但是由于模糊算子B是病态的，对于高斯白噪

声通过直接的最小二乘往往会得到无数个解，而这

些解和 f *都相差很远 . 因此需要通过对最小二乘问

题加以正则化，即增加一项关于 f *的特征约束 . 由
于图像自身的特征，人们普遍采用两种常见通用的

正则化方法：低秩正则化［1］和全变分正则化［2］. 这两

种方法是基于自然图像的两种不同的基本特征 . 在
本文的第二章节，我们将详细地介绍这两种正则化

以及它们的混合正则化 .

由于混合正则化结合了两种正则化的性质，所

以其效果往往会好于单个特征正则化的效果 . 但是

现有的关于混合正则化的工作都只是停留在了凸方

法的建模，混合正则化的发展也仅仅是使用了L1范
数和核范数 . 因此本文考虑非凸的低秩和全变分

混合正则化模型 . 这是因为虽然 L1范数和核范数

可以诱导稀疏和低秩特征，但是他们毕竟是零范数

和秩范数的较为粗糙的近似 . 而且已有的结果也

表明非凸函数相对于凸函数对于去模糊和低秩恢

复的问题具有一定的优势［3⁃4］. 所以我们考虑使用

L1/2范数和Schatten⁃1/2范数正则化的非凸模型，以

得到更好的去模糊效果 . 我们给出该非凸模型的

求解算法及其算法的收敛性分析，我们也给出了在

测试图像上新算法的数值结果以验证所提算法的有

效性 .

2 相关工作

由于相关工作有数学描述，因此在开始介绍相

关工作之前，我们给出一些必要的数学符号 . 令
X=( Xi，j)∈ℝm× n，本文中 X 代表向量和矩阵的二

范数或者 Frobenius范数，即‖X‖：= ∑
i=1

m

∑
j=1

n

X 2
i，j .

‖⋅‖1 代表向量和矩阵的一范数，即 ‖X‖1：=
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∑
i=1

m

∑
j=1

n

| Xi，j|，而 L1/2 范 数 的 定 义 为 ‖X‖1
2
：=

(∑
i=1

m

∑
j=1

n

| Xi，j|
1
2 )2， X 的 Schatten ⁃ 1/2 范数定义为

∑
i

σi ( X )，其中 σi ( X )代表矩阵X的第 i个最大的

特征值 . 符号 ∘代表矩阵元素相乘，即 (A ∘B ) i，j=
Ai，j ⋅Bi，j. 对于复数矩阵X，X *代表X的共轭装置矩

阵 . 对 r>0，定义算子 S r 为 r ⋅ 的近似点算子，

S r ( t )∈ argminm { r |m| + 1
2 (m- t )

2 }. 若 X 为 向

量或矩阵，S r即为作用到向量或矩阵的每个元素 .
Lu 等 在 ［10］ 中 证 明 了 以 下 结 论

Udiag [S r ( σi ( X ) ) ]V ∈argminY { r∑
i

σi (Y ) +

1
2‖Y-X‖

2}，其中U，V是 X的 SVD分解的正交

矩阵 .
在低秩正则化部分，我们将给出直观的例子（自

然图像的奇异值分布）来解释低秩正则化相关工作

的合理性 . 因此，我们选取了图像处理领域的六张

代表性测试图片，这些图片也将用于我们的实验 .
这六张测试图片（如图 1所示）依次为：“Lena”、

“Barbara”、“Man”、“Cameraman”、“House”和

“Pepper”.
2. 1 低秩正则化

虽然自然图像本身往往都不是低秩的，但是一

般都是主成分占优的 . 也就是说在一般情况下，对

于一个自然图像 f，存在一个低秩矩阵 f ̂使得‖f -
f‖̂比较小 . 一种常见的获得 f ̂的办法就是直接对 f
做SVD分解，然后取较大的奇异值对应的部分 . 对
于图 1中的六张图像，图 2给出其奇异值分布，可以

看到这些图像的奇异值下降地都很快 .
低秩正则化正是利用了这一特性，最开始求解

的问题数学表达式为

min f{ 12‖B ( f )- e‖2+ λ ⋅ rank ( f )}， （1）

其中 λ>0是参数 . 低秩性本质上是矩阵在谱域上

的稀疏，而矩阵的秩也可以看做是谱域上的零范

数 . 受压缩感知中的凸松弛方法启发，人们也考虑

问题（1）的凸近似模型，其数学表达式为

min f{ 12‖B ( f )- e‖2+ λ‖f‖*}， （2）

而‖f‖*则表示 f的核范数，也就是 f所有奇异值之

和 . 相对于问题（1），问题（2）的优势在于可以保证

全局最优解同时在统计意义上更便于分析 . 求解

（2）的优化方法是向前向后分裂算法［5］. 在后来的工

作中，人们发现由Schatten⁃p范数（0<p<1）正则化

得到的效果往往比核范数要有优势［4］，即如下问题

min f{ 12‖B ( f )- e‖2+ λ∑i σi ( f )p}， （3）

这是因为核范数是秩范数的一种相对粗糙的近似，

而 Schatten⁃p范数更加接近秩范数 . 对于一般的

p∈(0，1 )且 p≠1/2，2/3，求解（3）无法使用向前向后

分裂算法，这是因为此时 λ∑
i
σi ( f )p的近似点算子

并不存在解析解 . 这时使用的方法一般为重加权核

范数极小化算法［6⁃8，10］. 然而重加权核范数极小化算

法并不是直接求解（3），事实上他求解的是一个光滑

化的Schatten⁃p范数，即∑
i
( σi ( f )+ ϵ )p（ϵ>0且很

小）正则化的问题 . 但 p=1/2，2/3时，∑
i
σi ( f )p有

显式近似点表达 . 特别当 p=1/2时，近似点可以有

快速算法［9⁃10］.
2. 2 全变分正则化

全变分正则化利用了自然图像是分片光滑的这

一特性，即相邻的像素值相减所得的矩阵是近似稀图1 测试图像
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疏的 . 全变分正则化即考虑D（X）稀疏意义下的极

小化 . 凸的全变分正则化模型可以表达为

min f {
1
2‖B ( f )- e‖

2+ η‖D ( f )‖1}， （4）

其中 η>0是参数 . 求解问题（4）的一般方法是

ADMM［11］或者ADM方法［12］. 由于 p范数往往有着

更好的诱导稀疏性的特质，很自然地，也可以考虑 p
范数诱导稀疏性的模型，即‖D ( f )‖p

p，0< p<1正
则化［3］

min f{ 12‖B ( f )- e‖2+ η‖D ( f )‖p
p}. （5）

对于问题（5），求解的方法有非凸的ADMM［13］

和重加权 ADMM算法［14］. 但是由于理论上非凸

ADMM和重加权ADMM收敛性的要求对涉及的

矩阵较为苛刻使得去模糊问题不能满足该条件 . 而
且由于在非凸的ADMM中，朗格朗日乘子取值很

大，这使得算法迭代地比较慢 . 为了克服这两个缺

点，在［15］中，作者提出了一种基于参数预热技术的

交替极小化算法 .
2. 3 混合正则化

全变分正则化和低秩正则化是基于图像的两种

不同的基本特征：一个是图像的分片光滑性质，即图

像的横向和纵向的差分D（X）十分稀疏；另一个则

是图像的低秩性，即图像往往可以被一个低秩矩阵

逼近地很好 . 图像去模糊的前期工作都是使用单个

性质，其组合使用是由He等人在 2016年提出的[16]

在 2016年提出的 . 由于使用了两种不同的特征，其

效果要好于单个正则化的效果 . 在［16］中，作者提

出如下混合正则化模型

min f{ 12‖B ( f )- e‖2+ λ‖f‖*+ η‖D ( f )‖1}.（6）
混合正则化（6）结合了低秩和全变分正则化，其

去模糊效果往往要好于单个特征正则化模型的效

果 . 该模型只使用了凸函数，本文旨在建立非凸的

混合正则化模型以及设计相应的算法 .

3 非凸混合正则化模型和优化算法

由于 L1/2范数和 Schatten⁃1/2核范数的近似点

算子都有快速算法，这使得我们有足够的理由考虑

使用L1/2范数和Schatten⁃1/2核范数替代（6）中的L1
范数和核范数 . 我们考虑以下正则化问题

min f{ 12‖B ( f )- e‖2+ λ∑i σi ( f ) +

η‖D ( f )‖
1
2
1
2
}， （7）

其中 η，λ>0是正则化参数 . 一个直观的求解（7）的

方法是ADMM算法 . 但是由于我们求解的是非凸

�

�

�

�

��

��

��

��

,O
G�
��
� �
	

� �� ��� ��� ��� ��� ���
I

�

�

�

�

��

��

��

��

,O
G�
��
� �
	

� �� ��� ��� ��� ��� ���
I

�
�
��
���
���
���
���
���
���

,O
G�
��
� �
	

� �� ��� ��� ��� ��� ���
I

�

�

�

��

��

��

��

,O
G�
��
� �
	

� �� ��� ��� ��� ��� ���
I

�
�
�
��
��
��
��
���
���
���
���

,O
G�
��
� �
	

� �� ��� ��� ��� ��� ���
I

�

�

�

�

��

��

��

��

,O
G�
��
� �
	

� �� ��� ��� ��� ��� ���
I

图2 奇异值分布
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问题，在这种情况下，ADMM算法的收敛性较为苛

刻且参数确定较为困难 . 事实上，直接使用ADMM
很难收敛 . 因此在本文中，我们考虑一种针对（7）的

罚子法 . 通过引用两个新变量 y和 z以及一个很大

的惩罚参数ρ>0，我们考虑以下非约束的优化模型

min f，y，z{ℓρ ( f，y，z )：= 1
2‖B ( f )- e‖

2+ λ∑
i

σi ( y )

}+η‖z‖
1
2
1
2
+ ρ
2‖f - y‖

2+ ρ
2‖D ( f )- z‖

2

（8）
对于问题（8）我们使用交替极小化算法，也就是

在每一步迭代固定其他两个变量而极小化其中的一

个 . 但是如果 ρ过大，会使得迭代过程很慢 . 因此我

们考虑一种逐步增大的技巧，也就是选取较小的 ρ，
但是在迭代过程中不断增大 ρ，具体来说可以选择

一个 α>1在每步迭代中 ρ← αρ但是始终使 ρ置于

一个固定的大的正数值
-ρ之下 . 该技巧广泛应用很

多工作中［15，17］. 如果直接使用交替极小化算法，其在

第k+1次迭代的具体的数学迭代表达式为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

f k+1 ∈ argmin fℓρk ( f，yk，zk)，
yk+1 ∈ argminyℓρk ( f k+1，y，zk)，
zk+1 ∈ argminzℓρk ( f k+1，yk+1，z )，
ρk+1 =min { αρk，-ρ } .

然而这个算法无法保证充分下降，因此我们考

虑对 yk+1和 zk+1使用以下交替极小化算法格式

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

yk+1 ∈ argminy{ }ℓρk ( f k+1，y，zk)+
δρk

2 ‖y- y
k‖2 ，

zk+1 ∈ argminz{ }ℓρk ( f k+1，yk+1，z )+
δρk

2 ‖z- z
k‖2 ，

其中 δ>0是参数 . 我们给出 k+1步的各个变量的

具体迭代格式 . 令 Di，j=(D(1 )
i，j，D( 2 )

i，j )∈ℝ2 为像素在

(i，j)位置的变分映射，其数学定义为

D i，j ( X )：=

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

( Xi+1，j-Xi，j，Xi，j+1-Xi，j)，
if1≤ i≤ n-1，1≤ j≤ n-1，
( 0，Xi，j+1-Xi，j)，
if i= n，1≤ j≤ n-1，
( Xi+1，j-Xi，j，0 )，
if1≤ i≤ n-1，j=0，
( 0，0 )，if i= n，j= n.

再定义D(1 )：=(D(1 )
i，j )，D( 2 )：=(D( 2 )

i，j )和D：= ( )D(1 )

D( 2 ) . 求

解 f k+1本质是解如下的线性方程

(( D1)⊤D1+(D2)⊤D2+B⊤B+ ρk ⋅ Id ) f k+1

=(D1)⊤ zk+(D2)⊤ zk+B⊤e+ ρk yk. （9）

考虑到（9）中涉及的矩阵具有明显的结构信息，

我们考虑使用［12］中对于类似线性方程组的求解

算法：快速傅里叶变换 . 对（9）两边做快速傅里叶变

换，由傅里叶卷积定理可以马上得到

f k+1 =ℱ-1 é

ë
êê
( ℱ( D(1 ))* °ℱ( zk)+ℱ( D( 2 ))* °ℱ( zk)+

ℱ( B )* °ℱ( e )+ ρkℱ( yk) )
ù

û
úú

/(ℱ( D(1 ))* °ℱ( D(1 ))+ℱ( D( 2 ))* °ℱ( D( 2 ))+
ℱ( B )* °ℱ( B )+ ρk ⋅ 1⊤1 ) （10）

需要指出的是上式中的除也指的是元素相除 .
我们再考虑求解 yk+1，通过化简可以得到

yk+1 ∈ argminy{ λ
(1+ δ ) ρk∑i σi ( y ) +

1
2‖y-

f k+1+ δyk
1+ δ ‖2}.

因此求解 yk+1 实际就是 ( f k+1+ δyk)/(1+ δ )
在 λ∑

i
σi ( y ) /(1+ δ ) ρk的近似点算子下的映射，

也就是

yk+1 =Ukdiag [S λ
(1+ δ ) ρk

( f
k+1+ δyk
1+ δ ) ]Vk，

其中Uk，Vk是 ( f k+1+ δyk)/(1+ δ )的SVD分解的

正交矩阵 . 类似地，我们可以得到对于 zk+1的迭代

公式

zk+1 =S η
(1+ δ ) ρk

( 1
1+ δ [ D

(1 ) ( f k)，D( 2 ) ( f k) ]+

δ
1+ δ z

k).

4 非凸收敛性分析

在本节中，我们给出算法的收敛性分析 . 我们

首先介绍一下函数次微分的概念［18］. 令 J：ℝN→(-
∞，+∞ ]为合适的闭函数，即 J ( x )>-∞且集合

{( x，t )∣t≥ f ( x ) }是闭集 . 给定一个x∈dom( J )，J在
x处的 Frechet次微分记为 ∂̂J ( x )，其定义为 u∈ℝN

且满足 lim
y≠ x
inf
y→ x

J ( y )- J ( x )-< u，y- x>
‖y- x‖ ≥0.当

x∉dom( J )，我们记为 ∂̂J ( x )=∅. J在 x∈ℝN 次梯

度记为 ∂J ( x )，是由以下过程定义的∂J（x）：=｛u∈
ℝN：∃xk→x，J（xk）→J（x），uk∈∂̂J（xk）→u，k→∞｝.

若某个点x极小化函数 J，称x为 J的临界点，且

有 0∈∂J ( x )，反之不然 . 由定义也可以知道对于任
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意 x，，次微分 ∂J ( x )是闭集合 . 我们再回顾一个关于

強 凸 函 数 的 性 质 ，假 设 h 是 强 凸 的 ，若

x* ∈ argminxh ( x )那么

h ( x )- h ( x*)≥ ν
2‖x- x

*‖2. （11）

定理 . 如果 k>ln
-ρ
ρ0
/ lnα+1=：

-K，那么

ℓ-ρ ( f k，yk，zk)- ℓ-ρ ( f k+1，yk+1，zk+1)≥
-ρ
2‖f

k+1- f k‖2

+ δ -ρ
2 ‖y

k+1- yk‖2+ δ -ρ
2 ‖z

k+1- zk‖2. (12 )

对 于 点 列 ( f k，yk，zk) k≥0 的 任 意 聚 点 ，那 么

( f *，y*，z*)也是函数 ℓ-ρ ( f，y，z )的临界点 .

证明 . 容易发现，当 k>ln
-ρ
ρ0
/ lnα+1，我们

有 ρk= -ρ. 注意到 ℓ-ρ ( f，yk，zk)相对于 f是 -ρ强凸函

数，由（11）以及 f k+1 ∈ argmin fℓ-ρ ( f，yk，zk)，那么

ℓ-ρ ( f k，yk，zk)-ℓ-ρ ( f k+1，yk，zk)≥
-ρ
2‖f

k+1- f k‖2.（13）

再由算法格式直接可以得到

ℓ-ρ ( f k+1，yk，zk)≥ ℓ-ρ ( f k+1，yk+1，zk)+
δ -ρ
2 ‖y

k+1- yk‖2，

ℓ-ρ ( f k+1，yk+1，zk)≥ ℓ-ρ ( f k+1，yk+1，zk+1)+
δ -ρ
2 ‖

zk+1- zk‖2. (14 )
结合（13）和（14），我们即可得到（12）. 注意到

ℓ-ρ ( f，y，z )≥ 0，，我们可以得到

∑
i= -K

k

{
-ρ
2‖f

i+1- f i‖2+ δ -ρ
2 ‖y

i+1- yi‖2+ δ -ρ
2 ‖

zi+1- zi‖2}≤ ℓ-ρ ( f 0，y0，z0)- ℓ-ρ ( f k+1，yk+1，zk+1)
≤ ℓ-ρ ( f 0，y0，z0).

令 k→+∞，在上式中我们就可以得到

∑
k

-ρ
2‖f

k+1- f k‖2+ δ -ρ
2 ‖y

k+1- yk‖2

+ δ -ρ
2 ‖z

k+1- zk‖2<+∞.

因此，我们可以得出以下结论

lim
k
‖f k+1- f k‖= lim

k
‖yk+1- yk‖= lim

k
‖zk+1-

zk‖=0. （15）
令 ( f kj，ykj，zkj)→( f *，y*，z*)，由（15），也 就 有

( f kj+1，ykj+1，zkj+1)→( f *，y*，z*). 当 k≥ -K时，在 kj次
的迭代中，根据次微分的性质容易发现有

ì

í

î

ïï
ïï

0∈∂ fℓ-ρ ( f kj+1，ykj，zkj)，
0∈∂yℓ-ρ ( f kj+1，ykj+1，zkj)+ δρ( ykj+1- ykj)，
0∈∂zℓ-ρ ( f kj+1，ykj+1，zkj+1)+ δρ( zkj+1- zkj).

令 j→+∞，我们就能推出

ì

í

î

ïï
ïï

0∈∂ fℓ-ρ ( f *，y*，z*)，
0∈∂yℓ-ρ ( f *，y*，z*)，
0∈∂zℓ-ρ ( f *，y*，z*)，

也就是说 ( f *，y*，z*)也是函数 ℓ-ρ ( f，y，z )的临

界点 .
由定理 1，我们可以看出，ρ0和 α的选取不会对

算法最终的结果造成影响 . 在算法中，对算法性能

有影响的参数是δ，-ρ.

5 数值实验

在本节中，我们给出算法的相关实验 . 所有的

实验都是MATLAB 程序编写的，我们使用的是

Intel CPU @2. 6 GHz 的笔记本计算机 . 我们使用

峰值信噪比（PSNR）来表征图像去模糊的效果 . 本
部分包括两部分：第一部分是算法自身的表现，包括

算法敛性和参数 δ和-ρ对算法的影响 . 第二部分是

算法和已有的经典算法的性能比较 .
5. 1 算法自身表现

在这个测试中，噪声水平设为 10-7. 其他参数

设置为 δ=10-12，ρ0 = 0.1，α=3，η= λ=10-7. 最
大迭代步数设为 100. 图 3给出了算法在高斯模糊

算子作用于“Lena”，“Man”，“Cameraman”，以及

运 动 模 糊 算 子 作 用 于“Barbara”，“House”，

“Pepper”的去模糊表现 . 可以看到 PSNR最终都

趋于平稳 . 容易发现，算法在最开始的几步迭代

过程中非常不稳定 . 这是由于我们用的是惩罚算

子的方法 . 因此目标函数和算法极小化的函数有所

不同，而且在计算过程中我们不断增大惩罚算子，这

使得目标函数一直在变化 . 因此导致了收敛曲线下

降的情况 . 其实对于恒定惩罚算子的情况，曲线一

直是下降的 .
对于 δ=1，10-3，10-6，-ρ =107，109的情形，图 4

给出算法在高斯模糊算子下的去模糊效果比较 . 从
左至右，从上至下依次为 δ=1，-ρ =107，δ=1，-ρ =
109， δ=10-3，-ρ =107， δ=10-3，-ρ =109， δ=
10-6，-ρ =107和δ=10-6，-ρ =109.
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5. 2 和其他算法的比较

我们考虑的对比算法有四个，分别是TV1［12］，
TVLR［16］，TV05［23］. 另外我们考虑重加权的低秩方

法［24］. 但是单单只用低秩正则化对于去模糊的效果

并不好，因此我们增加了TV项得到新的方法称之

为 LR05TV. 对于混合正则化模型，我们使用 η=
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λ=10-7. 在所有算法中，我们使用相同的 ρ0，
-ρ和α.

迭代步数设为 100. 运动模糊核是由MATLAB代

码为 fspecial（'motion'，17，3），而高斯模糊算子则为

fspecial（'gaussian'，17，3）. 图 5给出了在六幅图不同

算法性能比较 . 图 6给出不同算法对于不同测试图

象PSNR随迭代步数变化的趋势图 . 在表 1中，我们

给出给个算法对于不同测试图像最后最后输出的结

果和所需的迭代步数 . 从表1中可以看到，本文算法

相对于已有的经典算法都可以稳定地提高 1~3点
的 dB. 本文给出的算法收敛时输出的结果PSNR要

高于其他算法，从而说明了本文算法表现地更

优秀 .

6 讨 论

我们给出的算法可以用于解决盲去模糊问题的

子问题 . 考虑将文献［25］中提出的经典的混合化盲

去模糊模型作如下改变得到
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图6 不同算法对于不同测试图象PSNR随迭代步数变化的趋势

表1 不同算法在不同测试图片去模糊问题中收敛所需迭代步数（Iter）以及最后的PSNR(dB)

测试图片

Lena
Barbara
Man

Cameraman
House
Pepper

LRq
Iter
23
19
25
26
6
6

PSNR
30. 4
27. 8
30. 7
32. 2
33. 9
32. 8

TVq
Iter
29
34
29
21
7
7

PSNR
30. 1
27. 3
30. 8
33. 0
35. 1
33. 8

TV1
Iter
23
29
25
19
7
7

PSNR
29. 5
26. 9
30. 2
31. 8
33. 2
32. 1

LRTV
Iter
22
18
24
25
5
5

PSNR
30. 4
27. 8
30. 8
32. 2
34. 0
33. 0

Alg1
Iter
24
19
26
27
19
8

PSNR
31. 8
28. 8
32. 2
34. 3
38. 4
36. 7

图5 不同算法性能比较
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minB，f{ 12‖B ( f )- e‖2+ λ∑i σi ( f ) +

η‖D ( f )‖
1
2
1
2
}，s.t. KB≥0，||KB||1 = 1.

其中KB表示 B的卷积核，即 B ( f )=KB∗f. 求解该

问题可以通过B和 f的交替极小得以解决 . 即从初

始化的B0，f 0出发，在第k步作如下迭代

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï
ï
ïï
ï

f k+1 = argmin f

ì

í

î

ïï
ïï

ü

ý

þ

ïï
ïï

1
2‖B

k ( f )- e‖2+ λ∑
i

σi ( f ) +

η‖D ( f )‖
1
2
1
2

Bk+1 = argmin {‖B ( f k+1)- e‖2}，s.t. KB≥0，
||KB||1 = 1.
我们的算法可以用于求解第一个子问题 .
我们使用的先验正则化项是有可能和深度学习

结合的 . 在论文［21］以及［22］中，作者考虑了一种

非线性反应扩散的深度学习框架用于图像去噪 . 不
同于以往的优化模型使用固定的正则化函数，该框

架运用学习的方法在一族函数中寻找φ来代替 1范
数 . 从而全变分的正则项就是 φ(D ( f ) ). 这要比

L1/2范数更为一般 . 但是这系列的工作都没有考虑

使用低秩先验 . 我们可以考虑在其模型上增加低秩

的正则项 . 但是这种直接的添加会增加其他计算上

的复杂性 . 如何有效地结合低秩正则化将留到下一

步研究 .

7 结 论

在本文中，我们提出一种新的非凸的低秩和全

变分的混合去模糊模型 . 该模型使用了L1/2范数和

Schatten⁃1/2范数来表征图像的两种不同特征 . 对
于提出了模型我们使用交替极小化算法并给出了算

法的收敛性分析 . 在数值实验中，该算法的性能表

现优于已有的经典算法从而验证了算法的有效性 .
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Background

This paper studies the optimization methods for the
image processing. Specially, we consider the math methods
for image deblurring. Basically, it can be regarded as an
intersect of applied mathematics and computer science.

The current research in this area of image deblurring
focuses on the convex and nonconvex TV model. Recently,
with low-rank property, the composite TV+LR model is
proposed. With the extra prior, the reconstructions are much

better.
However, the current TV+LR model only uses the

convex function. Due to the nonconvex functions always
perform better in the image processing compared with the
convex ones, we proposed the nonconvex TV+LR model,
which has never been proposed before. And the numerical
results show that our model can work much better than the
convex TV+LR .
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