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摘  要 随着社交网络、电商系统、移动终端设备的快速发展，海量且高维的数据正以前所未有的速度不断地增长和积累. 

高维数据可以自然地表示为张量. 张量的 Tucker 分解方法是一种常用且经典的高维数据分析机器学习方法，被广泛地应用

于推荐系统、图像压缩、计算机视觉等多个领域. 然而，传统的张量分解方法大多只能处理静态的数据，并不适用于动态增

长的数据. 当处理不断增长的数据时，传统方法大多只能低效地重新开始计算，以完成张量分解. 针对增量式数据对传统张

量分解方法带来的挑战，本文提出了一种分布式的增量式张量 Tucker 分解方法 DITTD，首次解决了海量高维且动态增长数

据上高效的分布式张量 Tucker 分解问题. 该方法首先根据增量数据相对原始数据的位置关系对其进行分类处理. 为了实现

分布式节点的负载均衡，本文指出张量的最优划分是 NP-难问题，并使用启发式方法以实现尽可能均匀的张量划分. 为了避

免张量 Tucker 分解的中间结果爆炸问题，本文提出了一种新颖的增量式张量 Tucker 分解计算方法. 该方法减少了中间结果

的计算和网络传输通信量，以提升分布式的增量式张量 Tucker 分解效率. 最后，本文在真实与合成数据集上进行了大量的

实验. 实验结果验证了本文方法的运行效率比基准方法提升了至少 1 个数量级，并具有良好的可扩展性.  

 

关键词 张量；Tucker 分解；分布式；增量式；Spark 

中图法分类号 TP18   

Distributed Incremental Tensor Tucker Decomposition 

YANG Keyu
1)

  GAO Yunjun
1),2)

  CHEN Lu
1)

  GE Congcong
1)

  SHEN Yifeng
1)

 

1)
(College of Computer Science, Zhejiang University, Hangzhou 310027) 

2)
(Alibaba-Zhejiang University Joint Institute of Frontier Technologies, Hangzhou 311121) 

 

Abstract With the rapid development of social networks, e-commerce systems, and mobile terminal devices, 

massive and high-dimensional data is overwhelmingly increasing. A natural representation of high dimensional 

data is called tensor. Tensor Tucker decomposition is a fundamental machine learning method for 

multi-dimensional data analysis. Tensor Tucker decomposition aims at discovering the latent representations for 

the given tensor. It is widely used in many applications, such as recommendation systems, image compression, 

computer vision, to name but a few. Nevertheless, most traditional tensor decomposition methods could only 

handle static data, and are not suitable for dynamic data. Because those traditional methods could only 

re-compute the whole tensor decomposition from scratch whenever data grows. Besides, several incremental 

tensor Tucker decomposition methods focus on one-mode incremental tensor. However, the tensor in real life 

could be developed in multiple modes. To our knowledge, there is only one method suitable for multi-mode 

incremental tensor Tucker decomposition. Nevertheless, all the existing incremental tensor Tucker 
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decomposition methods are designed for the standalone machine, and thus, they cannot handle large-scale 

dynamic incremental data efficiently. Considering the continuous expansion nature of data, it requires an 

efficient distributed incremental tensor Tucker decomposition method. Thus, this paper proposes a Distributed 

Incremental Tensor Tucker Decomposition method (DITTD for short), which is the first attempt to tackle this 

problem. Towards this, there are two main challenges. The first one is to achieve the load balancing among the 

workers in the distributed environment. DITTD firstly divides the incremental tensor based on its positional 

relationship with the previous one. Then, DITTD tries to generate the optimal partitioning result for the 

incremental tensor, such that the number of non-zero elements in each tensor partition is equal. However, the 

optimal tensor partitioning problem is proved to be NP-hard. Thus, DITTD utilizes two heuristic tensor 

partitioning methods to partition the incremental tensor as well as possible. One is the Greedy tensor Partitioning 

algorithm (GP for short), which greedily assigns partitioning boundaries and makes the number of non-zero 

elements in each tensor partition to be close to the optimal sum target. The other is the Max-min Matching tensor 

Partitioning algorithm (M2P), which iteratively assigns the tensor slice with the maximum number of non-zero 

elements into the tensor partition with the minimum number of non-zero elements. After the tensor partitioning, 

DITTD meets the second challenge, which is to compute the incremental tensor Tucker decomposition efficiently. 

DITTD provides a novel incremental Tucker decomposition computation method to avoid the explosion of 

intermediate data of Tucker decomposition. This method provides an equivalent conversion for the update rule of 

factor matrices and designs a row-wise computation strategy for the distributed Tucker decomposition. Based on 

the above-mentioned techniques, DITTD can reduce the computation of intermediate data and the network 

communication among the workers, and thus, DITTD improves the efficiency of the distributed Tucker 

decomposition for incremental tensor. Last but not the least, comprehensive experiments are conducted on both 

real and synthetic data sets. The experimental results show that our proposed method DITTD is at least 10 

faster than the baseline method and scale well. 

Key words tensor; Tucker decomposition; distributed; incremental; Spark 
 
 

1 引  言 

现实世界的诸多应用场景不断涌现出海量、高

维的数据. 张量(Tensor)是高维数据的自然表达形

式. 张量分解(Tensor Decomposition)是一种重要的

高维数据分析机器学习方法，其旨在挖掘高维数据

的隐含表示(主成分)，已得到了学术界和工业界的

广泛关注[1-2]
. 张量分解的应用包括但不限于推荐

系统[3-4]、图像压缩[5-6]以及计算机视觉[7-8]
. 下面以

推荐系统为例说明张量分解的应用.  

推荐系统应用：推荐系统通过分析用户过往的

行为数据及其相似用户的行为来得到用户的偏好，

并以此为其提供精准的推荐. 在此，本文以用户评

价场景为例，介绍张量分解方法在推荐系统中的作

用. 在用户评价场景中，一个特定用户 u 对一个特

定商品 i 在时刻 t 的评分数据 r 可以被表示为一个

四元组，即(u, i, t, r). 一个三维的张量(即“用户

商品时间”三维评分数据张量)可以用来表示用户

过往商品评价数据的四元组. 进一步地，可以将用

户未显式做出评价的商品看作该张量的缺失元素. 

而后，张量分解方法可以被用于对用户过往评价数

据进行分解、得到隐含的数据表示信息，进而补全

前述的缺失数据，即完成对用户商品评价的预测. 

基于上述过程，可以完成基于张量分解的用户商品

推荐.  

当前，现实生活的众多应用无时无刻不在产生

大量的增量式数据. 根据报告统计1，截止2020年，

全球每天平均新增超过 字节的数据. 例

如，在电商领域，阿里巴巴集团仅淘宝网一天即产

生超过700GB的数据2；在社交网络领域，新浪微博

日均文字及图片发布量均超过亿级3
. 上述动态增

长的海量数据使得利用数据库领域的数据处理与

优化技术(如分布式并行技术等)加速机器学习方法 

                                                                 
1 https://www.domo.com/solution/data-never-sleeps-6 
2 http://dzsws.mofcom.gov.cn/anli/detal_21.html 
3 https://data.weibo.com/report/reportDetail?id=433 
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图1  两种张量增长模式示例 

 

成为一种趋势[9-12]
. 其中，分布式增量学习旨在基于

已学习到的知识，利用分布式架构增量式地从海量

新增数据中快速学习，以得到新的知识. 就张量分

解方法而言，从头重新全量式地计算增量式张量的

分解结果显然是低效的[13-14]
. 传统的张量分解方法

[15-18]大多数关注静态数据场景，即它们仅适用于全

量式的张量分解，而不能高效地支持动态增长张量

数据的分解处理.  

为了应对数据动态增长的挑战，目前，一些工

作研究了增量式的张量分解方法[19-20]
. 然而，它们

一开始只讨论了张量仅在一个维度(张量的模)上增

长的问题. 实际上，现实数据可能会在任意模上增

长. 图1给出了两种张量增长模式示例，从中可以看

出两种张量增长模式的不同：左侧表示张量仅在单

个模上增长的情况，可以看到张量随着时间只在竖

直方向上增长；而右侧表示张量在多模上增长的情

况，可以看到张量随着时间在竖直、水平、前后方

向上都有增长. 显然，张量多模增长的模式在现实

应用场景中更为普遍的存在. 譬如，在前述的推荐

系统应用例子中，新用户、新商品以及新评分数据

均可能随时间演变而加入至系统.  

因此，研究学者们逐渐开始考虑在所有维度上

都存在数据增长的增量式张量分解问题 [14,21]
. 目

前，面向多模增长的增量式张量分解研究正处于起

步阶段，它们初步解决了单机环境下多模增长的张

量分解问题. 然而，因其可扩展性有限，不能很好

地处理海量新增数据的分析需求. 当前，诸多现实

应用中涌现出不断增长的海量数据驱使着分布式

的增量式张量Tucker分解方法研究.  

本文提出了一种高效的分布式的增量式张量

Tucker分解方法DITTD，首次借助分布式框架处理

海量新增数据的张量分解计算分析需求. 为了高效

地实现增量式张量的分布式Tucker分解方法，主要

需要解决以下两大挑战： 

(1)如何保证分布式框架下各个工作节点的负

载均衡？工作节点的负载均衡是设计高效分布式

算法的关键. 为了避免工作节点的负载倾斜严重而

导致性能瓶颈问题，需要精心地分配各个工作节点

的工作负载，保证其负载均衡. 通过分析张量分解

的计算过程可以发现：张量分解的计算量与张量中

非零元素的数量成正相关关系. 因此，通过均匀地

划分张量非零元素，使得张量划分结果的各个部分

中包含的张量非零元素的数量保持一致，即可实现

负载均衡. 然而，实现上述张量的最优划分是一个

NP-难问题. 为此，本文探讨了启发式的张量划分算

法，利用贪心和最大-最小匹配策略，尽可能地实现

张量非零元素的均匀划分.  

(2)如何设计高效的分布式张量Tucker分解计

算算法？在完成了增量式张量的划分之后，各个工

作节点需要分布式地进行张量Tucker分解计算. 在

张量Tucker分解计算过程中，容易遇到中间结果爆

炸的问题[14,18]
. 尤其在本文讨论的分布式环境下，

控制中间结果的大小有利于减少计算量以及节点

间的网络通信量，是设计高效的Tucker分解计算算

法的关键. 本文通过分析增量式张量Tucker分解计

算流程，发现了前人工作中的计算瓶颈问题，并对

其进行优化，从而减少了中间结果的大小. 进一步

地，结合分布式框架设计了新颖的算法，以支持高

效的增量式张量Tucker分解计算.  

本文工作的主要贡献可以总结为以下四点： 

(1)提出了一种分布式的增量式张量Tucker分

解方法DITTD. 该方法首次借助分布式框架高效地

解决了海量新增数据的张量Tucker分解问题.  

(2)分析了分布式的增量式张量Tucker分解工

作负载，使用基于贪心和最大-最小分配策略的启发

式张量划分算法，保证了各个节点的负载均衡.  

(3)探讨了增量式张量Tucker分解的计算瓶颈、

优化中间结果大小，并基于此设计了分布式的增量

式张量Tucker分解计算方法.  

(4)在真实与合成数据集上进行了大量的实验

评估，验证了DITTD相比基准方法有至少1个数量

级的效率提升，且具有良好的可扩展性. 

接下来，本文第2节阐述张量分解的相关工作；

第3节介绍增量式张量Tucker分解相关的基本概念；

第4节详细阐述分布式的增量式张量Tucker分解方

法DITTD；第5节通过详尽的实验评估分析DITTD

的性能；第6节总结全文.  
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2 相关工作 

本节介绍张量分解的相关工作. 第2.1节回顾

全量式张量分解的相关工作，包括单机、并行以及

分布式环境下的张量分解方法；第2.2节介绍增量式

张量分解的相关工作，主要分为单模增长和多模增

长的张量分解两类研究工作.  

2.1  全量式张量分解 

张量分解作为重要的高维数据分析方法，主要

有两种常用的算法：CP(CANDECOMP/PARAFAC)

分 解 和 Tucker 分 解 . 张 量 CP 分 解 最 初 由

Hichcock
[22]、Carroll和Chang

[23]以及Harshman
[24]分

别独立提出. CP分解的基本思想是将给定的张量分

解为多个因子矩阵的外积形式. 张量Tucker分解最

初由Tucker
[25]提出，而后Kroonenberg和De Leeuw

[26]

以及De Lathauwer
[27]等人对其做了进一步改进 . 

Tucker分解与CP分解不同，它将给定的张量分解为

一个核心张量(Core Tensor)与多个因子矩阵的乘积. 

实际上，CP分解可以被看作Tucker分解在核心张量

为超对角结构时的一个特例. 在应用场景中，CP分

解比Tucker分解更适用于具备低秩多重线性结构性

质的张量分解，而Tucker分解适用于一般(非低秩)

的张量分解[2]
. 现有的张量分解算法按优化计算方

式来区分，可以被分为以下三大类：(1)交替最小二

乘法(Alternating Least Square, ALS)
[28-29]；(2)随机梯

度下降(Stochastic Gradient Descent, SGD)
[30-31]；(3)

坐标下降法(Coordinate Descent, CDD)
[32, 33]

.  

近年来，现实应用中产生的海量数据驱使着张

量分解研究从单机环境向并行、分布式环境发展，

以支持海量数据的高效计算需求. SPLATT
[34-35]为

稀疏张量CP分解提供了高效的并行计算工具. 另

外，P-TUCKER
[18]、TuckerMPI

[36]以及S-HOT
[37]为

Tucker分解设计了高效的并行计算算法. 在分布式

框架下，GigaTensor
[38]提供一种大规模张量分解算

法，Scout
[39]探索了伴随辅助信息的大规模张量分解

问题. 上述两种张量分解方法被整合进了一个张量

数据挖掘算法库BIGtenor
[40]

. 此外，CartHP
[41]提出

了一种基于超图的张量划分方法以提升分布式张

量分解效率. DisTenC
[17]研究了基于Spark的分布式

张量补全算法.  

值得指出的是：上述所有的工作都是面向全量

式的张量分解进行设计，并不能高效支持增量式的

张量分解计算.  

2.2  增量式张量分解 

日益增长的海量数据驱使着增量式张量分解

研究的发展. 最初，增量式张量分解的工作只解决

了单模增长的张量分解问题. 在增量式张量CP分

解方面，Nion和Sidiropoulos
[42]提出了两种自适应的

PARAFAC 算 法 ， 包 括 基 于 协 同 对 角 化 的

PARAFAC-SDT 和 基 于 加 权 最 小 二 乘 法 的

PARAFAC-RLST. Phan和Cichocki
[43]探讨了一种可

以被用于增量式张量分解的分块张量计算思想 . 

Zhou 等人 [20] 给出了增量式张量 CP 分解方法

OnlineCP. 在增量式张量的Tucker分解问题上，Sun

等人[19]开发了增量式张量分析框架(ITA)以支持流

式张量分析. Yu等人[44]探索了一种在线低秩张量学

习算法(ALTO)以解决流式张量Tucker分解问题.  

最近，多模增长的增量式张量分解问题开始被

研究学者所关注. Song等人[21]给出了多模增长的张

量分解问题形式化定义，并针对此问题提出了一种

增 量 式 张 量 CP 分 解 方 法 MAST. 基 于 此 ，

Nimishakavi
[45]等人探索了附带额外信息的多模增

长张量CP分解问题. Yang等人进一步提出了分布式

的多模增长张量CP分解方法DisMASTD
[46]

. 另外，

Xiao等人[14]设计了eOTD算法，首次研究了多模增

长张量Tucker分解问题，以在保证结果准确度的同

时，提升了单机上的计算效率.  

综上所述，当前增量式张量Tucker分解方法大

多只适用于单模增长模式，而唯一解决多模增长张

量Tucker分解问题的eOTD算法只适用于单机环境. 

然而，许多的现实应用会动态产生海量数据，亟待

探索分布式的增量式张量Tucker分解方法，以支持

海量新增数据的张量分解计算需求. 为此，本文提

出了一种高效的分布式的增量式张量Tucker分解方

法DITTD.  

3 基本概念 

本节介绍张量分解的相关基本概念. 首先，第

3.1节介绍张量及其相关的基本操作；而后，第3.2

节介绍多模增长的张量Tucker分解.  

3.1  张量及其相关基本操作 

本小节介绍张量的概念以及与本文相关的张

量基本操作，更多张量操作的细节可参见综述[1-2]
.  

定义1.  张量(Tensor). 一个张量是一个多维数

组，记为 . 
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一般地，张量的维度数量被称为阶(Order)，也

被称为模(Mode). 例如，向量(Vector)是一阶张量，

矩阵(Matrix)是二阶张量. 在本文中，向量(1阶张量)

使用加粗的小写字母表示(如 )，矩阵(2阶张量)使用

加粗的大写字母表示(如 )，高阶张量(阶数大于等

于3)使用欧拉手写字母表示(如 ). 向量 的第i个

元素表示为 ，矩阵 的(i, j)位置上的元素表示为

，三阶张量 的(i, j, k)位置上的元素表示为

. 本文使用小写字母作为元素位置标记时，

取 值 范 围 为 1 到 其 对 应 的 大 写 字 母 ， 譬 如

.  

定义2.  张量矩阵化(Tensor Matricization). 给

定 阶张量 , 表

示各模大小.  张量 在第 模上的矩阵化记为 . 

特 别 地 ， 张 量 位 置 上 的 元 素

被映射至相应矩阵的 位置，即

. 其 中 ， ， 

.  

定 义 3.  张 量 矩 阵 乘 法 (Tensor Matrix 

Multiplication). 给定 阶张量 和

矩阵 ， ，可以定义张量 在

第 模上的张量矩阵乘法，记为 ，

. 特别地， 

 

张量-矩阵乘法常被表示为矩阵化形式，即 

 

定义4.  矩阵克罗内克积 (Matrix Kronecker 

Product). 给定两个矩阵 和 ，二

者的克罗内克积记为 ， 是一个

的矩阵，定义如下： 

. 

3.2  多模增长的张量Tucker分解算法 

本小节先给出Tucker分解的定义，而后阐述单

机环境下多模增长的张量Tucker分解算法eOTD
[14]

的流程.  

定义5.  Tucker 分解(Tucker Decomposition). 

给定 阶张量 , Tucker分解将 分

解为1个核心张量(Core Tensor)和 个因子矩阵乘

积形式： 

. 

其中，核心张量 ，因子矩阵

， .  

一般地，可以将核心张量 看作是原始张量

的压缩( )，因子矩阵 为酉矩阵(Unitary 

Matrix). 张量的Tucker分解还可以使用张量矩阵化

形式表示，即  

. 例如，三阶张量 的

Tucker分解可以表示为 ，其

矩阵化形式为： 

 

其 中 ， ， 因 子 矩 阵 ，

， .  

如前所述，在许多现实应用中，张量数据随时

间在所有模上增长. 下面给出多模增长的Tucker分

解的定义.  

定义6.  多模增长的Tucker分解. 假定有一个

张量数据流 及其对应 时

刻张量的Tucker分解结果 ，其中

核 心 张 量 ， 因 子 矩 阵

， . 在 时刻的张量

为 ， 可以被看

作 ，其中 是 N 项二元组

, . 给定 时刻的增长张

量 以及 时刻的Tucker张

量分解结果 和 ，多模增长的Tucker分解给

出新增长张量 的Tucker分解结果 和

.  

图2给出了三阶多模增长张量Tucker分解的示

例. Xiao等人[14]提出了eOTD算法以解决多模增长

的Tucker分解问题，但仅适用于单机环境. 接下来

简单介绍eOTD算法，详细算法过程请参见原文[14]
. 

eOTD算法主要包括两个步骤：(1)更新因子矩阵；

(2)更新核心张量.  

(1)更新因子矩阵 .  首先，根据增长张量

下标 中含1的

个数不同将其归为 类 . 然后，分别依次

按 下标含1的个数顺序对相应的因子矩阵进行更

新 . 特别地，对于子张量类别 中的子张量

，若 ，则对应因子矩阵进行如下更新： 

  (1) 

其中，系数 是遗忘因子，表示多大程度上

保留前一步得到的信息：  
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图2  多模增长的张量Tucker分解示例 

 

. 

若 ， 则 ， 否 则

；符号表示矩阵的伪

逆(pseudo-inverse). 部分更新的因子矩阵 与

上 一 时刻的 因 子矩阵 拼 接得到 矩 阵

，

接着，在矩阵 上经过改进的格拉姆-施密特

正交化过程(Modified Gram-Schmidt process, 以下

简称为MGS)处理后得到 时刻的因子矩阵

， .  

(2)更新核心张量.  对于上述步骤得到的因子

矩阵 ，将其重新拆分为两个矩阵 和

， 即 ，

， 以 及

. 根据酉矩阵性质，核心张

量可以按如下规则进行更新： 

  (2) 

其中， .  

4 技术细节 

本节详细阐述本文所提出的分布式的增量式

张量Tucker分解方法DITTD. DITTD主要分为两个

步骤：(1)增量式张量划分；(2)分布式Tucker分解计

算. 为了叙述直观且方便，首先在第4.1节和第4.2

节中，以三阶张量为例，分别给出上述DITTD两个

步骤的技术细节；然后，在第4.3节中，阐述DITTD

扩展至任意N阶增量式张量的Tucker分解方法.  

具体来说，分布式的三阶增量式张量Tucker分

解，假定 时刻的张量为 ， 时刻

的 张 量 为 . 记

， 相 对 的 增 长 部 分

， 为三项二元组. 给 

定 时 刻 张 量 的 Tucker 分 解 结 果 核 心 张 量

和 因 子 矩 阵 ，

， ，DITTD需要基于 时刻

的Tucker分解结果完成分布式的增量式张量Tucker

分解得到 时刻张量 的Tucker分解结果，

包括核心张量 以及因子矩阵

、 以及  

.  

4.1  增量式张量划分 

新增长张量的数据量可能十分庞大，需要将其

进行划分，而后分配至分布式系统的各个节点进行

处理. 对增长的张量进行合适的划分，使得各个分

布式工作节点的负载均衡是张量划分步骤中需要

考虑的首要目标.  

根据因子矩阵的更新公式(1)和核心张量的更

新公式(2)，可以分析得到以下两点：(1)增量式张量

Tucker分解过程中，应以增长张量的层为最小单位

进行划分计算；(2)增量式张量Tucker 分解计算复

杂度与增长张量中所含非零元素的数量成线性关

系(第4.2节将对更新计算过程进行详细阐述). 因

此，一个直观的想法保证各个划分中张量非零元素

的数量相等. 然而，实现这个目标的算法是NP-难的. 

下面给出具体的讨论.  

定理1.  张量的最优划分问题是NP-难问题.  

证明.  此问题可以归约到一个NP-完全问题：

划分问题(Partition problem). 划分问题的描述如

下 ： 给 定 一 个 具 有 个 正 整 数 的 集 合

，判断是否能将 划

分为两个子集 和 ，使得集合 中的数据和等于

集合 中的数据和. 

接下来，考虑张量划分中最简单的情况，假定

只在一个模上对张量进行划分，且只需将其划分成

为两个部分. 此时，可以将张量当前模上各层的非

零元素数量的集合看作 ，张量的最优划分问题等

价于判断是否能将 划分为两个子集 和 ，以使

得集合 和 中的数据和相等，即上述划分问题. 

因此，张量的最优划分问题是NP-难问题. 

证毕. 
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考虑到张量的最优划分问题是NP-难问题，本

文使用启发式的张量划分算法，以尽可能地保证各

个划分中张量非零元素的数量相等. 整个增量式划

分过程可以分为两步：(1)增量式子张量分类；(2)

子张量划分. 

(1)增量式子张量分类. 首先， 时刻的增长

张量 根据其增长下标 中含1

的个数不同被归为三类： 

 

其中， 、 、 中子张量的增长下标 分别包

含1个、2个、3个下标为1的模. 

接下来，分别依次对三类子张量进行划分，而

后进行分布式Tucker分解计算.  

(2)子张量划分 . 在完成子张量的分类后，

DITTD对各个子张量进行划分. 由因子矩阵更新公

式(1)可得，当子张量模的下标为1时，需要在此模

上按层进行计算更新因子矩阵. 例如，对于子张量 

，其需要在第1个模上按层进行计算更新因子 

矩阵 . 因此，DITTD应按增长下标对子张量在各

对应模上进行划分. 

一个容易想到的张量划分算法是基于贪心策

略的张量划分算法 (Greedy tensor Partitioning 

algorithm，以下简称为GP). 具体来说，各个张量划

分以张量划分中所含非零元素理论最优值(即，若假

定张量非零元素数量为 ，划分数量为 ；则理

论最优值为非零元素平均数 )为目标，依次

将张量层分配至当前划分，直到当前划分非零元素

数量达到理论最优值，完成当前划分的张量分配，

继续下一个划分. 以此类推，GP完成所有张量划分

的分配. 

然而，现实应用中的张量所含非零元素可能是

不均匀分布的，即各个张量层所含的张量非零元素

数量相差很大. 在这样情况下，GP可能得到不均匀

的张量划分. 

本文进一步给出一种启发式张量划分算法. 该

算法基于最大-最小分配策略，称为最大-最小匹配

张量划分算法(Max-min Matching tensor Partitioning 

algorithm，以下简称为M2P). M2P的基本思想是：

迭代地将当前张量中含非零元素数量最大的层划

分至当前含非零元素数量最小的划分中，以尽可能

地实现张量的均匀划分. M2P算法的伪代码如算法1

所示. 

P1 P2
P3

张量划分算法

3

5

2

sub

 

图3  子张量划分示例 

 

算法 1.  最大-最小匹配张量划分 M2P 算法 

输入：待划分子张量 ，待划分的模 ，划分数量  

输出：张量划分结果  

1. 统计子张量 模 上各层非零元素  

2.  

3. 初始化划分 为空  

4.  

5. WHILE  

6.       //非零元素数量最大层  

7.       //非零元素数量最小划分  

8.      

9.      

10. END WHILE  

11.  

12. 输出   

 

给定待划分子张量 、待划分的模 和划分

数量 三个输入，M2P算法输出张量划分结果

. M2P首先在给定的模 上统计 各层非

零元素的数量 (行1). 其中， 为 在

模 上的层数(模大小). 接着，根据各层非零元素的

数量大小为各层建立最大堆 (行2). 然后，初

始化 个划分 为空(行3)，并按各划分含非

零元素的数量大小 (初始为零 )为其建立最小堆

 (行4). 接下来，依次根据各层非零元素数

量从大到小的顺序从 中取出张量层 进

行分配至当前含张量非零元素数量最小的划分

中，并更新划分结果至 (行5-10). 最后，

M2P得到张量划分结果 并将其输出 (行

11-12). 

图3给出了张量划分算法的示例. 给定一个待

划分子张量 ，如下： 
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现在需要在子张量 第2模( )上得到3个

划分( ). M2P算法首先在第2模上统计可得各

层非零元素的数量依次为5、2、4、3、1，经最大-

最小分配策略后，可以得到3个划分 、 、 . 其

中 ， 包 含 在 第 2 模 上 的 第 1 层 ， 即

； 包含 在第2模上的第3层

和第5层，即 ；另外，

包含 在第 2 模上的第 2 层和第 4 层，即

. 三个划分分别都包

含5个张量非零元素. 

作为对比，在上述子张量 例子中，GP算法

首先计算得到张量划分非零点数量理论最优值为

5，而后进行贪心划分分别得到的3个张量划分 、

、 . 其中， 、  

、 . 三个划

分分别包含5、6、4个张量非零元素. 可以看到M2P

算法得到的张量划分结果相比GP算法得到的结果

更为均匀，有利于分布式工作节点的负载均衡. 

在完成各个子张量的划分之后，DITTD对增量

式张量进行分布式的Tucker分解计算，下面第4.2节

对其进行详细阐述. 

4.2  分布式Tucker分解计算 

在分布式Tucker分解计算过程中，如何设计高

效的计算算法是一大挑战. 在此过程中，最重要的

是避免中间结果爆炸. 在本文所讨论的分布式环境

下，张量Tucker分解所面临的数据规模本身比单机

环境更加庞大，因而避免中间结果爆炸显得尤为重

要. 设计高效的Tucker分解计算算法，使之尽可能

少的产生中间结果，不仅有利于减少计算工作量，

而且有利于降低分布式节点之间的网络传输量. 基

于上述考虑，本文设计了分布式的增量式张量

Tucker分解计算方法. 该方法整体分为两个步骤：(1)

更新因子矩阵；(2)更新核心张量. 下面对此两个步

骤的流程进行详细阐述. 

4.2.1  更新因子矩阵 

首先，利用第一类子张量  

更新因子矩阵. 根据因子矩阵更新公式(1)，

可以得到三阶张量对应的因子矩阵基于第一类子

张量 的更新公式： 

 

其中， ，  

， . 由于在

此之前未更新过因子矩阵，故遗忘因子 取0. 

下面以因子矩阵 的更新计算为例进行讨论. 

首先，考察核心张量与因子矩阵乘积  

，其对应矩阵化为  

. 其中， 和 都是原张量的模大小，因而

二者的乘积 是巨大的.根据第5.2.1节实验数据显

示， 大小可达10
13量级. 现有的机器都难以生成

如此巨大的中间矩阵对象，更难以支持此矩阵伪逆

的计算. 

上述的中间结果爆炸现象，驱使着本文设计一

种优化方法，以避免计算如此巨大的矩阵运算操作. 

本文设计了一种计算方法，将上述计算进行等价转

换，并拆分巨大的中间矩阵计算，以避免中间结果

爆炸问题. 特别地，对于因子矩阵 ，进行如下计

算转换： 

         (3) 

  (4) 

在这个转换过程中，依次利用了矩阵伪逆、张

量-矩阵乘法、矩阵克罗内克积以及因子酉矩阵的性

质来将更新公式(3)转换为更新公式(4)，详细证明可

以参见附录1. 

本文对更新公式(3)到更新公式(4)的转换主要

有以下两点好处：(1)避免了核心张量与因子矩阵乘

积的中间结果爆炸；(2)为因子矩阵与增长张量结合

进行分布式计算提供了理论基础. 接下来，本文详

细阐述因子矩阵 根据更新公式(4)的分布式计算

过程. 

在前一步骤增量式张量划分中，DITTD已将子

张量 尽可能均匀地划分至分布式节点. 根据

更新公式(4)，其余涉及到计算元素为因子矩阵

、 以及核心张量矩阵化

. 以上计算元素均为小矩阵，可以按 

行广播至各个分布式节点进行计算. 接下来，阐述

DITTD的分布式Tucker分解计算步骤，总体分为以

下三步： 

(1)首先，计算核心张量矩阵化伪逆 . 这 

一步骤因为避免了大矩阵 的伪

逆计算，将计算复杂度从 降低为

 (一般地，在Tucker分解中待分

解张量的模大小 远大于核心张量的模大小

). 

(2)其次，计算 . 该项是 
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图4  MTTKP行式计算示例 

 

矩阵化张量乘矩阵克罗内克积(Marticized Tensor 

Times Kronecker Product，以下简称为MTTKP)，记 

为 ， . 若显式地计算矩

阵克罗内克积 ，而后与矩

阵化张量 做矩阵乘法，可能重新遇到前述 

的中间结果爆炸问题 . 为此，本文给出了一种

MTTKP行式计算的策略，以避免产生巨大的中间结

果. 的行式计算公式如下 

 (5) 

图4给出了按照公式(5)对MTTKP进行行式计

算的示例. 在各个张量划分中，根据公式(5)，按所

含张量非零元素(如图4中黑点所示)的下标 、 对应

分配因子矩阵 、 的对应行(如图4矩阵 、 中

黑色粗线所示)，即可分布式的完成当前划分对应矩

阵 行(如图4矩阵 中黑色粗线所示)的计算. 然

后，汇总各个划分分别计算好的矩阵 行，得到完

整的MTTKP结果矩阵 . 值得一提的是：MTTKP

的分布式行式计算过程决定了在第4.1节描述的增

量式张量划分过程中，需要依照张量的层次且以各

划分包含的非零元素数量均匀为目标进行张量划

分. 

(3)最后，将MTTKP结果矩阵与核心张量矩阵

化伪逆 相乘得到更新部分的因子矩阵 . 此 

时， 并不满足酉矩阵性质，进一步对其进行改进

的 格 拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 (Modified 

Gram-Schmidt process, 以下简称为MGS)处理，以

得到列正交的酉矩阵 ，供下一步骤更新使用. 

类似地，DITTD基于第一类子张量 其余两个

子张量 和 对因子矩阵 、 进行更新，

其更新公式如下： 

 

在完成基于第一类子张量 的因子矩阵更新

之后，DITTD继续基于第二类子张量  

对各个因子矩阵进行更新. 每个第

二类子张量与两个因子矩阵的更新同时有关 . 例

如，子张量 会被用于因子矩阵 、 的更新. 

基于第二类子张量 的因子矩阵更新公式分别如

下： 

 

依次类推，接下来可以基于第三子张量

对因子矩阵进行更新. 基于第三类子

张量 的因子矩阵更新公式分别如下： 

 

基于第二类和第三类子张量的因子矩阵更新

过程与前述分布式Tucker分解计算步骤类似，故此

不再赘述. 

在完成因子矩阵的增量更新后，将更新部分的

因子矩阵与上一时刻的因子矩阵拼接得到当前时

刻的因子矩阵，即： 

 

拼接后的矩阵 、 、 不满

足酉矩阵性质. 因此，进一步对其进行MGS处理，

以得到列正交的因子酉矩阵. 至此完成因子矩阵的

更新步骤. 

在完成因子矩阵的更新后，DITTD接下来对核

心张量进行更新. 下面，第4.2.2节对核心张量更新

过程进行详细阐述. 

4.2.2  更新核心张量 

根据核心张量更新公式(2)，可以得到三阶的增

量式张量Tucker分解对应的核心张量更新公式，如

下所示： 

 (6) 

其中， 或 ， . 更新后得到的

因子矩阵 被重新拆分为两个部分的独立矩

阵 和 . 这里，  
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， ， 以

及 ， . 

可以看到更新公式(6)的第一项(即加号前一项

中各元素的维度分别对应为 

、 以 及

. 其中， ； 

. 从中可以看到，更新公式

(6)中第一项涉及的计算元素均为小张量和小矩阵，

可以单机完成. 

接下来，本文考察更新公式(6)的第二项(即加

号后一项 )，该

项为展开的 7 个分项和 . 本文接下来以下标

的分项为例，即  

，对其计算过程进行阐述. 

实际上，此项可以看成是MTTKP与矩阵乘积，即： 

 (7) 

因此，其计算的策略可以分为如下两步：(1)

按照前述MTTKP分布式行式计算的方式得到

MTTKP结果 ，(2)

将MTTKP结果与矩阵 相乘得到公式(7)的

结果. 

类似地，可以依次计算得到更新公式(6)中第二

项其余6个分项的结果，进而加和得到第二项的结

果. 最后与更新公式(6)中的第一项相加，以完成核

心张量的更新.至此，本文以三阶增量式张量为例，

详细阐述了本文提出的分布式的增量式张量Tucker

分解方法DITTD. 

接下来，第4.2.3节阐述DITTD推广至任意 阶

增量式张量的Tucker分解情况. 

4.2.3  高阶张量的扩展 

下面，本文重新聚焦至任意 阶增量式张量的

Tucker分解，整个处理过程是前述三阶增量式张量

Tucker分解的推广. 接下来，结合伪码对分布式的

任意 阶增量式张量的Tucker分解方法DITTD进行

阐述. 阶DITTD方法的伪代码如算法2所示. 

具 体 来 说 ， 面 向 前 一 时 刻 张 量

和当前时刻 增长张量

， 可以看作

， 是 项二元组 ，

. DITTD方法输入 时刻张量的Tucker

分 解 结 果 、 ， 时 刻 增 长 张 量

以 及 划 分 数 量 ，

DITTD输出 时刻张量的Tucker分解结果的核心 

算法 2.  阶 DITTD 方法 

输入： 时刻张量 Tucker 分解结果 、 ， 时刻

增长张量 ，划分数量  

输出： 时刻张量 Tucker 分解结果 、  

1. 划分 时刻增长张量    //分布式处理 

2. FOR 子张量类   

3.     FOR 子张量  

4.         FOR 模  

5.             张量划分算法   

6.             根据公式(8)更新因子矩阵  

            //行 5-6 为分布式处理 

7.             对因子矩阵 进行 MGS 处理 

8.             END FOR 

9.         END FOR 

10. END FOR 

11. FOR  

12.     根据公式(9)拼接得到因子矩阵  

13.     对因子矩阵 进行 MGS 处理 

14. END FOR 

15. 根据公式(10)更新核心张量     //分布式处理 

16. 输出核心张量 、因子矩阵  

 

张量 以及因子矩阵 . 

首先，面向 阶的增长张量，根据增量式子张

量下标含1的个数，将其分为 类 (行1). 接

下来，依次按下标含1的个数对各类子张量进行划

分(行2-5). 对于特定子张量类别 (行2)的子张量 

(行3)中 的模(行4)，调用张量划分算法 

(GP或M2P)对子张量 在模 上划分成 份 

划分(行5). 在完成子张量的划分后，对应以分布式

的行式计算方式更新因子矩阵(行6). 其中，根据附

录1， 阶张量对应的更新公式(1)转化为： 

 (8) 

若 ，则 ；否则 ，  

. 上一时刻的核心张量 被记为

，即附录1中的 与公式(8)中的 对应

相等. 

完成当前步骤更新后，对其进行MGS处理(行

7). 依次类推，直至所有的因子矩阵完成更新(行

2-10). 

然后，将增量部分因子矩阵 和因子矩阵

拼接得到当前更新的因子矩阵 (行12). 
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其中： 

       (9) 

拼接完成后，再次进行MGS处理(行13). 以此

类推，得到所有符合酉矩阵性质的因子矩阵(行

11-14). 至此，DITTD方法完成了所有因子矩阵的更

新计算. 

在完成因子矩阵的更新后，DITTD接着进行核

心张量的更新(行15)，更新公式如下： 

  (10) 

其中， ，更新的因子矩阵 被重新

拆分为两个部分矩阵 和 ，即

， ，

以及 . 

值得注意的是：前述所有涉及待分解张量的操

作(包括张量划分、因子矩阵更新、核心张量更新)，

DITTD方法均采取分布式处理的方式. 特别地，因

子矩阵更新公式(8)和核心张量更新公式(10)涉及

MTTKP的计算都采用前述分布式的行式计算方式，

以避免中间结果的爆炸. 

至此，DITTD完成了 时刻张量Tucker计算，

输出最终结果的核心张量 、因子矩阵

(行16). 

5 实验分析 

本节在真实与合成数据集上对本文所提出的

DITTD方法进行实验测试，并与基准方法进行对

比，以验证DITTD的效率和可扩展性能. 第5.1节对

本文的实验设置进行说明，第5.2节给出实验结果及

其对应的分析.  

5.1  实验设置 

为了全面测试本文所提出方法的性能，本文使

用3个真实数据集和1个合成数据集进行实验测试. 

3个真实数据集分别是公开的Amazon商品评论数据

集1
Book和Clothing，以及Netflix公开的电影评价数

据集 2
Netflix. Amazon 商品评论数据集 Book 和

Clothing包括了用户-商品-评价时间-评分四元组张

量数据，而Netflix数据集提供了评论者-电影-评价时

间-评分四元组张量数据. 除了真实数据集外，本文

还按照均匀分布随机合成一个张量数据集Synthetic.  

                                                                 
1 https://nijianmo.github.io/amazon/index.html 
2 https://www.kaggle.com/netflix-inc/netflix-prize-data 

表1  实验测试数据集统计信息 

数据集 I J K 非零元素密度(%) 

Book 1.5E07 2.9E06 8.2E03 1.4E-08 

Clothing 1.2E07 2.7E06 7.0E03 1.4E-08 

Netflix 4.8E05 1.8E04 2.2E03 5.3E-04 

Synthetic 1.0E03 

~ 2.0E03 

1.0E03 

~ 2.0E03 

1.0E03 

~ 2.0E03 

1.0E-02 

~ 2.0E-01 

 

表1给出了实验测试中用到数据集的统计信息. 其

中I、J、K分别表示上述张量数据三个模的大小.  

在整个实验测试过程中，除了特殊说明的情况

外，本文默认的数据集及参数设定如下：核心张量

模大小P=Q=R为3，张量划分数量p为11，遗忘因子

. 本文将3个真实数据集进行预处理，以模拟

真实数据随时间增长的情况. 具体来说，首先对真

实张量数据集根据时间模排序，而后分割得到增长

张量数据. 默认取前50%时间的数据为前一时刻t的

数据，50-60%时间的数据为当前时刻 相较前一

时刻增长的数据. 至于合成数据集Synthetic，默认使

用张量模大小I=J=K=1.0104、非零元素密度为1ă

的合成张量数据. 在此默认设定下，Synthetic数据集

中张量非零元素数量为1.0109. 与真实据集类似，

合成数据集Synthetic选择其中一个模排序，而后分

割得到前50%时间的数据为前一时刻 t的数据，

50-60%时间的数据为当前时刻 相较前一时刻

增长的数据. 在实验测试中，本文选取一个参数变

化，以测试该参数对实验方法性能的影响，并设其

余参数为默认值不变.  

本文的所有实验程序使用Scala语言编写，相关

实验代码公开发布于Github
3
. 实验测试环境为一套

由12台Dell服务器组成的Spark分布式集群(默认使

用1台作为Master主节点，其余11台作为Slave工作

节点)，服务器的配置为：英特尔至强CPU处理器

E5-2650 v4，128G内存，1T硬盘；Spark版本为2.4.4，

Hadoop版本为2.7.3，Scala版本为2.11.8，JDK版本

为1.8.0.  

5.2  实验结果与分析 

接下来，首先在第5.2.1节中通过与基准方法的

对比，验证本文所提出的DITTD方法的性能效率；

而后，在第5.2.2节中对影响DITTD方法性能的多个

参数设置进行测试，以验证本文所提出的DITTD方

法的可扩展性.  

                                                                 
3 https://github.com/Jessonky/DITTD 
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(d) 张量非零元素密度 

图5  Synthetic数据集上的对比结果 

 

5.2.1  性能测试实验 

如第2节张量分解的相关工作所述，当前未有

相关研究解决本文所讨论的分布式环境下多模增

长张量的Tucker分解问题. 唯一解决多模增长的张

量Tucker分解问题的eOTD算法[14]仅适用于单机环

境. 因此，本文将eOTD算法拓展至Spark分布式框

架中，实现了对比基准方法DeOTD. DeOTD同样基

于DITTD所使用的启发式张量划分方法进行增长

张量的划分，但DeOTD无法避免核心张量与因子矩

阵乘积的中间结果爆炸问题.  

本文考虑了4种不同的方法，分别标记为：

DITTD-GP 、 DITTD-M2P 、 DeOTD-GP 以 及

DeOTD-M2P，将本文所提出的DITTD与拓展的

DeOTD进行对比，后缀GP和M2P分别表示贪心张

量划分算法和最大-最小匹配张量划分算法. 图5给

出了4种方法在Synthetic数据集上的实验结果，测试

指标包括运行时间和中间结果通信量. 图5(a)和图

5(b)给出了Synthetic数据集上张量模大小变化的实

验结果. 其中，张量模大小I=J=K从1103增加至

20103
. 图5(c)和图5(d)给出了Synthetic数据集上张

量非零元素密度变化的实验结果. 其中，非零元素

密度从0.1ă变化至2ă.  

首先，从图5(a)和图5(b)中可以观察到4种方法

的运行时间与中间结果通信量均随张量模大小的

增大而快速增加；而从图5(c)和图5(d)中可以观察到

4种方法的运行时间与中间结果通信量均随非零元

素密度的增大而平稳增加. 这是因为随着张量模大 
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(d) Synthetic 

图6  不同增长张量大小的对比结果 

 

小的增大，各个方法处理的数据规模成指数级增

长；而张量非零元素密度的增大只线性地增加处理

的张量非零元素数量，且不影响张量模大小.  

其次，从图5中可以看到本文所提出的方法

DITTD显著地优于基准方法DeOTD. 具体地说，在

张量模大小变化时，DITTD比DeOTD平均加速了25

倍；在张量非零元素密度变化时，DITTD比DeOTD

平均加速了37倍. 此外，DITTD的中间结果通信量

均小于DeOTD. 其原因是DITTD基于转换优化后

的MTTKP行式计算策略有效地降低了中间结果计

算量和分布式工作节点间的通信量，从而提升了性

能效率.  

最后，从图5中可以观察到M2P划分算法的运

行时间仅比GP划分算法稍好，且二者的中间结果通

信量对应一致. 这是因为Synthetic数据集中非零元

素服从均匀分布，两种划分算法均能实现较均匀的

张量划分结果 . 另外，两种张量划分算法对应

DITTD与DeOTD的中间结果通信量分别相等 . 其

原因是两种张量划分算法仅仅影响各个分布式工

作节点的负载，而不影响分布式集群整体的中间结

果通信量.  

接下来，本文进一步在4个数据集上，考察本

文所提出的方法DITTD与基准方法DeOTD的性能

对比结果. 图6给出了增长张量大小变化情况下的

运行时间对比结果. 其中，前一时刻张量大小被固

定为完整张量数据的50%，而当前时刻张量大小从

完整张量数据的60%变化至100%.  
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首先，从图6中可以看到DeOTD在3个真实数据

集Book、Clothing和Netflix上均运行失败，仅仅在

Synthetic数据集上运行成功；而本文所提出的方法

DITTD在4个数据集上均能高效地运行，并在

Synthetic数据集上比基准方法DeOTD平均加速了21

倍. 其原因是DITTD使用转换优化后的MTTKP行

式计算策略，有效地避免了中间结果爆炸问题. 如

第4.2.1节所述，若更新因子矩阵时无法避免核心张

量与因子矩阵乘积的中间结果，则需要生成且处理

巨大的中间矩阵. 具体地说，对于Book和Clothing

数据集，中间矩阵的最大维度大小达到10
13；对于

Netflix数据集，中间矩阵的最大维度大小达到10
9；

对于Synthetic数据集，中间矩阵的最大维度大小达

到10
8
. 基准方法DeOTD无法避免核心张量与因子

矩阵乘积的中间结果爆炸问题，需要生成且处理前

述巨大的中间矩阵. 因此，DeOTD只能在中间矩阵

相对较小的Synthetic数据集上运行成功，而在其余3

个中间矩阵更巨大的真实数据集上运行失败.  

其次，从图6中可以观察到当前时刻张量的增

长规模从完整张量数据的10%(即50%-60%)变化至

50%(即50%-100%)时，DITTD以及DeOTD的运行时

间随之相应地增加. 这是因为随着张量增长规模的

增大，DITTD与DeOTD所需处理的数据量变大.  

最后，从图6中可以看到M2P划分算法在3个真 

实数据集Book、Clothing和Netflix上的运行时间均小

于GP划分算法. 这是因为3个真实数据集中的张量

非零元素与Synthetic数据集中的张量非零元素不

同，且不服从均匀分布. 在非零元素不均匀的情况

下，M2P算法使用最大-最小匹配策略能提供比GP

更均匀的划分结果. 接下来的第5.2.2节进一步深入

地讨论了这两种张量划分算法的特性.  

从上述的实验结果可以看出，本文所提出的方

法DITTD的性能效率比基准方法DeOTD提升了1个

数量级以上，并降低了分布式工作节点间的中间结

果通信量.  

5.2.2  可扩展性测试实验 

接下来，本文对影响DITTD性能的多个参数进

行测试，以验证其可扩展性. 具体包括：张量划分

算法以及遗忘因子 、前一时刻张量大小、核心张

量模大小、工作节点数量变化对DITTD的性能影响.  

(1)张量划分算法性能. 本小节首先评估张量划

分算法的性能. 从第5.2.1节的实验结果中可以看出

两种张量划分算法的性能与数据集中非零元素分

布是否均匀有关. 为此，本文引入了概率论和统计 

运行时间 - GP 运行时间 - M2P CoV - GP CoV - M2P  

运
行

时
间

/s

100

400

300

0

张量划分数量
11 3322 44 55

200 0.5

1

0

划
分

非
零

元
素

C
o
V

 

(a) Netflix (CoV=1.986) 
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(b) Synthetic (CoV=0.007) 

图7  张量划分算法性能 
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图8  CoV的影响 
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图9  遗忘因子 的影响 

 

学中的ñ变异系数ò概念来度量数据的离散程度. 变

异系数，又称离散系数(Coefficient of Variation，以

下简称为CoV)，是一个衡量数据离散程度的规一化

量度，其定义为标准差与平均值之比.  

图7给出了DITTD分别使用GP和M2P两种张量

划分算法在张量划分数量变化情况下的实验结果. 

其中，张量划分数量从11变化至55，使用的数据集

分别为Netflix(非零元素CoV为1.986)和Synthetic(非

零元素Cov为0.007). 首先，从图7的折线趋势可以

看出，DITTD的运行时间基本不受张量划分数量的

影响. 这说明DITTD的性能效率在不同张量划分数

量下表现较稳定，在选择张量划分数量时选择分布

式工作节点数量的整数倍即可.  

下面对比GP和M2P两种张量划分算法的效果.

图7(b)显示在Synthetic数据集上两种张量划分算法

的运行时间相近，且两种算法划分结果的CoV都较

小. 该实验现象的原因是Synthetic数据集服从均匀

分布，其中非零元素CoV较小，GP和M2P均能实现

较均匀的张量划分. 作为对比，图7(a)显示在Netflix

数据集上，M2P算法划分结果的CoV小于GP算法结

果，且M2P算法运行时间优于GP算法. 这是因为

M2P算法使用了最大-最小匹配策略，比GP算法更

能适应张量非零元素不均匀分布的情况(即非零元

素CoV较大的情况，如Netflix数据集).  

进一步地，本文合成了5组不同CoV大小的

Synthetic数据集，以测试两种张量划分算法的性能

特性. 这5组Synthetic数据集统一张量模大小I=J=K 
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(d) Synthetic 

图10  前一时刻张量大小(固定张量增长量)的影响 

 

=1.010
4、非零元素密度为1‰，非零元素CoV从0

变化至0.8.  

图8给出了GP和M2P两种张量划分算法在对应

不同CoV大小的Synthetic数据集上的实验结果(图8

的图例与图7一致). 从中可以看出，M2P算法划分

结果的CoV小于GP算法划分结果的CoV. 相应地，

M2P算法运行时间也略小于GP算法运行时间. 其

原因是M2P算法使用的最大-最小匹配策略比GP算

法使用的贪心策略更适用于不同离散程度(CoV)的

张量数据，能提供更均匀的张量划分结果，以更好

地保证分布式工作节点的负载均衡，从而提高算法

性能.  

(2)遗忘因子 的影响. 接下来，本文考察遗忘

因子 对DITTD方法运行性能的影响. 图9给出了

DITTD分别使用GP和M2P两种张量划分算法在

Synthetic数据集上的运行时间结果. 其中，遗忘因子

从0.1变化至0.9. 从中可以看到DITTD的运行时间

随遗忘因子 增大而保持不变. 这是因为遗忘因子

只控制多大程度地保留前一步所得信息，而不对

DITTD方法的计算量(运行时间)产生影响. 另外，从

图9中还可以观察到M2P算法的性能略优于GP算法

的性能，这与前述张量划分算法性能的实验分析结

论一致，不再赘述.  

(3)前一时刻张量大小的影响. 下面，本文测试

前一时刻张量大小对DITTD方法运行性能的影响. 

图10给出了DITTD在4个数据集上的运行时间结果. 

其中，当前时刻张量增长的比例固定为完整张量数

据的10%大小，前一时刻张量大小从完整张量数据 
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(d) Synthetic 

图11  核心张量模大小的影响 

 

的50%变化至90%. 从中可以看到在当前时刻张量

增长的规模固定时，DITTD的运行时间基本不受前

一时刻张量大小的影响. 这是因为DITTD的性能主

要与当前时刻张量的增长量有关. 当张量增长的规

模保持不变时，DITTD能提供性能稳定的增量式张

量Tucker分解.  

(4)核心张量模大小的影响. 下面，本文考察核

心张量模大小对DITTD方法运行性能的影响. 图11

给出了在4个数据集上，DITTD在核心张量模大小

P=Q=R从3增大至11情况下的运行时间结果. 从中

可以看到，随着核心张量模大小的增长，DITTD的

运行时间也相应增加. 这是因为核心张量模大小的

增长伴随着各个因子矩阵的增大，而核心张量以及

因子矩阵的增大给分布式的增量式张量Tucker分解

增加了计算量.  

(5)工作节点数量的影响. 最后，本文考察分布

式工作节点数量对DITTD方法运行性能的影响. 图

12给出了DITTD在工作节点数量从3变化至11情况

下的运行时间结果. 其中，使用的数据集为Synthetic. 

图 12(a) 使 用 相 对 前 50% 张 量 增 长 至 100% 的

Synthetic 张 量 数 据 ， 图 12(b) 使 用 模 大 小

I=J=K=20103的Synthetic张量数据. 可以观察到随

着工作节点数量的增加，DITTD的运行时间相应减

少；但随着工作节点数量的增加，运行时间减少的

幅度逐渐降低(参照图12中辅助虚线). 其原因是：随

着工作节点数量的增加，整个分布式集群的计算资

源增加，这加快了算法的运行；而随着工作节点数

量的增加，也为整个分布式集群带来了额外的任务 
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(b) Synthetic (I=20103) 

图12  工作节点数量的影响 

 

分配开销，这使得整体运行时间减少的相对幅度逐

渐降低.  

6 总结 

本文提出了一种分布式的增量式张量Tucker分

解方法DITTD，首次利用分布式框架高效地解决了

海量高维且动态增长张量的Tucker分解问题 . 

DITTD方法主要分为两个步骤，即增量式张量划分

和分布式Tucker分解计算. 在增量式张量的划分步

骤中，本文对多模增长的张量进行分类处理，并指

出最优张量划分问题是NP难的，而后给出基于贪心

策略以及最大-最小分配策略的启发式张量划分算

法，以尽可能地保证分布式节点的负载均衡. 在分

布式的增量式张量Tucker分解计算过程中，本文指

出当前增量式的张量Tucker分解方法存在中间结果

爆炸的瓶颈问题，并将其进行等价转换优化，以尽

可能少地产生中间结果. 同时，基于分布式的行式

计算优化策略，设计了新颖的分布式Tucker分解计

算算法，既减少了计算量又降低了网络通信量，以

达到算法性能提升的目的. 最后，在真实与合成数

据集上进行了全面的实验，实验结果验证了本文所

提出的DITTD方法的效率和可扩展性能. 此外，设

计高效的分布式的全量式张量Tucker分解方法也是

一个重要且值得研究的问题. 后续工作计划对其进

行深入地探索.  
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附录 1. 

接下来，在定理 2 中给出对更新公式(1)进行优化转化

的理论推导过程. 

定理 2. 等价  

. 

证明.  根据矩阵伪逆、张量-矩阵乘法、矩阵克罗内克

积以及因子酉矩阵的性质，可以有以下推导： 
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Background 

Tensor Tucker decomposition is a fundamental machine 

learning method for multi-dimensional data analysis, which 

aims at discovering the latent representations for the given 

tensor. It is widely applied in many real-life applications, such 

as recommendation systems, image compression, computer 

vision, etc. 

Nowadays, the overwhelmingly increasing data brings 

new challenges to traditional tensor decomposition. Many 

traditional tensor decomposition methods are only suitable for 

static data and not efficient for dynamic incremental data. This 

is because those traditional methods could only re-compute the 

whole tensor decomposition from scratch whenever data grows. 

Besides, several incremental tensor Tucker decomposition 

methods have been proposed for one-mode incremental tensor. 

However, the tensor in real life could be developed in multiple 

modes. There is only one method suitable for multi-mode 

incremental tensor Tucker decomposition. Nevertheless, all the 

existing incremental tensor Tucker decomposition methods are 
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designed for the centralized environment, and thus, they are not 

suitable for large-scale dynamic incremental data. Considering 

the continuous expansion nature of data, it requires an efficient 

distributed incremental tensor Tucker decomposition method. 

This paper proposes a Distributed Incremental Tensor 

Tucker Decomposition method, i.e., DITTD, which is the first 

attempt to tackle this problem. First, DITTD divides the 

incremental tensor based on its positional relationship with the 

previous one. Then, DITTD tries to achieve the load balancing 

among the workers in the distributed environment. It requires 

that DITTD generates the partitioning result for the incremental 

tensor, such that the number of non-zero elements in each 

tensor partition is equal. However, the optimal tensor 

partitioning problem is NP-hard. Thus, DITTD utilizes two 

heuristic tensor partitioning methods, i.e., Greedy tensor 

Partitioning algorithm (GP for short) and Max-min Matching 

tensor Partitioning algorithm (M2P), to partition the 

incremental tensor as well as possible. After the tensor 

partitioning, DITTD provides a novel incremental Tucker 

decomposition computation method to avoid the explosion of 

intermediate data of Tucker decomposition. This method 

provides an equivalent conversion for the update rule of factor 

matrices and designs a row-wise computation strategy for the 

distributed Tucker decomposition. Based on the 

above-mentioned techniques, DITTD can reduce the 

computation of intermediate data and the network 

communication among the workers. Thus, DITTD improves the 

efficiency of the distributed Tucker decomposition for 

incremental tensor. Finally, extensive experiments on both real 

and synthetic data sets demonstrate the efficiency and 

scalability of DITTD. 
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