
 计  算  机  学  报  

2020 CHINESE JOURNAL OF COMPUTERS Online 

——————————————— 

本课题得到国家科技创新计划(2019AAA0103502)、国家自然科学基金(No. 61872206)资助. 谢雨洋，博士研究生，主要研究领域为数据挖掘、矩阵算

法. E-mail:xyy18@mails.tsinghua.edu.cn. 冯栩，博士研究生，主要研究领域为矩阵算法. E-mail: fx17@mails.tsinghua.edu.cn. 喻文健(通信作者)，博士，

副教授，计算机学会(CCF)会员（10183S），主要研究领域为集成电路计算机辅助设计、矩阵算法. E-mail: yu-wj@tsinghua.edu.cn. 唐杰，博士，教授，

计算机学会(CCF)会员，主要研究领域为数据挖掘与知识工程. E-mail: jietang@tsinghua.edu.cn. 

基于随机化矩阵分解的网络嵌入方法 

谢雨洋 1), 2)
  冯栩 1), 2)

  喻文健 1), 2)
  唐杰 1), 2)

 

1)
(清华大学计算机科学与技术系 北京 100084) 

2)
(北京信息科学与技术国家研究中心 北京 100084) 

 

摘  要 随着互联网的普及，越来越多的问题以社交网络这样的网络形式出现。网络通常用图数据表示，由于图数据处理

的挑战性，如何从图中学习到重要的信息是当前被广泛关注的问题。网络嵌入就是通过分析图数据得到反映网络结构的特征

向量，利用它们进而实现各种数据挖掘任务，例如边预测、节点分类、网络重构、标签推荐和异常检测。最近，基于矩阵分

解的网络嵌入方法 NetMF 被提出，它在理论上统一了多种网络嵌入方法，并且在处理实际数据时表现出很好的效果。然而，

在处理大规模网络时，NetMF 需要极大的时间和空间开销。本文使用快速随机化特征值分解和单遍历奇异值分解技术对

NetMF 进行改进，提出一种高效率、且内存用量小的矩阵分解网络嵌入算法 eNetMF。首先，我们提出了适合于对称稀疏矩

阵的随机化特征值分解算法 freigs，它在处理实际的归一化网络矩阵时比传统的截断特征值分解算法快近 10 倍，且几乎不损

失准确度。其次，我们提出使用单遍历奇异值分解处理 NetMF 方法中高次近似矩阵从而避免稠密矩阵存储的技术，它大大

减少了网络嵌入所需的内存用量。最后，我们提出一种简洁的、且保证分解结果对称的随机化单遍历奇异值分解算法，将它

与上述技术结合得到 eNetMF 算法。基于 5 个实际的网络数据集，我们评估了 eNetMF 学习到的网络低维表示在多标签节点

分类和边预测上的有效性。实验结果表明，使用 eNetMF 替代 NetMF 后在后续得到的多标签分类性能指标上几乎没有损失，

但在处理大规模数据时有超过 40 倍的加速与内存用量节省。在一台 32 核的机器上，eNetMF 仅需约 1.3 个小时即可对含一

百多万节点的 YouTube 数据学习到网络嵌入，内存用量仅为 120GB，并得到较高质量的分类结果。此外，最近被提出的网

络嵌入算法 NetSMF 由于图稀疏化过程的内存需求太大，无法在 256GB 内存的机器上处理两个较大的网络数据，而 ProNE

算法则在多标签分类的结果上表现不稳定，得到的 Macro-F1 值都比较差。因此，eNetMF 算法在结果质量上明显优于 NetSMF

和 ProNE 算法。在边预测任务上，eNetMF 算法也表现出与其他方法差不多甚至更好的性能。 
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Abstract   With the popularity of the Internet, more and more problems appear in the form of networks such as 

social networks. Networks are often organized by graph data and it is widely accepted that graph data is 

sophisticated and challenging to deal with. Therefore, how to learn important information from the graph is 

currently a widespread concern. Network embedding, which aims to learn latent representations for networks, is 
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an important field in data mining. The result of network embedding should preserve network structure and can be 

used as the features for further applications on data mining tasks like link prediction, node classification, network 

reconstruction, tag recommendation and anomaly detection. Skip-gram based algorithms like DeepWalk, LINE, 

node2vec have been commonly considered as powerful benchmark solutions for evaluating network embedding 

research. Recently, network embedding as matrix factorization (NetMF) was proposed. It shows that DeepWalk is 

actually implicitly factorizing a network’s normalized Laplacian matrix, and LINE, in theory, is a special case of 

DeepWalk. NetMF theoretically unifies several network embedding methods and shows its superiority when 

processing the real network data. However, the excessive runtime and storage of NetMF limits its usage on 

large-scale data. In this work, we use fast randomized eigenvalue decomposition (EVD) and single-pass singular 

value decomposition (SVD) to improve NetMF and present an efficient randomized matrix factorization based 

network embedding algorithm (eNetMF). Firstly, we propose a fast randomized EVD algorithm (freigs) for sparse 

matrix. It is about 10X faster than traditional truncated EVD algorithms for the normalized network matrix, while 

keeping accuracy. Secondly, we propose to use single-pass SVD approach to process high-order proximity matrix 

in the NetMF, so that we can avoid storing the large dense matrix and largely reduce the memory cost for network 

embedding. Thirdly, we propose a simplified, randomized single-pass SVD algorithm that guarantees a symmetric 

decomposition result. Combining the above techniques, we finally obtain the eNetMF algorithm. With five real 

network datasets, we evaluate the efficiency and effectiveness of the eNetMF algorithm on multi-label node 

classification and link prediction, commonly used tasks for network embedding evaluation. Experimental results 

show that in terms of the metrics Macro-F1 and Micro-F1, the embedding generated by eNetMF has the same 

performance as NetMF in multi-label node classification. For a large-scale graph data, eNetMF exhibits more than 

40X acceleration and memory usage saving over NetMF. On a machine with 32 cores, eNetMF takes only 1.3 

hours and 120GB memory to learn a good network embedding for the largest test data (YouTube) which has more 

than one million nodes. In addition, due to the memory cost of spectral sparsification, the recently proposed 

network embedding algorithm NetSMF cannot handle two large network data on a machine with 256GB memory, 

while the ProNE algorithm produces unstable results of multi-label node classification. To be precise, Macro-F1 

obtained with ProNE is generally poor. Therefore, the eNetMF algorithm is advantageous to the NetSMF and 

ProNE algorithms in terms of performance. In the link prediction task, the eNetMF algorithm achieves better or 

comparable performance when compared to other baselines. 

Key words  network embedding; network representation learning; randomized eigenvalue decomposition; 

single-pass singular value decomposition; multi-label node classification 

 

1   引言 

社交网络等大规模复杂网络的挖掘与智能分

析是当前的研究热点。这种网络包括微信、微博用

户之间通过好友关系和互相联动形成的在线社交

网络、学术论文之间的引用关系形成的网络[1]，等

等。进行图数据挖掘主要有图卷积网络和网络嵌入

两种方法。网络嵌入一般不考虑节点的属性，侧重

于学习节点的拓扑结构，而图卷积网络可以将节点

的属性作为特征一起学习，对于属性敏感的实验数

据，图卷积网络的效果要更好，但由于很多网络数

据缺少节点属性特征，图卷积网络对此类数据节点

拓扑结构的学习不如网络嵌入，因此网络嵌入在图

数据挖掘中占有很重要的地位。应用网络嵌入的方

法对网络进行分析，首先要将网络用图的邻接矩阵

表示。接下来，还要将网络中的每个节点映射到一

个低维稠密实数向量上，这样可以很好地保存节点

的拓扑结构信息，同时有利于使用机器学习等智能

处理方法进行后续分析。因此网络嵌入的目标就是

将网络映射到潜在的低维空间，得到网络节点的低

维表示[2]。研究表明，网络嵌入技术可以促进各种

网络分析与应用[3]，例如边预测、节点分类、网络
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重构、标签推荐和异常检测。通常，基于传统拓扑

的网络表示直接使用对应图的邻接矩阵，但这可能

包含噪声或冗余信息。若使用网络嵌入技术，每个

节点都由包含潜在信息的向量表示，因此许多网络

分析中的迭代或组合的问题可以通过计算映射函

数，距离度量或嵌入向量运算的方式解决，从而避

免了高复杂度。 

主要的网络嵌入方法包括 DeepWalk
[3] 、

LINE
[4]、node2vec

[5]、metapath2vec
[6] 等，它们都是

基于 skip-gram的模型。最近，文献[7]指出DeepWalk

和 LINE 都可以看成是基于矩阵分解的技术，并提

出了一种基于矩阵分解的网络嵌入方法 NetMF，基

于它在后续进行网络节点多标签分类时表现出比

使用 DeepWalk 和 LINE 更好的性能。然而，NetMF

在处理超大规模网络时需要巨大的内存开销和计

算成本，这主要是由于它得到的高次近似矩阵是稠

密的。后续，人们基于谱图稀疏化理论对 NetMF

进行了改进，得到了利用谱图稀疏化理论和稀疏矩

阵分解的网络嵌入方法 NetSMF
[8]和 ProNE

[9]，这使

得处理超大规模网络成为可能。但是，稀疏化矩阵

的过程仍然需要大量的内存，这使得 NetSMF 的应

用受到一定的限制，而 ProNE 得到的网络嵌入在应

用时的效果也存在不稳定的问题。 

另一方面，牺牲少量准确度的随机化低秩矩阵

分解方法由于其适用于现代计算机体系结构和某

些大数据应用场景正得到越来越多的关注[10][11]。本

文将随机化矩阵分解技术与网络嵌入方法 NetMF

相结合，提出了一种快速、节省内存、且保证准确

度的网络嵌入算法 eNetMF。具体的创新点如下： 

 提出使用单遍历奇异值分解处理 NetMF 方法中

高次近似矩阵从而避免存储此稠密矩阵的思路，

显著减少了 NetMF 方法所需的内存开销。 

 提出针对稀疏对称矩阵的随机化特征值分解算

法，并调节需进行特征值分解的归一化网络矩阵

奇异值衰减速度，从而在保证准确性的同时显著

加快了 NetMF 方法中高次近似矩阵的构造。 

 提出一种简洁的、且保证分解结果对称的随机化

单遍历奇异值分解算法，将它用于 NetMF 算法

中减少了计算时间、又保证了网络嵌入的质量。 

实验结果表明，在相对较大的真实数据集上，

随机化特征值分解算法比传统截断特征值分解算

法快 10 倍，几乎没有误差。而进行网络嵌入后再

做节点多标签分类和边预测的实验中，eNetMF 算

法在保持 NetMF 结果质量的同时大大减少了其计

算时间与内存用量。例如，对 Flickr 数据 eNetMF

的运行时间和内存用量分别为 NetMF 的 1/41 和

1/46，而对于节点数超过 1 百万、NetMF 与 NetSMF

由于内存需求太大无法处理的 YouTube 数据，

eNetMF 只需 1.3 个小时和 120GB 内存开销即可得

到网络嵌入，并取得很好的多标签分类结果。 

2   相关工作 

 近年来兴起的网络嵌入的研究起源于自然语言

处理领域的表示学习[12]，该类问题的研究可以追溯

到谱图理论[13]，社交维度学习[14]等研究。随着该领

域的发展，很多网络嵌入的方法都旨在建模节点的

相似性。谱网络嵌入方法和谱降维方法相关，例如

快速近似谱聚类方法[15]和拉普拉斯特征映射方法
[16]。受 word2vec 模型[12]的启发，一类基于 skip-gram

模型的方法被提出，并有很好的性能，例如

DeepWalk
[3]、LINE

[4]、node2vec
[5]、metapath2vec

[6]

等模型。最近，受词嵌入问题转化为矩阵分解的启

发[17]，文献[7]指出基于 skip-gram 这一类的方法可

以转化成矩阵分解问题。通过将随机游走的过程建

模成矩阵的乘法，然后在近似的高阶矩阵上做奇异

值分解，可以得到网络节点的低维表示。并且，其

中提出的 NetMF 方法在设置较大窗口大小参数时

可以得到高质量的网络嵌入，基于它再做网络节点

多标签分类时表现出比使用 DeepWalk 和 LINE 更

好的性能。 

除了文献[7]的 NetMF 方法外，其他基于矩阵

分解的网络嵌入模型还包括 GraRep
[18]、HOPE

[19]、

TADW
[20]和 DHPE

[21]，其中 GraRep 模型考虑整合

高次相似度矩阵来获取节点的相似度信息，但巨大

的计算量和内存开销限制了其在大规模网络上的

应用，HOPE 模型可以应用于有向图的场景，TADW

模型可以应用于节点带有特征信息的数据，DHPE

模型可以应用于动态网络的场景。最近，也有几个

NetMF 方法的改进算法被提出。NetSMF
[8]通过引入

谱图稀疏化方法使得模型可以运行得较快，不过仍

然需要较大的运行内存。ProNE
[9]方法通过交换随

机游走和矩阵分解的过程，先对稀疏矩阵分解得到

节点的低维表示，然后再对节点的低维表示做信息

传播增强，这样大大降低了整体的计算复杂度。然

而，在后续使用节点低维表示的应用任务（如多标

签分类）中，ProNE 的性能很不稳定，往往比 NetMF

的结果差。 
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3   技术背景 

在本文中，为了方便描述算法，我们采用

Matlab 所使用的方法来指定矩阵的部分元素。 

3.1   奇异值分解和特征值分解 

矩阵𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛的奇异值分解(SVD)可以表示

为： 

𝑨 = 𝑼𝜮𝑽𝑇   , # 1  

其中𝑼 = [𝒖𝟏,𝒖𝟐,⋯ ]和𝑽 = [𝒗𝟏,𝒗𝟐,⋯ ]是分别包含

左右奇异向量的正交矩阵。对角矩阵𝜮包含了矩阵𝑨

的奇异值(𝜎1,𝜎2,⋯ )。设𝑼𝑘和𝑽𝑘分别是𝑼和𝑽的前𝑘

列，对角矩阵𝜮𝑘包含矩阵𝑨的前𝑘个最大的奇异值，

矩阵𝑨的截断 SVD 可以表示为𝑨𝑘，即： 

𝑨 ≈ 𝑨𝑘 = 𝑼𝑘𝜮𝑘𝑽𝑘
𝑇   . # 2  

𝑨𝑘也是初始矩阵𝑨的最佳秩𝑘近似[22]。 

 若𝑨为对称矩阵，它存在如下形式的特征值分解

(EVD)： 

𝑨 = 𝑼𝜦𝑼𝑇   , # 3  

其中𝜦为对角阵，其对角元为𝑨的特征值，正交矩阵

𝑼的各列是𝑨的特征向量。由于实对称阵的特征值均

为实数，只需将公式(3)中𝜦的负对角元取相反数、

然后将𝑼𝑇的相应行也取相反数，公式(3)即可变成𝑨

的奇异值分解，其中𝑼的各列是𝑨的左奇异向量。 

类似于截断奇异值分解，由公式(3)也可以得到

截断特征值分解： 

𝑨 ≈ 𝑨ℎ = 𝑼ℎ𝜦ℎ𝑼ℎ
𝑇   , # 4  

其中对角阵𝜦ℎ为ℎ × ℎ的对角阵，对角元为ℎ个绝对

值最大、或代数值最大的特征值，𝑼ℎ为𝑼中与这些

特征值相应的特征向量组成的矩阵。计算截断特征

值分解的传统算法为 ARPACK 算法[23]，其具体实

现包括 Matlab 中的 eigs 命令和 Python 的 eigs、eigsh

命令等，它们特别适合处理稀疏矩阵。 

3.2   基于矩阵分解的网络表示 

本文的主要目的是提出一种 NetMF 算法的改

进版本，它能够显著减少 NetMF 算法的内存用量和

计算时间。由于 NetMF 算法是针对无向图的网络嵌

入方法，我们提出的方法也只考虑无向图、即对称

稀疏矩阵。我们用𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑨)表示一个无向网络，

其中𝑉表示顶点集，𝐸表示边的集合，𝑨表示𝐺的邻

接矩阵。网络嵌入的目标是学习到一个投影，该投

影可以映射每一个顶点到一个𝑘维向量(𝑘 ≪ 𝑛)，使

得可以保存它的结构属性信息，进而这种网络表示

被提供给后续的网络分析使用，例如边预测和节点

分类等。 

最近，基于矩阵分解的网络嵌入显示出它在网

络表示上的优越性。DeepWalk 是一个近年来被广

泛承认的网络嵌入模型，随机游走的长度对

DeepWalk 模型的实验结果有影响。该参数越大，

随机游走得越远且更多较远的点也会被认为是当

前节点相似的节点，但一定程度上也相当于放宽相

似性约束，可能会引入一些噪声，因此如何设置这

个参数使得实验结果更好并没有普遍适用的结论。

文献[7]揭示了当 DeepWalk 里的随机游走的长度达

到无穷大时，它相当于是对矩阵 

𝑡𝑟𝑢𝑛𝑐_𝑙𝑜𝑔° 
𝑣𝑜𝑙 𝐺 

𝑏𝑞
  𝑫−1𝑨 𝑟𝑫−1

𝑞

𝑟=1

 # 5  

作分解，其中𝑡𝑟𝑢𝑛𝑐_𝑙𝑜𝑔°表示矩阵的每个元素和 1

取最大值后再取𝑙𝑜𝑔，即 

𝑡𝑟𝑢𝑛𝑐_𝑙𝑜𝑔°(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔 𝑚𝑎𝑥 1,𝑥   . # 6  

公式(5)的参数𝑫为邻接矩阵𝑨生成的对角阵，其对

角元𝑑𝑖𝑖 =  𝑨𝑖𝑗𝑗 ，𝑣𝑜𝑙 𝐺 =   𝑨𝑖𝑗𝑗𝑖 ，而参数𝑞和

参数𝑏分别表示窗口大小和 skip-gram模型里负采样

的大小。在下面的工作里，我们考虑带有较大的窗

口大小的情况，比如 DeepWalk 默认的情况下𝑞=10。

文献[7]提出的 NetMF给基于 skip-gram的网络嵌入

方法奠定了理论基础，使得网络嵌入模型有更强的

可解释性。算法 1 描述了处理较大窗口的 NetMF

算法[7]。 

算法 1.  NetMF. 

输入：邻接矩阵𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛 , 特征值截断参数ℎ，奇异值截断

参数𝑘，窗口大小𝑞。 

输出：网络嵌入𝑬 ∈ ℝ𝑛×𝑘。 

1． 截断特征值分解：𝑫−1/2𝑨𝑫−1/2 ≈ 𝑼ℎ𝚲ℎ𝑼ℎ
𝑇 

2． 构造矩阵𝑴 =  𝑫−1 2 𝑼ℎ( 𝚲ℎ
𝑟𝑞

𝑟=1 )𝑼ℎ
𝑇𝑫−1 2  

3． 计算𝑴 = 𝑡𝑟𝑢𝑛𝑐_𝑙𝑜𝑔°⁡(
𝑣𝑜𝑙  𝐺 

𝑏𝑞
𝑴) 

4． 截断奇异值分解：𝑴 ≈ 𝑼𝑘𝜮𝑘𝑽𝑘
𝑇 

5． 返回𝑬 = 𝑼𝑘𝚺𝑘
1/2 

 然而，当直接应用 NetMF 算法到大规模的数据

集上时存在一些问题。首先，在算法 1 第 1 步，对

矩阵𝑫−1/2𝑨𝑫−1/2做截断特征值分解，但直接计算

特征值分解需要很长的时间。算法 1 的第 2、4 步

也需要花费较多的时间，且第 2 步存储大的稠密矩

阵𝑴是很有挑战性的。比如，当网络节点数𝑛为 110

万时，稠密矩阵𝑴的存储量超过 8T 字节，这使得

该算法很难应用到大型网络分析当中。 
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3.3   随机化奇异值分解有关技术 

 基础的随机化奇异值分解算法[10]可以用来计算

近似的截断 SVD，该算法如算法 2 所示。 

算法 2.  基础随机化奇异值分解. 

输入：矩阵𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛，奇异值截断参数𝑘，幂迭代参数𝑝，

过采样参数𝑠。 

输出：𝑼 ∈ ℝ𝑚×𝑘 ,𝜮 ∈ ℝ𝑘×𝑘 ,𝑽 ∈ ℝ𝑛×𝑘。 

1. 𝜴 = 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛, 𝑘 + 𝑠) 

2. 𝑸 = 𝑜𝑟𝑡ℎ(𝑨𝜴) 

3. 𝐹𝑂𝑅 𝑖 = 1,2,⋯𝑝 𝐷𝑂 

4.     𝑮 = 𝑜𝑟𝑡ℎ(𝑨𝑇𝑸) 

5.     𝑸 = 𝑜𝑟𝑡ℎ(𝑨𝑮) 

6. END FOR 

7. 𝑩 = 𝑸𝑇𝑨 

8.  𝑼 ,𝜮,𝑽 = 𝑠𝑣𝑑(𝑩) 

9. 𝑼 = 𝑸𝑼  

10. 𝑼 = 𝑼 : ,1:𝑘 ,𝜮 = 𝜮 1: 𝑘, 1:𝑘 ,𝑽 = 𝑽(: ,1:𝑘) 

 在算法 2 中，𝜴是一个高斯随机矩阵，参数𝑠使

得采样矩阵𝜴超过𝑘列以获得更好的计算结果。矩阵

𝑸的列包含了𝑨列空间的主要基，因此𝑨 ≈ 𝑸𝑩 =

𝑸𝑸𝑇𝑨，然后对一个(𝑘 + 𝑠) × 𝑛大小的矩阵𝑩使用

SVD，就可以得到矩阵𝑨的近似截断 SVD。算法 1

的第 3～6 步为幂迭代技术[10]，应用它之后相当于

计算矩阵(𝑨𝑨𝑇)𝑝𝑨的奇异向量，由于(𝑨𝑨𝑇)𝑝𝑨的奇

异值衰减比原始矩阵𝑨快得多，使用幂迭代后再做

随机化奇异值分解可以使结果更接近最佳秩 k 近

似。幂迭代过程中的正交化𝑜𝑟𝑡ℎ()可减轻浮点数计

算的舍入误差影响，这个正交化操作通过 QR 分解

来实现。随机化奇异值分解算法在很高概率下能保

证： 

 𝑨 −𝑸𝑸𝑇𝑨 =  𝑨 − 𝑼𝜮𝑽𝑇 ≤  1 + 𝜖  𝑨 − 𝑨𝑘 #,  7  

其中𝑨𝑘是矩阵𝑨的最佳秩𝑘近似，𝜖是一个误差阈值。 

对于实对称阵𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛，对算法 2 稍作修改就

可以得到截断特征值分解[10]。此时算法 2 中的矩阵

𝑸表示了𝑨的行空间和列空间的主要基，因此， 

𝑨 ≈ 𝑸𝒁𝑸𝑇 = 𝑸𝑸𝑇𝑨𝑸𝑸𝑇   . # 8  

对实对称阵𝒁 = 𝑸𝑇𝑨𝑸做截断特征值分解，然后将

分解结果代入(8)就可以得到矩阵𝑨的近似截断特征

值分解。 

应当指出，由公式 (8)得到的算法相比基于

𝑨 ≈ 𝑸𝑸𝑇𝑨的算法其低秩近似效果差一些。对于对

称矩阵，Tropp 等人最近提出了基于𝑸𝑸𝑇𝑨形式的近

似、且保证结果仍为对称矩阵的方法[24]，它对原矩

阵的近似程度更好。基于算法 2 得到的矩阵𝑸、𝑩，

即得到原矩阵𝑨的近似矩阵𝑨 = 𝑸𝑩，文献[24]指出， 

𝑨 𝑠𝑦𝑚 =
1

2
 𝑨 + 𝑨 𝑇 =

1

2
 𝑸𝑩+ 𝑩𝑇𝑸𝑇   # 9  

为对𝑨近似程度更好的对称矩阵。根据[25]，𝑨 𝑠𝑦𝑚是

𝑨 到所有 n 阶实对称阵形成的凸集上的投影，由于𝑨

本身也在这个凸集内，则根据[26]一定有： 

 𝑨 − 𝑨 𝑠𝑦𝑚  𝐹 ≤  𝑨 − 𝑨
  

𝐹
 . # 10  

并且，对𝑨 𝑠𝑦𝑚再做低秩近似得到的结果也比𝑨 的结

果更准确[24]。 

此外，文献[27]提出了一种单遍历奇异值分解算法，

它在数学上与幂迭代参数𝑝 = 0的算法 2 等价，但只

需要对矩阵𝑨访问一遍，特别适合于在内存受限的

情况下处理大型的稠密矩阵、或者高效率地处理流

数据。针对大型稀疏矩阵，文献[28]提出了高效率

的随机化 SVD 算法，它与算法 2 在数学上等价，

但使用了多种加速技巧可使得对实际大型稀疏矩

阵的处理时间缩小 9 倍。这些加速技巧主要包括： 

(1).利用特征值分解来快速计算细长条矩阵的

SVD 和 QR 分解，即使用 eigSVD 算法[28]。 

(2).在幂迭代过程中，每隔一次矩阵乘法之后再

做正交化操作。 

(3).幂迭代中可使用 LU 分解替代 QR 分解。 

4   基于高效矩阵分解的网络嵌入方法 

 在这一节，我们首先给出利用随机化矩阵分解

技术提高 NetMF 方法处理大型网络的效率的主要

思路，然后依次提出针对稀疏实对称阵的快速随机

化特征值分解、矩阵𝑴的高效率构造与隐式存储、

以及快速单遍历奇异值分解这三项技术，最后给出

算法 eNetMF 的完整描述，并做计算量分析。 

4.1   基本思想 
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可粗略地将 NetMF 方法分为三个主要步骤：用

截断特征值分解归一化网络矩阵来近似矩阵、基于

特征值分解构造高次近似矩阵𝑴、计算𝑴 矩阵的截

断奇异值分解。对于大型网络，第一步和第三步都

无法使用传统的矩阵分解算法来实现，它们需要巨

大的运行时间，而第二步不但有很大的计算量，而

且形成的稠密矩阵造成巨大的内存开销，也给第三

步的执行带来困难。 

首先我们可以使用随机化特征值分解算法来

代替 NetMF 方法的第一个主要步骤，在几乎不损失

准确度的情况下减少其计算量。其次，为了解决大

型稠密矩阵𝑴或𝑴 给内存量带来的挑战，我们提出

高次近似矩阵的高效率构造方法以及不显式存储𝑴

和𝑴 ，然后采用单遍历随机化 SVD 算法近似计算奇

异值分解的思路，这样极大地减少了整个算法的内

存用量，同时我们还提出快速、准确的单遍历奇异

值分解技术保证最终网络嵌入的结果有足够的准

确度。 

本文提出的 eNetMF算法的流程图如图1所示，

图中上排实线框表示本文提出的 eNetMF 算法的主

要步骤，下排虚线框表示 NetMF 算法的主要步骤。 

4.2   针对稀疏实对称阵的快速随机化特征值分解 

 我们将文献[28]提出的适用于稀疏矩阵加速分

解的技巧与文献[24]提出的对称矩阵随机化特征值

分解算法结合，得到算法 3。其中，𝑙𝑢表示对矩阵

做 LU 分解。 

算法 3.  快速随机化特征值分解(freigs). 

输入：矩阵𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛，特征值截断参数𝑘，幂迭代参数𝑝，

过采样参数𝑠。 

输出：𝑼 ∈ ℝ𝑛×𝑘 ,𝜦 ∈ ℝ𝑘×𝑘。 

1. 𝜴 = 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛, 𝑘 + 𝑠) 

2. 𝒀 = 𝑨𝜴 

3.  𝑸, ~, ~ = 𝑒𝑖𝑔𝑆𝑉𝐷 𝒀  

4. FOR 𝑖 = 1,2,⋯𝑝 DO 

5.     IF 𝑖 < 𝑝 THEN 

6.          𝑸, ~ = 𝑙𝑢(𝑨 𝑨𝑸 ) 

7.     ELSE 

8.          𝑸, ~, ~ = 𝑒𝑖𝑔𝑆𝑉𝐷(𝑨 𝑨𝑸 ) 

9. END FOR 

10. 𝒁 = [𝑸,𝑨𝑸] 

11.  𝑷,𝑻 = 𝑞𝑟 𝒁  

12. 𝑻1 ,𝑻2分别是矩阵𝑻的前𝑘 + 𝑠列和后𝑘 + 𝑠列 

13. 𝑺 =  𝑻1𝑻2
𝑇 + 𝑻2𝑻1

𝑇 /2 

14.  𝑼 ,𝜦  = 𝑒𝑖𝑔(𝑺) 

15. 𝑖𝑛𝑑为𝚲 中𝑘个最大的特征值的位置索引集合 

16. 𝑼 = 𝑷𝑼  : , 𝑖𝑛𝑑 ,𝜦 = 𝜦 (𝑖𝑛𝑑, 𝑖𝑛𝑑) 

算法 3 的第 10~14 步基于如下推导。由于 

𝑨 𝑠𝑦𝑚 =
1

2
 𝑸𝑩+ 𝑩𝑇𝑸𝑇 =

1

2
 𝑸,𝑩𝑇  

𝑩
𝑸𝑇
 ,  11  

如果对 𝑸,𝑩𝑇 =  𝑸,𝑨𝑸 做精简的 QR 分解， 

 𝑸,𝑩𝑇 = 𝑷 𝑻1,𝑻2   , # 12  

其中𝑷为列正交阵， 𝑻1,𝑻2 为上三角方阵且𝑻1和𝑻2

维度一样，则： 

𝑨 𝑠𝑦𝑚 =
1

2
𝑷 𝑻1,𝑻2  

 𝑷𝑻2 
𝑇

 𝑷𝑻1 
𝑇 =

1

2
𝑷 𝑻1𝑻2

𝑇 + 𝑻2𝑻1
𝑇 𝑷𝑇 . 

(13) 

记𝑺 =
1

2
 𝑻1𝑻2

𝑇 + 𝑻2𝑻1
𝑇 ，对𝑺作特征值分解，再代入

图 1 eNetMF 算法的流程图（下排虚线框为 NetMF 算法中相应的步骤） 
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(13)式即得到𝑨 𝑠𝑦𝑚的特征值分解，进而得到原矩阵

𝑨的近似特征值分解。 

下面进行算法计算量和空间开销的分析。设

𝑙 = 𝑘 + 𝑠，算法 3 的第 2 步的浮点运算次数是

𝑂(𝑛𝑛𝑧 𝑨 𝑙)，𝑛𝑛𝑧 𝑨 为𝑨中非零元素的数目。根据

文献[28]，第 3~9 步的浮点运算次数为𝑂(𝑝(𝑛𝑙2 +

𝑛𝑛𝑧 𝑨 𝑙))，第 10 步需要𝑂(𝑛𝑙 + 𝑛𝑛𝑧 𝑨 𝑙)次浮点运

算，第 11~16 步则需要𝑂(𝑙3 + 𝑛𝑙2)次浮点运算。通

常情况下，𝑙远小于网络顶点数 n，算法 3 的浮点运

算次数为𝑂 𝑝 𝑛𝑛𝑧 𝑨 𝑙 + 𝑛𝑙2  。考虑到幂迭代参数

𝑝与过采样参数 s 均为不大的常数，而由于大规模

网络的稀疏性，𝑛𝑛𝑧 𝑨 也不超过 n 的某个常数倍，

算法 3 的时间复杂度为𝑂 𝑛𝑛𝑧 𝑨 𝑘 + 𝑛𝑘2 ，其中 k

为特征值截断参数。这与 Matlab 中 eigs 命令的复

杂度一样，但由于随机化算法中的运算更适合于当

前的计算机体系结构，算法 3 的运行时间比 eigs 显

著缩短，后面的实验结果将验证这一点。此外，上

述分析也表明算法 3 的时间复杂度与矩阵规模呈线

性关系。 

在空间复杂度方面，矩阵𝑨采用稀疏矩阵方式

存储，而算法涉及的稠密矩阵维数都不超过𝑛 × 𝑙或

𝑙 × 𝑛，所以算法3的空间复杂度为𝑂 𝑛𝑛𝑧 𝑨 + 𝑛𝑘 ，

也与矩阵规模呈线性关系。 

4.3   矩阵𝑴的高效率构造与隐式存储 

在 NetMF 方法中，𝑫−1/2𝑨𝑫−1/2的特征值范围

在[−1, 1]区间内[7]，对于大型矩阵来说这意味着该

矩阵的奇异值衰减趋势比较缓慢。随机化算法在处

理奇异值衰减缓慢的矩阵时，得到计算结果的近似

误差较大。为了缓解它给矩阵近似准确度带来的问

题，我们提出在保证算法 1 第 2 步矩阵𝑴不变的同

时修改计算截断特征值分解的矩阵，通过对一个奇

异值衰减较快的矩阵计算截断特征值提高准确度。

具体地， 

  𝑫−1𝑨 𝑟𝑫−1

𝑞

𝑟=1

= 𝑫−1+𝛼𝑫−𝛼𝑨   𝑫−1𝑨 𝑟−1

𝑞

𝑟=1

 𝑫−𝛼𝑫−1+𝛼 ,    14  

其中𝛼 ∈ (0, 1)。如果对矩阵𝑫−α𝑨𝑫−𝛼执行截断特征

值分解，即： 

𝑫−α𝑨𝑫−𝛼 ≈ 𝑮ℎ𝑯ℎ𝑮ℎ
𝑇   . # 15  

将式(15)代入式(14)当中，得 

  𝑫−1𝑨 𝑟𝑫−1

𝑞

𝑟=1

 

≈ 𝑫−1+𝛼 𝑮ℎ𝑯ℎ𝑮ℎ
𝑇 + 𝑮ℎ𝑯ℎ𝑮ℎ

𝑇𝑫−1+2𝛼𝑮ℎ𝑯ℎ𝑮ℎ
𝑇 +⋯

+ 𝑮ℎ𝑯ℎ𝑮ℎ
𝑇⋯𝑫−1+2𝛼𝑮ℎ𝑯ℎ𝑮ℎ

𝑇 𝑫−1+𝛼  

= 𝑫−1+𝛼𝑮ℎ𝑯ℎ   𝑲𝑟−1

𝑞

𝑟=1

 𝑮ℎ
𝑇𝑫−1+𝛼   ,       (16) 

其中𝑲 = 𝑮ℎ
𝑇𝑫−1+2𝛼𝑮ℎ𝑯ℎ，为一个ℎ × ℎ矩阵。由于

ℎ ≪ 𝑛，计算矩阵𝑲、以及(16)中它的各次幂花费的

时间很少。因此，可以将算法 1 中的矩阵𝑴替换为： 

𝑴 = 𝑫−1+𝛼𝑮ℎ𝑯ℎ   𝑲𝑟−1

𝑞

𝑟=1

 𝑮ℎ
𝑇𝑫−1+𝛼  .     (17) 

这样，选择合适的𝛼可使矩阵𝑫−α𝑨𝑫−𝛼的奇异值衰

减较快，从而使用算法 3 能比较高效、准确地得到

其截断特征值分解，也不损失 NetMF 方法中矩阵𝑴

的准确度。 

为了避免存储稠密矩阵𝑴或𝑴 ，我们提出一种

隐式存储方案，即考虑分解式𝑴 = 𝑭𝑪𝑭𝑇，其中

𝑭 = 𝑫−1+𝛼𝑮ℎ，𝑪 = 𝑯ℎ  𝑲𝑟−1𝑞
𝑟=1  ，然后分批计算

出𝑴 的行，利用下面将介绍的单遍历 SVD 算法计算

其截断奇异值分解，由于它只访问矩阵𝑴 的元素一

遍，对计算出来的𝑴 的若干行处理后即可将其删除，

因此可大大节省内存用量。而需要存储的矩阵

𝑭 ∈ ℝ𝑛×ℎ , 𝑪 ∈ ℝℎ×ℎ，远小于𝑴 ∈ ℝ𝑛×𝑛的规模。 

4.4   快速准确的单遍历SVD算法 

我们首先提出一种简洁的单遍历 SVD 算法，

它与文献[27]中的算法等价，但构造𝑸𝑩近似矩阵的

操作更简洁，运行效率更高，如算法 4 所示。其中，

𝑨𝑖表示输入矩阵𝑨的第𝑖行，通过步骤 4～7，我们可

以得到两个包含原始矩阵𝑨信息的小矩阵𝒀和𝑾，它

们保存了矩阵𝑨的行、列空间的主要成分，基于它

们可以进一步计算𝑨的奇异值分解。 

算法 4.  一种更简洁的单遍历 SVD. 

输入：矩阵𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛，奇异值截断参𝑘，过采样参数𝑠。 

输出：𝑼 ∈ ℝ𝑚×𝑘 ,𝜮 ∈ ℝ𝑘×𝑘 ,𝑽 ∈ ℝ𝑛×𝑘。 

1. 𝜴 = 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛, 𝑘 + 𝑠) 

2. 𝒀 = [ ] 

3. 𝑾 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 𝑘 + 𝑠) 

4. FOR 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚 DO 

5.     𝒚 = 𝑨𝑖𝜴,     𝒀 =  𝒀;𝒚  

6.     𝑾 = 𝑾 + 𝑨𝒊
𝑇𝒚 

7. END FOR 



8 计 算 机 学 报 2020 年 

8.  𝑸,𝑹 = 𝑞𝑟 𝒀  

9. 𝑩 = 𝑹−𝑇𝑾𝑇 

10.  𝑼 ,𝜮,𝑽 = 𝑠𝑣𝑑(𝑩) 

11. 𝑼 = 𝑸𝑼  

12. 𝑼 = 𝑼 : ,1:𝑘 ,𝜮 = 𝜮 1: 𝑘, 1:𝑘 ,𝑽 = 𝑽(: ,1:𝑘) 

在算法 4 中，步骤 8～12 是具体计算矩阵𝑨的奇

异值分解的过程，它不同于现有的单遍历 SVD 算

法 [27]。定理 1 表明算法 4 与不做幂迭代的算法 2

（𝑝 = 0）在数学上是等价的。 

定理 1. 在算法 4 中得到的𝑸的各列是𝑨𝜴列空

间的单位正交基，𝑩 = 𝑸𝑇𝑨。 

证明 . 根据算法  4 的第 4～7 步，我们得

𝒀 = 𝑨𝜴，再根据第 8 步，对𝒀执行 QR 分解，因此

得到的 𝑸的各列是𝑨𝜴列空间的单位正交基。 

下面再证𝑩 = 𝑸𝑇𝑨，由算法 4 的第 4～7 步，有

𝑾 = 𝑨𝑇𝑨𝜴，再根据第 9 步，  

𝑩 = 𝑹−𝑇𝑾𝑇 = 𝑹−𝑇 𝑨𝑇𝑨𝜴 𝑇 = 𝑹−𝑇𝜴𝑇𝑨𝑇𝑨 

             =  𝑨𝜴𝑹−𝟏 𝑇𝑨  . 

又因为𝑸𝑹 = 𝑨𝜴，得𝑸 = 𝑨𝜴𝑹−1，将𝑸代入上式，

得𝑩 = 𝑸𝑇𝑨。 

                                   证毕. 

文献[27]中的单遍历 SVD 算法与不做幂迭代的

基础随机化 SVD 算法（算法 2）在数学上是等价的，

故定理 1 也表明算法 4 与文献[27]里的单遍历 SVD

算法也是等价的。 

对于实对称矩阵，文献[24]提出的技术可以保

证得到低秩矩阵也是对称的，从而提高结果的准确

性。将它与算法 4 结合，得到算法 5。 

算法 5.  针对实对称阵的单遍历 SVD. 

输入：矩阵𝑴 ∈ ℝ𝑛×𝑛，奇异值截断参𝑘，过采样参数𝑠。 

输出：𝑼 ∈ ℝ𝑛×𝑘 ,𝜮 ∈ ℝ𝑘×𝑘 ,𝑽 ∈ ℝ𝑛×𝑘。 

1. 𝜴 = 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛, 𝑘 + 𝑠) 

2. 𝒀 = [ ] 

3. 𝑾 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 𝑘 + 𝑠) 

4. FOR 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚 DO 

5.     𝒚 = 𝑴 𝑖𝜴,     𝒀 =  𝒀;𝒚  

6.     𝑾 = 𝑾 + 𝑴 𝑖
𝑇𝒚 

7. END FOR 

8.  𝑸,𝑹 = 𝑞𝑟 𝒀  

9. 𝒁 = [𝑸,𝑾𝑹−1] 

10.  𝑷,𝑻 = 𝑞𝑟 𝒁  

11. 𝑻1 ,𝑻2分别是矩阵𝑻的前𝑘 + 𝑠列和后𝑘 + 𝑠列 

12. 𝑺 =  𝑻1𝑻2
𝑇 + 𝑻2𝑻1

𝑇 /2 

13.  𝑼 ,𝜦  = 𝑒𝑖𝑔(𝑺) 

14. 𝑖𝑛𝑑为𝜦 中𝑘个绝对值最大的特征值的位置索引集合 

15. 𝑼 = 𝑷𝑼  : , 𝑖𝑛𝑑 ,𝜮 = 𝑎𝑏𝑠  𝜦  𝑖𝑛𝑑, 𝑖𝑛𝑑   

16. 𝑽 = 𝑼𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜦  𝑖𝑛𝑑, 𝑖𝑛𝑑 ) 

算法 5 的第 9 步是由于，根据算法 4，我们有

𝑩 = 𝑹−𝑇𝑾𝑇，则公式(12)中的 𝑸,𝑩𝑇 = [𝑸,𝑾𝑹−1]。

第 14~16 步与算法 3 不同，是由于这里要求奇异值

分解，所以需保证𝜮的对角元非负。 

4.5   eNetMF算法与相关分析 

结合算法 1、算法 3 和算法 5，我们得到基于高

效矩阵分解的网络嵌入算法 eNetMF，如算法 6 所

示。 

算法 6 基于高效矩阵分解的网络嵌入方法

(eNetMF). 

输入：矩阵𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛，特征值截断参数ℎ，奇异值截断参数

𝑘，批处理大小参数𝑣，过采样参数𝑠，归一化参数𝛼。 

输出：网络嵌入𝑬 ∈ ℝ𝑛×𝑘。 

1. 用算法 3 计算截断特征值分解：𝑫−𝛼𝑨𝑫−𝛼 ≈ 𝑮ℎ𝑯ℎ𝑮ℎ
𝑇  

2. 计算𝑲 = 𝑮ℎ
𝑇𝑫−1+2𝛼𝑮ℎ𝑯ℎ  

3. 计算𝑭 = 𝑫−1+𝛼𝑮ℎ以及𝑪 = 𝑯ℎ  𝑲𝑟−1𝑞
𝑟=1   

4. 𝜴 = 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛, 𝑘 + 𝑠) 

5. 𝒀 = [ ] 

6. 𝑾 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 𝑘 + 𝑠) 

7. FOR 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑛/𝑣 DO 

8.     𝑭𝑖 = 𝑭 𝑖𝑣 − 𝑣 + 1: 𝑖𝑣, ∶  

9.     𝑴 𝑖 = 𝑡𝑟𝑢𝑛𝑐_𝑙𝑜𝑔° 
𝑣𝑜𝑙  𝐺 

𝑏𝑞
𝑭𝑖𝑪𝑭

𝑇  

10.     𝒚 = 𝑴 𝑖𝜴,     𝒀 =  𝒀;𝒚  

11.     𝑾 = 𝑾 + 𝑴 𝑖
𝑇𝒚 

12. END FOR 

13. 执行算法 5 的第 8~15 步 

14. 𝑬 = 𝑼𝜮1/2 

算法 6 的第 1 步使用算法 3 实现，对中小规模

网络𝛼可以取 1/2，对于大规模网络可以通过试验得

到更合适的取值，从而提高运行效率、减少近似误

差。第 2～12 步实现了矩阵𝑴和𝑴 的隐式构造，并

对𝑴 的行进行批处理的单遍访问，为后续计算截断

SVD 做准备。这里，为了算法描述简洁、且不失一

般性，只考虑了𝑛能被𝑣整除的情况。 

下面分析算法 6 的计算量和空间开销，设

𝑙 = 𝑘 + 𝑠。第 1 步的时间复杂度为𝑂 𝑛𝑛𝑧 𝑨 ℎ+

𝑛ℎ2 ，空间复杂度均为𝑂 𝑛𝑛𝑧 𝑨 + 𝑛ℎ 。算法 6 的

第 2、第 3 步包含𝑂 𝑛ℎ2 次浮点运算，第 7～12 步
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包含𝑂(𝑛2 ℎ + 𝑙 )次浮点运算，第 13、14 步的浮点

运算次数为𝑂(𝑛𝑙2 + 𝑙3)。由于𝑛远大于其他参数的

值，算法 6 总的计算复杂度为𝑂 𝑛2 ℎ+ 𝑙  。在空

间开销方面，第 1 步需要的存储量是𝑂 𝑛𝑛𝑧 𝑨 +

𝑛ℎ ，在后续计算步骤中，需要存储的矩阵尺寸都

不超过𝑛 × ℎ, 𝑛 × 𝑙或𝑛 × 𝑣，考虑到矩阵𝑨在后续不

再使用，算法 6 的空间复杂度为𝑂 𝑛(ℎ + 𝑙 + 𝑣) 。 

可以看出，eNetMF 算法在空间复杂度方面大大

优于 NetMF 算法。NetSMF 算法[8]的空间复杂度为

𝑂 𝑐𝑞 ∙ 𝑛𝑛𝑧 𝑨  ，其中𝑐一般取值 1000 或者 10000，

因此我们的 eNetMF 算法在内存用量方面也显著小

于 NetSMF 算法的内存用量。由于 eNetMF 的时间

复杂度仍为𝑂 𝑛2 ℎ+ 𝑙  ，它处理特别大的网络时

会花费过多的计算时间，将来可以考虑采用分布式

并行计算等方式来加以改进。 

5   实验 

本文算法均使用 C 语言编程实现，其中用到的

矩阵计算和 QR 分解、LU 分解、SVD 分解等算法

通过调用 Intel MKL 的库函数进行实现，同时采用

OpenMP 编程实现了多线程计算。所有实验均运行

于装有 32 核 Intel(R) Xeon(R) CPU、256GB 内存的

Linux 工作站上，实验结果中的时间均为 32 线程并

行计算的实测运行时间。 

下面我们首先介绍测试的网络数据，然后验证

4.2节提出的特征值分解算法 freigs的准确度与有效

性，最后通过多标签分类的实验验证 eNetMF 算法

的优势，并给出更多实验结果。 

5.1   数据集 

 我们选择如下五个网络数据集来进行测试。 

· PPI
[29]：该数据集是一个蛋白质和蛋白质交互的

网络子图，数据集里节点的标签是从标志性基

因集获取的，可以表示生物学状态。 

· BlogCatalog
[30]：数据集是一个线上博客主的社

交关系的网络，其中节点标签表示博客主的兴

趣。 

· DBLP
[31]：该数据集是一个学术引用网络，网络

中的节点是作者，标签是他们所活跃的会议。 

· Flickr
[30]：该据集是一个 Flickr 网站上的用户互

相联系的网络，标签代表了用户的兴趣组。 

· YouTube
[30]：数据集是一个视频分享网站上的

用户交互网络，用户的标签为他们喜欢的视频

的类型。 

其中，PPI 和 BlogCatalog 规模相对较小但是在网络

嵌入方面的研究工作中被广泛使用，而 DBLP、

Flickr 和 YouTube 的规模相对较大。这些数据集的

一些具体信息如表 1 所示。 

表 1  数据集的具体信息 

图 2 算法 3(freigs)与 eigsh 函数对归一化网络矩阵进行截断特征值分解的结果. 
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数据集名称 PPI BlogCatalog DBLP Flickr YouTube 

点个数 3890 10312 51264 80513 1138499 

边个数 76584 333983 127968 5899882 2990443 

标签个数 50 39 60 195 47 

5.2   特征值分解算法freigs的有效性 

计算截断奇异值分解的传统算法是 ARPACK

算法[23]，Python 里 scipy 库的 eigs、eigsh 函数是基

于它、且使用 Intel 的 MKL 实现的，下面将我们的

算法 3（即 freigs）与处理对称稀疏矩阵的 eigsh 函

数做比较，后者也就是 NetMF
[7]中所使用的。 

 测试的矩阵是由表 1 中 5 个数据集得到的矩阵

𝑫−α𝑨𝑫−𝛼，除了对 DBLP 和 YouTube 我们分别设

𝛼 = 0.3和𝛼 = 0.375外，对其他数据集我们都设𝛼值

为缺省的 0.5。为了与后面的网络嵌入实验保持一

致，对 PPI、BlogCatalog、DBLP 和 YouTube 这四

个数据集，特征值截断参数𝑘 = 256，对 Flickr 我

们取𝑘 = 512。对于幂迭代参数和过采样参数，除

了 DBLP、Flickr 外都取𝑝 = 10, 𝑠 = 50。Flickr 对

应的矩阵较稠密、且特征值截断参数较大，我们取

𝑝 = 6, 𝑠 = 100，DBLP 对应的归一化网络矩阵特征

值下降缓慢，我们取𝑝 = 16, 𝑠 = 256。我们的算法

3（freigs 算法）与 eigsh 的运行时间列于表 2 中。

从中可看出，随机化特征值分解算法在大数据集上

比传统算法快接近 10 倍。 

表 2  算法 3 (freigs)与 eigsh 的运行时间比较（单位:秒） 

 PPI BlogCatalog DBLP Flickr YouTube 

eigsh 3.0 11.0 81 415 1320 

freigs 0.7 1.9 9.0 79 138 

加速比 4.3X 5.8X 9X 5.3X 9.6X 

图 2 显示了算法 3 和 eigsh 计算出的最大特征

值曲线。从中可以看出，两者的结果几乎是不可区

分的，这反映出随机化特征值算法 freigs 有较好的

准确度。通过后续多标签分类问题上的实验结果，

我们也可以看出 freigs 算法得到的截断特征值分解

几乎不会影响网络嵌入的性能。 

5.3   eNetMF算法在多标签分类问题上的效果 

5.3.1 实验参数设置与评价指标 

我们将本文提出的 eNetMF 网络嵌入方法与

DeepWalk、NetMF、NetSMF、ProNE 四种方法进

行对比，对比的程序是这四种方法的作者在文献

[3][7][8][9]中给出的程序。根据文献[7]，对于所有

的方法在不额外说明的情况下都默认设置成窗口

大小𝑞 = 10、负采样参数𝑏 = 1以及嵌入映射维度

𝑘 = 128。在 NetMF 和 eNetMF 算法中，对归一化

网络矩阵作截断特征值分解的参数ℎ基本上都取值

256，只是对 Flickr 令ℎ = 512。 

对于 DeepWalk 算法，我们按照文献[3]的作者

建议的参数进行设置，即随机游走的长度取 40，每

一个点的游走数量取80以及窗口大小的参数取10。 

对于 NetSMF 算法，需要设置网络稀疏化的非

零元参数𝑀。我们和文献[8]保持一致，𝑀的值几乎

都是103 × 𝑞 × 𝑛𝑛𝑧(𝑨)/2，只有对 BlogCatalog，

𝑀 = 104 × 𝑞 × 𝑛𝑛𝑧(𝑨)/2。 

对于 ProNE 算法，我们和文献[9]设置相同的参

数，即切比雪夫扩展次数为 10，拉普拉斯算子里的

𝜇 = 0.2, 𝜃 = 0.5。 

对于 eNetMF 方法，除了在 5.2 节已经介绍的

参数和进行第一步快速随机化特征值分解所需要

的幂迭代参数、过采样参数外，还需要设置逐行遍

历矩阵𝑴的批处理参数𝑣和最后单遍历奇异值分解

中使用的过采样参数𝑠。批处理参数𝑣影响内存开销

以和矩阵乘法的计算时间，较大的𝑣会使得矩阵乘

法加快，但也导致峰值内存用量较大。我们对大多

侧例使用𝑣 = 3200，而对于最大的 YouTube 设置

𝑣 = 12800。对最后的过采样参数，统一取𝑠 = 100。 

在上述各种方法得到网络嵌入后，与文献

[3][7][8][9]一样我们将其应用到多标签分类问题

上，通过分类的准确性来评价不同网络嵌入表示的

性能。对各个数据集，我们随机采样一部分的带标

签节点作为训练数据，剩下的作为测试数据。对于

PPI 和 BlogCatalog，训练节点所占比例从 10%起每

次增加 10%递增到 90%，总共进行 9 组节点分类的

实验。对于 DBLP、Flickr 和 YouTube，训练节点所

占比例从 1%起逐渐增到 10%，共进行 10 组节点分

类的实验。在实验中，我们使用由 LIBLINEAR
[32]

库实现的一对多的逻辑回归模型进行多标签分类。

在测试阶段，逻辑回归模型生成排序的标签、而不

是确切的标签分配，为了避免阈值效应，我们假定

对于测试数据，标签的数量是给定的[3][33]。对于每

个实验，我们重复预测 10 次，然后观测不同网络

嵌入方法得出的平均 Micro-F1、平均 Macro-F1 指

标[34]和准确率指标[35]。F1分数指标的定义为： 

F1 =
2𝑃𝑅

𝑃 + 𝑅
  , # 18  

其中𝑃表示精确率，𝑅表示召回率。计算 Micro-F1
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时，先将所有类别的真正例数量（𝑇𝑃）、假正例数

量（𝐹𝑃）和假负例数量（𝐹𝑁）相加得到总体的

𝑇𝑃    、𝐹𝑁    、𝐹𝑃    值以及总体精确率𝑃 和召回率𝑅 。 

𝑇𝑃    = 𝑇𝑃𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 1 + 𝑇𝑃𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 2 +⋯𝑇𝑃𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑁    , # 19  

𝐹𝑃    = 𝐹𝑃𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠1 + 𝐹𝑃𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠2 +⋯𝐹𝑃𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑁    , # 20  

𝐹𝑁    = 𝐹𝑁𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 1 + 𝐹𝑁𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 2 +⋯𝐹𝑁𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑁   , # 21  

𝑃 =
𝑇𝑃    

𝑇𝑃    + 𝐹𝑃    
  , # 22  

𝑅 =
𝑇𝑃    

𝑇𝑃    + 𝐹𝑁    
  . # 23  

然后，类似公式(18)计算 Micro-F1： 

Micro-F1 =
2𝑃 𝑅 

𝑃 + 𝑅 
  . # 24  

计算 Macro-F1 时，则是分别计算每个类别的F1分

数，然后求平均： 
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图 3 使用不同网络嵌入算法后进行节点多标签分类得到的 Marco-F1 值 (横轴为训练数据所占的比例). 
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图 4 使用不同网络嵌入算法后进行节点多标签分类得到的 Micro-F1 值 (横轴为训练数据所占的比例). 
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Macro-F1 =
𝐹1𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 1 +⋯+ 𝐹1𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑁

𝑁
  . #(25)  

在计算多标签分类的准确率时，我们先计算一个节

点的多标签准确率为预测正确的标签除以总共的

标签数量，然后取整体的分类准确率为所有节点的

平均： 

Accuracy =
1

𝑛
 

 𝑇𝑖 ∩ 𝑆𝑖 

 𝑇𝑖 ∪ 𝑆𝑖 

𝑛

𝑖=1

  , # 26  

其中𝑇𝑖表示正确的标签集，𝑆𝑖表示预测的标签集。 

5.3.2 实验结果 

图 3和图 4 显示了不同网络嵌入算法在 5个数

据集上进行多标签节点分类的性能。其中，由于所

需内存超出了 256GB，NetSMF 对 Flickr 和 YouTube

的实验结果无法获得，而由于同样的原因 NetMF

对 YouTube 的结果也无法获得。从图 3 和图 4 可以

看出，无论是 Macro-F1 还是 Micro-F1，使用 eNetMF

算法后的结果都与使用 NetMF 得到的一致（尤其在

训练比例较大时），这说明本文提出的改进 NetMF

算法的技术并没有给网络嵌入的质量带来明显的

影响。DeepWalk 方法在 PPI、BlogCatalog、DBLP

和 YouTube 上有和 eNetMF 差不多甚至更差的效

果，仅在 Flickr 上要好于我们的方法。ProNE 方法

虽然在某些数据上得到的 Micro-F1 值最好，但在所

有测试数据上其得到的 Macro-F1 值明显比其他方

法的差，这说明 ProNE 得到的嵌入表达没有包含图

中足够的信息，因此对一些标签较少的节点分类效

果不够好。 

网络嵌入算法在多标签分类问题上的准确率

结果列于表 3 中。我们记录当训练节点所占比例为

60%时的 PPI 和 BlogCatalog 的准确率结果，以及当

训练节点所占比例为 6%时的 DBLP、Flickr 和

YouTube 的准确率结果。从表 3 的结果可以看出，

我们的方法和 NetMF 的效果差不多，在所有数据集

上与其他对比对象比较均有差不多或者更好的准

确率。 

表 3  各种网络嵌入算法的多标签分类准确率（%） 

 PPI BlogCatalog DBLP Flickr YouTube 

DeepWalk 17.082 40.143 58.280 34.351 98.247 

NetMF 18.020 41.118 59.919 33.173 N.A. 

NetSMF 18.621 39.361 59.287 N.A N.A. 

ProNE 18.985 39.529 55.527 33.485 98.289 

eNetMF 18.148 40.958 58.352 33.080 98.256 

 各种网络嵌入算法的运行时间列于表 4 中，所

有算法对应的程序都是适合用 32 线程运行的并行

程序，且时间包括了读取数据文件的时间。从表 4

可以看出，ProNE 算法的运行时间最短，eNetMF

算法在矩阵规模不大的时候，速度也比较快。在

Flickr 数据上其相对于 NetMF 的加速比高达 41 倍。

而 NetSMF 虽然在处理 DBLP 时也比 NetMF 耗时

短，但在处理更大例子是由于内存需求太大而无法

运行。DeepWalk 算法是所有对比对象里运行时间

最久的，eNetMF 算法相对于 DeepWalk 算法在每个

数据集上的加速比都要超过 20 倍。 

表 4  各种网络嵌入算法的运行时间（单位:秒） 

 PPI BlogCatalog DBLP Flickr YouTube 

DeepWalk 318 816 4540 7920 108015 

NetMF 14 84 632 6120 N.A. 

NetSMF 19 1140 82 N.A N.A. 

ProNE 1.4 5 11 72.7 194.3 

eNetMF 1.5 4.6 39 150 4852 

加速比 9.3X 18X 16X 41X -- 

对于 NetMF、NetSMF、ProNE 和 eNetMF 这四

种算法的峰值内存用量列于表 5。从中可以看出，

对 Flickr 数据 eNetMF 的内存用量仅为 NetMF 的

1/46。处理最大的 YouTube 数据，eNetMF 只需

120GB 内存即可算出网络嵌入，并得到非常好的网

络节点分类结果（如图 3、4）。虽然在运行时间和

内存用量上，本文的方法不如 ProNE，但是如前面

所展示的，本文方法在多标签分类结果的效果上更

稳定、更好。 

表 5  各种网络嵌入算法的峰值内存用量（单位:GB） 

 PPI BlogCatalog DBLP Flickr YouTube 

NetMF 0.39 2.2 31 182 >256 

NetSMF 6.86 135 18.2 >256 >256 

ProNE 0.16 0.46 0.72 5.5 12.0 

eNetMF 0.29 0.55 2.0 4.0 120 

缩小倍数 1.3X 4.0X 16X 46X -- 

对 eNetMF 算法各部分的运行时间进行详细统

计后发现，第一步随机化特征值分解和最后的单遍

历奇异值分解所花费时间占比例很小，而两者之间

的矩阵计算部分（算法 6 的第 7~12 步）消耗时间

最多。例如，对 YouTube 数据，矩阵计算部分花费

的时间为 4574 秒，占总运行时间 90%以上，而单

遍历奇异值分解的时间仅为 35 秒。对于该数据，
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我们还比较了算法 6 中的单遍历奇异值分解与文献

[27]中的单遍历奇异值分解算法，后者的运行时间

为 1434 秒，可见我们提出的简洁单遍历算法与保

证分解结果对称的技术显著加速了计算、也有很高

的准确度。 

5.4   eNetMF算法在边预测问题上的效果 

5.4.1 实验设置与评价指标 

我们将本文提出的 eNetMF 网络嵌入算法和

DeepWalk、NetMF、NetSMF、ProNE 在网络的边

预测问题上进行比较，这些方法的参数设置和 5.3

节所介绍的一致。边预测问题旨在基于现有的网络

结构来预测可能存在的边。在我们的实验当中，我

们随机地抽取原始图 30%的边作为测试集，剩余

70%的边作为训练集。首先将不同的算法在训练集

上进行学习得到训练集的网络嵌入结果，然后根据

网络嵌入结果来计算每一个在测试集的点对(𝑢, 𝑣)

上的相似度分数，最后采用广泛使用的 AUC 指标[5]

来评价边预测质量的好坏。在上述过程中，计算点

对(𝑢, 𝑣)的相似度分数可以按照点对(𝑢, 𝑣)对应的嵌

入向量的内积、余弦距离或欧式距离来计算，也可

以使用边特征方法[5]来计算。对于每个网络嵌入算

法，我们选取使其 AUC 指标结果最好的相似度分

数计算方法并记录 AUC 的结果。 

5.4.2 实验结果 

各种网络嵌入算法在边预测问题上的 AUC 指

标的结果列于表 6 中。从表 6 可以看出在 PPI 和

Flickr 数据集上 eNetMF 算法比 DeepWalk、ProNE

要差，但在数据集 BlogCatalog、DBLP 和 YouTube

上，eNetMF 算法的结果比其他方法好或差不多。

整体来看，eNetMF 的效果和 NetMF 的效果相比差

不多甚至更好，特别是在 DBLP 数据集上，eNetMF

算法显著更好，这是因为 DBLP 的归一化网络矩阵

的特征值衰减非常缓慢，NetMF 算法里的 eigsh 函

数在不设置迭代次数的时候很难收敛，而设置了迭

代次数的特征值计算的结果有一定的误差，故该数

据集的结果也验证了本文第 4.3 节提出的矩阵高效

率构建方法的有效性。边预测实验验证了 eNetMF

算法具有很好的推断预测的能力，这得益于我们的

模型和 NetMF 一样，较好地保存了网络的结构信

息。 

表 6  各种网络嵌入算法在边预测问题上的 AUC值 

 PPI BlogCatalog DBLP Flickr YouTube 

DeepWalk 0.743 0.880 0.848 0.923 0.779 

NetMF 0.737 0.878 0.857 0.879 N.A. 

NetSMF 0.764 0.883 0.848 N.A. N.A. 

ProNE 0.797 0.886 0.845 0.926 0.805 

eNetMF 0.735 0.876 0.916 0.871 0.805 

6   结论与展望 

 本文在网络嵌入问题上，提出了一个基于高效

随机化矩阵分解的网络嵌入方法，该方法显著减少

了 NetMF
[7]模型的内存开销和运行时间。本文首先

提出了一种快速随机化特征值分解算法，用以加速

了归一化网络矩阵求特征值分解的速度，该算法展

现出相比传统的稀疏矩阵截断特征值分解方法近

十倍的加速，且几乎不损失精度。然后提出了一种

简洁的且适用于对称矩阵的单遍历奇异值分解算

法，利用该算法避免了显式存储稠密矩阵，使得算

法的内存开销跟矩阵维度呈线性关系，适合于处理

大规模网络数据。最后，结合以上技术，提出了基

于高效随机化矩阵分解的网络嵌入算法 eNetMF，

并将其应用于实际网络数据，基于得到的低维嵌入

进行多标签分类和边预测。多标签分类的实验结果

表明，eNetMF 在各个数据集上的评测结果均与

NetMF 得到的结果差不多，显著优于 NetSMF 和

ProNE 等其他网络嵌入方法，而且 eNetMF 方法内

存用量小、运行速度快。对于节点数超过 1 百万、

NetMF 与 NetSMF 由于内存需求太大无法处理的

YouTube 数据，eNetMF 只需 1.3 个小时和 120GB

内存开销即可得到网络嵌入，并进而获得很好的多

标签分类结果。边预测的实验结果表明 eNetMF 算

法也表现出与其他方法差不多甚至更好的性能。 

 本文提出的方法，虽然在运行时间上相比

NetMF 有显著的优势，但其时间复杂度仍为

𝑂 𝑛2 ℎ + 𝑙  ，其中 n 为网络节点数目。因此，在

它在处理特别大的网络时需要很长、甚至不能忍受

的时间。后续我们将考虑用 GPU 并行计算或分布

式计算对改算法进行加速，使得它在保证准确的同

时能够处理更大规模的网络数据。其次，本文通过

随机化矩阵计算方法改进 NetMF 方法，取得了一定

的效果，后续还可以研究随机化矩阵方法在其他大

数据挖掘和处理问题上的应用，期望在保证结果准

确的同时减少算法的时间和内存开销。此外，对于

本文实验中体现出的 ProNE 算法得到的网络嵌入

结果不稳定的问题，很可能是由于 ProNE 算法做了

近似的信息传播增强，导致在一些稀疏图数据上的
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表现较差。这种信息传播过多导致的过度平滑问题

最近也得到学术界的关注，将来我们也计划针对该

问题开展工作，希望研究出既保证网络嵌入质量又

具有非常低算法复杂度的网络嵌入方法。 
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Background 

In order to process network data effectively, the 

challenge is to find effective network data representation. The 

traditional network data representation has become a 

bottleneck in large-scale network data nowadays. Network 

embedding, which aims to learn low-dimensional vector 

representations for network nodes and effectively preserve 

the network structure, is a promising way of network 

representation. During the past few years, there is a surge of 

research on network embedding. DeepWalk, LINE and 

node2vec models which are skip-gram based have been 

considered as powerful benchmark solutions for network 

embedding research. GraRep, HOPE, NetMF, NetSMF and 

ProNE models are matrix factorization based network 

embedding methods. NetMF algorithm theoretically unifies 

several network embedding methods and show the 

embedding learned by NetMF is as powerful as those learned 

from the skip-gram based methods. The major disadvantage 

of existing methods which is based on matrix factorization is 

the large cost on computation and memory. 

In this work, we use fast randomized eigenvalue 

decomposition (EVD) and single-pass singular value 

decomposition (SVD) to improve NetMF and present an 

efficient randomized matrix factorization based network 

embedding algorithm (eNetMF). Firstly, we propose a fast 

randomized EVD algorithm (freigs) for sparse matrix. 

Secondly, we propose to use single-pass SVD approach to 

process high-order proximity matrix in the NetMF, so that we 

can avoid storing the large dense matrix and largely reduce 

the memory cost. Thirdly, we propose a simplified, 

randomized single-pass SVD algorithm that guarantees a 

symmetric decomposition result. Combining the above 

techniques, we finally obtain the eNetMF algorithm. With 

five real network datasets, we evaluate the efficiency and 

effectiveness of the eNetMF algorithm on multi-label node 

classification. Experimental results show that in terms of the 

metrics Macro-F1 and Micro-F1, the embedding generated 

by eNetMF has the same performance as NetMF in 

multi-label node classification. Benefiting from randomized 

matrix decomposition algorithms, eNetMF is fast and 

memory-friendly compared to NetMF. We believe the 

randomized matrix decomposition algorithms are generic and 

can be applied to matrix factorization based network 

embedding models, and hope this paper will inspire more 

future research in this area. 
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