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摘要 计算机系统的性能优化研究早期关注硬件性能，后来更关注软件性能；能耗优化研究与之类似，近年来，面向软

件或代码的系统能耗优化方法研究受到重视，而算法作为代码的抽象，其能耗评价技术更是一个研究重点。现存算法能耗

研究大多针对特定算法以及特定运行环境，且和编程语言或硬件特性相关，并不具有普适性。比照算法的时间复杂度和空

间复杂度，提出能耗复杂度是认知算法能耗特性的有效模型。首先，以图灵机为起点，建立更适于算法能耗分析的能耗图

灵机，并定义算法能耗复杂度，为评价和优化算法能耗提供理论依据；然后，分析算法能耗与算法空间复杂度、时间复杂

度、存储和运算语句的交叉度之间的关系，并设计利用后两者推导能耗复杂度的方法；最后，实验验证算法能耗复杂度的

正确性。能耗复杂度的定义将为设计更低能耗的算法、算法选择以及算法能耗优化提供理论依据。 
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Abstract.As far as the performance optimization of computer system is concerned, in the early years, hardware 

performance is well studied and then software efficiency is gradually focused. Also, the study of energy 

consumption optimization follows the same way, and software oriented energy consumption optimization is 

highlighted recently, for the energy consumption grows rapidly and the energy issues in IT industry is much 

harder to deal with. Evaluation and optimization on energy consumption of algorithms, which are abstractions of 

procedures, is becoming a new and hot research topic. However, most existing researches focus on specific 

algorithms or runtime environment, and they are closely related with the programming languages or hardware 
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features. And there are some researches on energy complexity, but their models are just for specific environment 

such as only for parallel algorithms of multi-core environment. Therefore, they are not universal solutions. 

Referring to the time complexity, we propose that the energy consumption complexity, which represents the 

energy consumption features of an algorithm, as well as a key measurement for evaluating algorithms. Firstly, 

starting from the classical Turing machine, we design an improved Turing machine for analyzing energy 

consumption of an algorithm, and define its energy consumption complexity; we define the abstract energy 

consumption in this part, make the energy consumption of program into the dimensionless energy consumption 

that can deal with the energy consumption issue of an algorithm; and then we define the set and polynomial 

relationship of abstract energy consumption to make the abstract energy consumption comparable; and then 

combining with our definition of status transfer energy consumption and inertia energy consumption, we finally 

propose the energy consumption complexity of algorithm on the improved Turing machine. Secondly, we 

analyze the relationship among energy consumption complexity, space complexity, time complexity, and 

interleaving of calculation statements and storage statements, and then deduce the first by the latter two; the 

space and time complexity only have constant or linear effect on energy consumption complexity, which is 

meaningless to a definition of our new concept; but with the definition of cross factor that we propose in the 

chapter of Turing machine, we can combine these two complexity together, and deduce the energy consumption 

complexity with the cross factor; the cross factor is also an function of the input size n, and the fundamental of 

the deducing process is based on DVFS and other equations on energy consumption, so the energy consumption 

complexity has great difference with other complexities. Finally, we validate the energy consumption complexity 

by experiments; the experiment was done on a cluster with java and the test case we used was seven distributed 

algorithms that their theoretical time complexity, energy consumption complexity and cross factor are given; 

with the experiment and the theoretical complexity of those algorithms, we validate the effect of cross factor and 

time on the energy consumption, and we validate the correctness of our energy consumption complexity model. 

The energy consumption complexity is theoretical fundament which is contributed to designing energy efficient 

algorithms, choosing proper algorithms, and energy consumption on algorithms. 

Key words Green Computing; Energy Consumption Measurement; Algorithm Energy Consumption; Energy 

Consumption Complexity; Cross Factor 

1 引言 

当提及节能减排技术时，人们会想到制造

业、交通运输等传统行业，殊不知，计算机等 IT

设备的电能消耗同样不容忽视。美国 Harvard 大学

的研究人员形象地指出人们每使用 Google 搜索一

次，将消耗可以烧开半壶水的电能；数据中心每

年耗电量已达近千亿千瓦时，电费占运营成本的

50%以上[1]。IT 企业已经属于能源密集型产业，计

算机系统的能耗优化逐渐受到关注。 

软件能耗优化研究通过优化软件降低整个计

算机系统在完成给定运算时的能耗，例如优化软

件本身的模块结构、代码、指令序列和算法[2]。软

                                                                 

1 Two Google searches equivalent to boiling a kettle, says scientist. 

http://www.computing.co.uk/ctg/news/1852749/two-google-searches-equivalent-boiling-kettle-scientist, 

2016 

件能耗优化研究面临的首要问题是软件能耗评

估，其次是在系统功能和性能约束的前提下的能

耗优化方法[3]。软件能耗评估不仅要把软件执行所

涉及到的硬件能耗与软件各组成部分进行映射，

更期望建立更高层次、更抽象的评估方法。软件

由代码构成，而算法是代码的抽象表达，研究算

法的能耗评价，可以更粗粒度地、脱离硬件环境

地评价算法的能耗特性，可以指导低能耗的算法

设计。 

然而，脱离了执行环境，无法估计算法的真

实能耗，但可以利用其它模型来评价算法的能耗

特征。计算复杂性理论研究计算问题求解时所需

资源(比如时间和空间)的界，以及如何尽可能地节

省这些资源[4]。算法复杂度只关注算法本身，不考

虑算法的上下文属性，具有高度的抽象性。算法

和资源之间的关系通常用时间复杂度和空间复杂

度表示，尚缺少算法规模和其消耗的电能之间的
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关系，即能耗复杂度研究。 

算法是解决某个待定问题而定义的操作序

列。本文研究的算法具有抽象性和无二义性：抽

象性是指算法基于的计算模型和能耗度量均为抽

象的概念，同图灵机算法具有相同的抽象层次；

无二义性是指算法采用无二义的代码或指令表

述。算法的能耗复杂度可类比算法时间复杂度：

脱离了执行环境，无法估计算法的执行时间 /能

耗，而只能采用算法时间/能耗复杂度这一模型，

且时间/能耗复杂度中涉及的时间/能耗是抽象的、

无量纲的，不能采用“秒/焦耳”度量，时间/能耗复

杂度研究算法消耗的时间/能耗随输入规模增加而

增加的趋势，这种趋势通常采用大 O 渐进法(上界

函数)表示。 

本文首先扩展图灵机计算模型，定义图灵机

算法的能耗复杂度。但定义和求解图灵机算法的

能耗复杂度步骤繁琐，因此，本文探求计算机算

法的能耗复杂度求解方法。众所周知，物理学中

能耗等于实时功率在时间上的积分，计算机实时

功率是关于时间的函数，功率浮动取决于所计算

机所运行的任务，即算法特征。那么，算法能耗

复杂度和时间复杂度、空间复杂度一定会既有联

系又存在差异，如何定义三者之间的关系存在挑

战。本文通过易知的时间复杂度、空间复杂度和

算法特征推导其能耗复杂度，极大地简化能耗复

杂度的求解过程，该推导方法是本文的另一个贡

献。 

本文其余部分组织如下：第 2 节介绍相关工

作；第 3 节对经典图灵机进行扩展，定义能耗图灵

机，作为能耗复杂度所依赖的计算模型；最后定

义算法能耗复杂度；第 4 节设计根据算法时间和空

间复杂度推导能耗复杂度的方法；第 5 节的验证实

验共分 4 组：①算法特征和算法能耗关系验证，以

验证算法能耗复杂度中参数的正确性；②算法执

行时间与能耗关系验证，以验证算法的时间复杂

度无法代替能耗复杂度；③算法真实能耗随算法

规模变化趋势与算法能耗复杂度是否一致，以验

证算法能耗复杂度的正确性；④算法时间复杂度

和能耗复杂度与算法交叉度之间的关系分析。第 6

节总结本文的研究工作，并且对研究进行展望。 

2 相关工作 

与本文最为相关的为算法能耗复杂度研究，

现有研究成果非常少，此外，算法或代码能耗评

估研究，以及基于形式化模型的软件系统能耗优

化方法研究也与本文相关。本节将从上述角度分

析相关工作。 

提及能耗复杂度概念的文献有 5 篇[5-10]。文献

[5]提出的“能量复杂度(Energy Complexity)”模型

并非是算法能耗与算法输入规模的关系，而是算

法能耗与性能的权衡关系，因此应称为“能耗的

复杂特性”。文献[6]提出的并非是一个通用的算

法能耗复杂度模型，而是在一个有 n 个节点的网格

( nn  )上的计算问题的节点间通讯代价复杂

度，尽管题目中提及“Energy”，但文中仅出现两

次传感器节点能耗的描述，研究主要针对节点间

的通讯代价与节点规模间的关系。文献[7]将软件

按照其能耗大小分类，采用的分类标准是

“ Complexity-Classification ” ， 类似 于 亚线 性

O(logn)、线性 O(n)等类别，并非研究能耗复杂

度。本文与上述三篇论文存在明显的差异。 

文献[8]针对并行算法，提出了一种渐进的能

耗复杂度模型，将能耗复杂度表达为含并行算法

中的核数量、单核最大频率与输入规模等参数的

函数。该模型类似于多核算法的时间复杂度，且

对于非并行算法或单核环境，该模型与算法时间

复杂度模型并无差异。模型和硬件特征和算法特

征耦合度过高，普适性差。算法并行化并不会改

变算法的时间复杂度，而该文并未对比算法并行

和串行时的能耗复杂度，也缺少实验验证。本文

与文献[8]均研究了计算机算法能耗复杂度，均采

用大 O 渐进法，但在推导思路和适用环境上明显

不同。文献[9]将算法能耗分为处理器能耗与内存

能耗，前者又分为处理单元能耗和处理器时钟能

耗；后者又分为读写、休眠、待机和激活四种状

态的能耗，并将内存能耗简化为读写、待机与激

活状态的能耗之和。该文采用的推导思路是估算

能耗，然后进行约减。例如在推导过程中，约简

内存执行读写命令的能耗这一小项，并将内存功

率归一化。本文借鉴了其小项约简与适度近似的

思路，也将内存功率视为常量。文献[9]提出的能

耗复杂度模型的参数与具体算法相关，不同算法

参数不同，推导过程比较繁琐且通用性较差，而

本文方法的优势在于通过容易获得的算法时间和

空间复杂度来推导算法能耗复杂度。 

文献[10]同样提出能耗图灵机和能耗复杂度，

该文提出的能耗图灵机以九元组(Q, Σ, Γ, δ, ξ, q0, B, 
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F, A)表示，其中 ξ为计算“图灵机在一次状态转移

中消耗能量单元数量”的函数，将图灵机整体能

耗表达为全部状态转移能耗之和，并通过大量的

定理证明上述理论的正确性。该文提出了将图灵

机状态分为多个 ξ 函数单元的思路，讨论了时间复

杂度与 I/O 复杂度极大情况下的 ξ 函数形式，但是

并没有明确给出 ξ 函数表达或推导方法，而仅仅描

述 ξ 函数返回值必为正整数，虽然理论正确但是无

法实际求解和应用。本文以八元组表征能耗图灵

机 M=(Q, Σ, Γ, δ, q0, B, F, ε)，其中 δ 元组表示状态

转移能耗，ε 表示读写头移动方向改变对能耗的影

响，即 3.3 节提及的惯性能耗，随之定义了交叉度

概念，模型较文献[10]更为细致。最重要的是，本

文给出一般性的能耗复杂度推导方法，并有详细

的实验验证。 

代码能耗评价方法大多从程序的源代码着

手，进而分析程序语句、算法和数据结构与能耗

的关系。文献 [11] 通过源码分析建立解析树

(ParseTree)。每个节点都是一个原子的能耗单元，

而树的边则表示组合关系，以此来表征源码的结

构特征和语句特征。该文还设计了解析树的等价

变换方法，以优化代码能耗。文献 [12]设计了

Eprof工具。Eprof 可以准确评估代码能耗，有助于

开发人员定位高能耗代码并加以优化。这些研究

结论与特定的高级语言相关，并不具有抽象性。 

此外，算法是解题方法的一种抽象描述，代

码是算法的实现。代码能耗研究与算法能耗研究

相比，前者更为具体而后者更为抽象。若能够从

算法角度研究能耗优化问题，则抽象层次更高，

得出更为普适的结论，更具有指导意义。算法能

耗评价和优化的现有研究成果很少，大多数研究

或针对某一类算法展开，或是分析在特定执行环

境下算法能耗评价规则。文献[13]基于研究了固态

硬盘下的排序算法能耗优化；文献[14]对常见的排

序算法的能耗进行量化地分析和比较，最后得出

结论：“不同排序算法对应用软件能耗影响显

著，且能耗影响与性能影响之间并无必然联

系”。但该文并未将排序算法的能耗规律抽象为

能耗复杂度。 

近些年涌现了很多基于自动机 [15-16]、进程代数
[17-18]和 Petri 网[19-20]等形式化模型优化软件系统能耗

的研究成果。文献[15]在剖析传感器网络耗能原理的

基础上，基于自动机理论设计网络控制层，调整传感

器之间的交互，实现能耗优化；文献[16]设计了一种

基于共享总线的、多核架构下的定时自动机，以实现

多核系统的高性能和低能耗；文献[17]提出了一种适

用于嵌入式软件系统能耗建模与分析的进程代数模

型，扩展通信顺序进程 (Communicating Sequential 

Processes CSP)模型为 PTCSP(Priced Timed Communi- 

cating Sequential Process)模型，将系统能耗映射为模

型代价；文献[18]同样是利用进程代数模型，针对实

时系统设计了 RTCSP(Resource Timed Communi- 

cating Sequential Process)模型，并将资源与能耗映射。

文献[19]基于有色 Petri 网提出了一种估计嵌入式实时

系统能耗与性能的方法；文献[20]基于 Petri 网设计了

一种自适应的框架，确保了系统的性能与能耗之间的

平衡。上述模型大多包含形式化模型中“停止”、“等

待”等算法能耗研究所不关注的状态，并且包含大量

状态间转换细节，这些细节难以抽象并与算法能耗映

射；多针对嵌入式软件能耗，应用范围窄，难以适用

于一般性算法；虽然能较准确地估算系统能耗，但难

以建立算法输入规模和其能耗之间的关系，无法用于

推导算法能耗复杂度。与上述模型相比，图灵机模型

抽象程度高，普适性好，更加适用于一般算法。因此

本文基于图灵机模型定义算法能耗复杂度。 

能耗优化研究成果可广泛应用到多个领域，

例如：新能源供电的大型云数据中心[21]、支持细

粒度能源监控的数据中心[22]、能耗与性能权衡的

云计算平台[23]和智能网格与地理分布云计算平台
[24]等应用场景，都有很大的能效优化空间。而这

些应用场景中的软件与算法部分，都可以采用本

文中的算法复杂度模型进行评价，并针对复杂度

高的算法进行改进。 

3 算法能耗复杂度 

研究算法能耗复杂度，首先要解决两个问

题。其一，能耗的度量单位是什么；其二，算法

所依赖的计算模型，或抽象的执行环境是什么。 

能耗复杂度以抽象能耗作为能耗度量，该抽

象能耗并不以焦耳等物理概念为单位。能耗复杂

度并不能给出一个算法执行过程中具体消耗的能

量，其关注的是算法能耗随算法规模的增长趋

势，以及如何比较这种趋势。 

算法复杂度分析需要依托某种抽象计算模

型，如图灵机、RAM以及 RASP，而经典图灵机

                                                                 
2RAM (Random Access Machine)是一种抽象计算模型，是哈佛结构的一个示例，与图灵机等价。

在 RAM 模型中，指令一条接一条地执行，没有并发操作，没有层次化的内存模型，指令及其执

行代价可被精确定义，参见 https://en.wikipedia.org/wiki/Random-access_machine。 
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作为现代计算机的形式模型，具有很强的普适

性，算法时间复杂度的研究首先基于经典图灵

机，随后推广到其他计算模型。因此图灵机应作

为本文研究算法能耗复杂度的计算模型。但是，

经典图灵机“七元组”中不包含表征算法能耗的

元组，因此，难以将图灵机算法执行过程的每一

步与其相应的抽象能耗关联，因此，经典图灵机

不能直接用于能耗复杂度研究。 

3.1抽象能耗 

抽象能耗与传统的、具有物理意义的、以焦

耳为单位的能耗不同，抽象能耗是无量纲的正

数，并不能代表算法执行过程中具体消耗的能

量，但其与物理能耗是正相关的。抽象能耗以多

项式为表达，并定义能耗以及能耗之间比较方

式。本节所提及的“能耗”均为抽象能耗。 

定义 1：能耗集。能耗集 E 是多项式的集合，

其包括常数级正整数、线性级多项式、对数级多

项式、二次或高次多项式以及指数级多项式等，

且每个量级的元素可以构成一个集合E的真子集，

不同量级的多项式代表不同级别的能耗。 

定义 2：能耗(多项式)关系。能耗多项式中的

小于等于关系“≤”用于比较两个多项式的大小。

以多项式中元素 n 为自变量，多项式的值为因变

量，将多项式投影到二维坐标轴，当 n 相同时，若

某一多项式曲线位于另一多项式曲线的上方，则

认为该多项式较大，反之则该多项式较小。 

关系“≤”具有自反性、反对称性以及传递性，

任意两个能耗集的元素均具有上确界和下确界，

因此可得到定理 1 的结论。 

定理 1：在能耗集 E 上，关系“≤”是偏序关

系，并且此关系与能耗集 E 共同构成格<E,≤ >。 

另外，在格<E,≤ >以及由该格所诱导的代数系

统<E,∨,∧>中，二元运算∨(上确界)和∧(下确

界)具有交换律、结合律、幂等律等运算规律，以

及反对称、保序性等运算性质。格中运算规则与

算法复杂度渐进计法中大 O 表示法的计算规则一

致，即若假设存在算法 A 的能耗复杂度为 O(n
2
)，

算法 B 的能耗复杂度为 O(n
3
)时，当其二者顺序执

行，则整个执行过程的能耗复杂度为两者之间较

大者 O(n
3
)，而此计算过程等价于 n

2∨n
3= n

3。另

                                                                                                      

 

 
3RASP(Random-access Stored-program Machine)是存储了算法和其输入数据的 RAM，是冯诺依曼

结 构 的 一 个 示 例 ， 与 通 用 图 灵 机 等 价 ， 参 见

https://en.wikipedia.org/wiki/Random-access_stored-program_machine。 

外，本节仅使用多项式作为抽象能耗的数学表

达，多项式内的 n 并无实际意义，但是后文将 n 赋

予其与时间复杂度中的 n 相同的意义，即代表算法

的输入规模。 

3.2能耗图灵机 

经典图灵机依靠读写头移动以及对带上符号

的读写操作执行算法，这种计算模型可以有效地

分析算法是否可以在有限步内求解，可以定义 P 问

题与 NP 问题；但是经典图灵机并不能将算法执行

的每一步操作映射为算法能耗。因此，本文定义

经典图灵机中转移函数与能耗的映射关系，并在

图灵机“七元组”内增加与算法能耗相关的元

素。 

定义 3：能耗图灵机。能耗图灵机 E-TM 是一

个八元组：M=(Q,Σ, Γ, δ, q0, B,F, ε)。其中：Q 是状

态的有穷集合；q0∈Q 是 M 的初始状态；F⊆Q 是终

止状态集合；Γ 是带上可用符号的有穷集合；

Σ⊆Γ-{B}是输入符号集合；B∈Γ 是空白符；δ 是

Q×Γ×Q×Γ×{R,L} 上 的 E 值 子 集 ， 即

δ:Q×Γ×Q×Γ×{R,L}→E 是 E-TM 的转移函数，其表

征能耗图灵机执行算法每一步对执行算法的能耗

影响。∀p,q∈Q, x,y∈Γ, δ(q, x, p, y, d)表示“M 在状态

q 读入符号 x，状态改为 p，并在 x 所在的带方格中

写入符号 y 然后将读写头向左(d=L)或者向右(d=R)

移动一格”的能耗，此操作过程也可记作 δ(q, x)=(p, 

y, d)；ε 是{R,L}*上的 E 值子集，即 ε：{R,L}*→E

是 E-TM 的惯性能耗函数，表征能耗图灵机读写头

移动方向之间的顺序关系对能耗影响。 

例如，ε(L, L, R, R, L)表示“能耗图灵机以读

写头以向左移动两格，再向右移动两格，最后向

左移动一格”的能量消耗。 

定义能耗图灵机 M 的即时描述(Instantaneous 

Description)。X1X2∈Γ
*
,q∈Q X1qX2 称为 M 的即时描

述(id)。设 X1X2…Xi-1qXiXi+1…Xn 是 M 的一个 id，如

果此时存在 δ(q, Xi, p, Y, R)∈δ，那么 M 的下一个 id

将为：X1X2…Xi-1YpXiXi+1…Xn，此 id 转移过程可记

作 X1X2…Xi-1qXiXi+1…Xn⇒MX1X2…Xi-1YpXiXi+1…Xn；

如果此时存在 δ(q,Xi,p,Y,L)∈δ，那么 M 的下一个 id

为：X1X2…pXi-1YXi+1…Xn，同理，将此 id 的转移过

程 记 作

X1X2…Xi-1YpXiXi+1…Xn⇒MX1X2…pXi-1YXi+1…Xn 。 另

外，令 id(M)= Γ
*
×Q×Γ

*表示 M 的所有 id 的集合，

并可使用符号⇒M
*表示多次此类 id 的转移的能量消

耗过程集合，若存在(id1, id2)∈⇒M
*，则表示在此图
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灵机过程中，存在瞬时描述由 id1 转移为 id2 的情

况，可表示为⇒M(id1id2)，因此记⇒M(id1, id2)为能

耗图灵机读写头移动方向的转移。 

图灵机的主耗能操作是转移函数执行时的两

种操作：①读写头移动；②在带上擦写字符。并

且每种操作都存在其对应的能耗值。因此可以以

“操作次数×单次操作能耗”的方式计算图灵机执

行时某操作的能耗，而整个图灵机的状态转移能

耗为全部操作能耗的加和。为了更容易、更清晰

地理解能耗图灵机 M，下面将描述 M 所识别的逻

辑语言的两类原子能耗操作： 

(1)“M 在状态 q 读入符号 x，状态改为 p，并

在 x 所在的带方格中写入符号 y 然后将读写头向左

(d=L)或者向右(d=R)移动一格”，记作“δ(q, x, p, 

y, d)∈δ”。第一类原子能耗操作的能耗可由公式

(1)求得。 

)),(( 1

0





 iiM

n

i

idid∨  (1) 

(2)“能耗图灵机的读写头移动顺序改变，即

M 执行算法过程其读写头移动顺序中出现<L,R>或

者<R,L>的有序移动方向对”。第二类原子能耗过

程的能耗可由公式(2)求得，其中 d1≠d2。另外，

若图灵机允许读写头在一次转移函数的执行过程

中保持不动，即此时读写头仅进行读写操作，则

可重新定义 δ:Q×Γ×Q×Γ×{R,S,L}→E。 

)),(( 21

0

ididM

n

i



∨  (2) 

综上所述，使用能耗图灵机计算算法能耗，

即为对图灵机执行过程中两类原子能耗操作计

数，并通过汇总计算得到。能耗图灵机有着广泛

的适用性，稍加改动可以随之定义出多带能耗图

灵机、不确定能耗图灵机以及通用能耗图灵机。

关于能耗图灵机的适用性描述参见附录 A。 

3.3算法能耗复杂度 

图灵机是一种计算模型，也是一种算法描述

语言，其基本数据结构是字符串，基本语法是图

灵机转移函数的语法，一个图灵机的所有转移函

数共同组成某算法的执行过程。图灵机算法，即

算法的图灵机描述，与算法的其它描述方式(如伪

码和流程图)等价。算法能耗复杂度可由能耗图灵

机为计算模型分析得到。根据前文能耗图灵机定

义可知，图灵机执行过程中存在两种原子能耗操

作，本节分别从这两种原子能耗操作出发，逐项

考虑其与算法能耗复杂度的关系，最后定义能耗

复杂度，并分析能耗复杂度渐进表达，对比能耗

复杂度和时间复杂度。 

(1)状态转移能耗 

能耗集合 E 以及≤关系共同构成的偏序集

<E,≤ >是一个格，能耗集合 E 中的元素为多项式；

而能耗图灵机的转移函数 δ 是 Q×Γ×Q×Γ×{R,L}上

的E的子集。因此图灵机中任意一个转移函数都对

应着一个量级的能耗。由此可见，对于任意两个

转移函数 δ1和 δ2所对应的能耗 a 和 b，其全部执行

完成的能耗复杂度可以使用 a∨b 表示。设一个图

灵机共存在 k 个转移函数，且第 i 个转移函数的执

行能耗为常数 ei，执行次数为 uj，则图灵机状态转

移能耗如公式(3)所示： 

E≈(e1∨)
u1

(e2∨)
u2

…(ei∨)
ui
…(ek∨)

uk
 (3) 

进一步细分，状态转移能耗包含的是读写头

移动能耗、读写头在纸带上读写的能耗和存储能

耗。存储能耗是指图灵机纸带保存数据所消耗的

能量，在纸带条数固定的前提下，存储能耗仅与

存储时间有关，而与存储数据量无关。若将纸带

视为耗电设备，其功率是稳定的，能耗等于功率

与工作时间的乘积。由此可见，存储能耗与算法

的输入规模有关，输入规模越大，算法执行时间

越长，存储能耗越高。 

后文将介绍，读写头移动能耗对应 CPU 逻辑

运算耗能，读写头在纸带上读写能耗对应 CPU 访

问内存运算能耗和内存读写状态的能耗，存储能

耗对应计算机内存存储数据的能耗。 

(3)惯性能耗 

状态转移能耗是图灵机单步操作能耗的累

加，并没有考虑步骤之间的关系，因此本文提出

交叉度的概念。图灵机中读写头移动时方向改变

为一次交叉，而图灵机执行过程中的交叉次数与

读写头移动总次数之间比例称为交叉频度，简称

交叉度。交叉度与图灵机能耗正相关。从物理意

义上而言，物体在静止或保持运动时，若改变其

运动状态，则物体自身会对这种变化产生一定程

度的阻力，这就是物体惯性的表现，克服该阻力

需要能量。类比图灵机的读写头的移动过程，当

图灵机改变其移动方向时会因为读写头惯性的存

在而消耗额外能量。 

定义 4：交叉度 α (图灵机算法)。图灵机算法

包含图灵机读写头的移动操作，在其操作序列中

包含< L,L>，<R,R>，<L,R>或<R,L>的有序对，其

中<L,R>和<R,L>有序对的个数与所有移动操作个
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数之间的比值称为图灵机算法的交叉度。 

图灵机算法交叉度 α是关于算法输入规模 n 的

函数，α=R(n)，且即便每两次移动均产生交叉，

那么交叉度也不大于图灵机读写头总移动次数。

给定算法以及输入规模时，交叉度是一个确定

值，且 R(n)最大为 n 的一阶多项式。 

(3)能耗复杂度 

基于前文所述，本文对算法的能耗复杂度作

如下定义： 

定义 5：算法能耗复杂度。算法能耗为状态转

移能耗与惯性能耗之和，因此算法能耗复杂度为

一个与问题输入规模以及交叉度相关的多项式，

前者对应状态转移能耗，后者对应惯性能耗。设

算法输入规模为 n，交叉度为 α，算法能耗复杂度

E(n,α)定量表征算法能耗以及算法能耗随算法的输

入规模增长而增长的趋势。 

由定义 4 知，α=R(n)，因此算法能耗复杂度

E(n,α)是关于 n 的函数，可以简记为 E(n)。能耗复

杂度的渐进表达可比照算法时间复杂度相关知

识。给定算法的时间复杂度 T(n)和能耗复杂度 E(n)

的渐进表达式是一致的，因为状态转移函数的执

行时间和能耗为同阶多项式，而交叉度定义可知

R(n)<T(n)。算法时间复杂度和能耗复杂度多项式

的高阶项相等。尽管如此，T(n)与 E(n)并不等价。 

首先，能耗等于功率乘以时间，若功率为常

量，则类比算法时间复杂度定义的能耗复杂度会

和前者一致。按现有实践经验，应不存在时间上

可以完成但能耗上无法完成的算法，即不存在经

典图灵机上的 NP 问题，而在能耗图灵机上为 P 问

题。然而，计算机功率并非恒定，相同时间复杂

度算法会有不同的能耗特征。因此，本文后续研

究将不采用复杂度的渐进表达，而关注时间复杂

度和能耗复杂度的差异。 

其次，若已知算法的能耗复杂度和时间复杂

度的高阶项相同，那么在研究算法能耗复杂度时

即包含了时间复杂度的研究，且可以忽略高阶项

(算法时间复杂度部分)，仅考虑算法能耗复杂度的

低阶项。这种分析方法与现存算法能耗优化思路

一致：“在算法性能(执行时间)一定的情况下优化

算法能耗”或“在算法性能(执行时间)已经优化的

情况下考虑算法能耗优化问题”。若解决某一个

问题的多个算法的时间复杂度相等时，可以通过

能耗复杂度的低阶项，选择能耗更低(增长慢)的算

法。 

最后，由于算法的能耗复杂度和时间复杂度

的高阶项相同，且易知一个算法的时间复杂度，

若能建立算法时间复杂度与能耗复杂度之间的函

数关系，则可以避免使用抽象的图灵机算法来推

导能耗复杂度。本文第 4 节将描述这一方法。 

4 能耗复杂度推导方法 

能耗图灵机的转移函数描述图灵机算法执行

的每一个步骤，这种描述非常复杂，因此将现有

计算机算法转换成图灵机算法很繁琐，求解算法

能耗复杂度也很困难。本节将针对计算机算法和

RAM 模型研究如何推导算法能耗复杂度。拟从已

知的算法空间复杂度、时间复杂度和交叉度入

手，分析三者对能耗复杂度的影响，并确定他们

之间函数关系，以推导能耗复杂度。 

表 1. 符号说明 

描述项 符号 

时间复杂度 T(n) 

空间复杂度 S(n) 

能耗复杂度 E(n) 

交叉度 R(n) 

影响计算机功率的参数集 W 

计算机功率 power(W) 

CPU 频率和使用率 f,ω 

运算(CPU)语句 U 

存储(I/O)语句 I 

算法的能耗复杂度 E(n)、时间复杂度

T(n)、空间复杂度 S(n)和交叉度 R(n)

之间的关系 

E(n)=f(T(n),S(n), 

R(n)) 

时间复杂度 T(n)与时间 T 的函数关系 T=g(T(n)) 

能耗复杂度 E(n)与能耗 E 的函数关系 E=h(E(n)) 

频率 f 和使用率 ω 之间的函数关系 f=scal(ω) 

交叉度 R(n)和使用率 ω 间的函数关系 ω=idel(R(n)) 

表 1 列出了本节涉及的主要符号及其含义。若

算法的时间复杂度、空间复杂度和交叉度已知，

令E(n)=f(T(n),S(n), R(n))，若能够定义 f函数的表达

式，则算法能耗复杂度可迎刃而解。 

4.1空间复杂度 

本小节判断空间复杂度是否会独立影响能耗

复杂度，即空间使用大小是否会影响算法能耗。

作为数据存储硬件，首先讨论内存的工作状态，

一是无数据访问的空载状态(Idle)，二是有数据访

问时的工作状态(Loaded)。前者消耗维持内存数据

所需要的最小能量，后者则叠加内存读写数据时

的消耗的能量。 

由此可见，内存功率包括两个部分，一是读

写内存数据时内存功率，称为 I/O 功率，对应图灵
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机状态转移能耗中纸带读写能耗；二是存储数据

态内存功率，称为存储功率，对应图灵机状态转

移能耗中的存储能耗；文献认为，前者是后者的

一倍。但是内存的总功率很低，普通 DD3(8GB)内

存的功率在 4-8 瓦特之间浮动，DDR4 的最大功率

甚至低至 5 瓦特。绝大部分算法执行时内存均会

处于读写状态，因此在实际计算中，可以近似地

将内存功率视为 I/O 功率和存储功率之和，且为常

量。 

空间复杂度用来度量算法在运行过程中临时

存储空间随输入规模增加而增加的趋势。首先，

在硬件环境不变的前提下，内存空载状态的能耗

与存储的数据量是无关的，存储功率为常量，空

间复杂度对存储功率无影响。其次，空间复杂度

可以表征内存写操作的频繁程度，而内存读操作

实际包含在时间复杂度中，I/O 功率难以确定。 

由于内存的总功率很小，因此将 I/O 功率也视

为常量。那么，内存的能耗就仅取决于算法执行

时间。由此可见，算法空间复杂度对能耗复杂度

的影响，近似的包含在算法时间复杂度对能耗复

杂度的影响中。在后文的公式(5)中，常量 a4 即为

内存、硬盘等功率较小或近似稳定的计算机组件

功率。 

综上所述，若视内存功率为常数，那么内存

能耗仅与算法执行时间相关，因此 S(n)对 E(n)的影

响将包含在 T(n) 对 E(n) 的影响中，可以令

E(n)=f(T(n), R(n))。 

 

4.2 时间复杂度 

无论是计算机算法还是图灵机算法，算法执

行时间和执行能耗之间的关系应遵守“能耗等于

时间和功率的乘积”这一物理定理，该定理既适

用于抽象的图灵机，也适用于具体的计算机，因

此是能耗复杂度和时间复杂度的潜在关联，是求

解 E(n)=f(T(n), R(n))的关键。但抽象的图灵机功率

特性无法获得，因此本文考虑具体的计算功率特

性：本节将计算机功率对应图灵机功率，算法在

计算机上的执行时间\能耗对应算法在图灵机上的

执行时间\能耗，在计算机模型下求解。 

计算机都标有额定功率，而算法的执行之间

                                                                 
4 Gottscho M, Gupta P, Kagalwalla A A, et al. Analyzing Power Variability of DDR3 Dual Inline 

Memory Modules, Available in https://www.researchgate.net/publication/262915126_Analyzing_Power 

_Variability_of_DDR3_Dual_Inline_Memory_Modules 

5 http://www.samsung.com/global/business/semiconductor/file/media/DDR4_Brochure-0.pdf 

6更精确的表述应该是实时功率函数在时间 T 上的积分，本文将积分形式简化为乘积形式 

已知。设影响计算机功率的参数集为W，那么 T时

间内计算机能耗计算公式： 

E=power(W) ×T (4) 

其中，power 表示计算机功率与特征参数之间

的函数关系。文献[25]指出计算机功率和CPU频率

的关系为 P=Pfix+Pf×f
3。其中，Pfix 为常数，表示除

CPU 以外其他设备的功率；Pf为 CPU 功率系数，f

为 CPU 频率；而文献[26]认为计算机功率与 CPU

使用率ω和CPU 频率 f相关，定义函数 power(f, ω) 

=a1f
3
+a2ωf

3
+a3ω+a4 (a1, a2, a3, a4 均为硬件相关的系

数，其中常量 a4 即为内存、硬盘等功率较小或近

似稳定的计算机组件功率。)。大部分研究均假设

除 CPU 以外的其他计算机组件功率稳定。除此之

外，部分研究认为计算机的 CPU、主板、内存以

及磁盘的工作状态均是计算机功率相关的特征属

性[27]。按文献[26]，计算机功率采用 CPU 频率 f 函

数、CPU 使用率等参数估算。 

但计算机运行时功率是动态变化的，功率大

小与计算机的繁忙程度相关：当计算机空闲时，

功率较低；反之亦反。同理 W 值也会随时间变

化。因此算法执行期间所消耗的能量与时间的关

系并不是简单的线性正相关。因此公式(4)的计算

结果未必精确。在能耗复杂度的推导过程中，本

文采用适度近似的方法，认为 W 的值为算法执行

时间内的平均值或具有代表性的特征值，因此

power(W)即为计算机平均功率。本文在 4.4 节继续

上述推导。 

4.3交叉度 

计算机算法由语句构成，而语句可以分为运

算语句和存储语句两类，其中运算语句是指 CPU

对缓存内数据进行运算的语句，而存储语句是指

访问内存数据的语句。类比图灵机算法的交叉度

定义，算法能耗不仅与运算语句和存储语句数量

有关，还和两种语句之间的关系相关。不考虑具

体语句特征，若运算(存储)语句后紧接一条存储

(运算)语句，则认为两者有交叉关系，否则没有交

叉关系。类比能耗图灵机，定义计算机算法中交

叉度为运算语句和存储语句的交叉频率。交叉频

率不同，语句排列方式就会不同，进一步会影响

算法的能耗，原因如下： 

(1) 主要原因：CPU 的功率与 CPU 频率正相

关，根据 CPU Frequency Scaling和 CPU Frequency 

                                                                 
7https://en.wikipedia.org/wiki/Frequency_scaling 
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Governor技术，当 CPU 使用率较低时将主动降低

频率以节省电能，因此，当执行连续的存储语句

时，交叉度低，CPU 会处于连续空闲状态，

Scaling 技术发挥作用；而当存储语句和运算语句

密集交错执行时，交叉度高，CPU 空闲时间片很

短，Scaling 技术难以实施，CPU 一直处于高频率

高功率状态。后文会介绍，算法在 CPU 高频执行

阶段和低频阶段执行的比例，可由交叉度的定

义，以及交叉度和 CPU 使用率之间的关系估算

知。 

(2) 次要原因：交叉度高会增加缓存失效的概

率，导致额外的访存操作，消耗额外的能量。 

(3) 无关因素：CPU的功率与CPU使用率正相

关，执行存储语句时 CPU 使用率降低，CPU 功率

随之降低。例如，多核 CPU 的使用率降低时部分

核会关闭，功耗线性下降。但是，上述特性仅与

存储语句的数量有关，而与存储语句的执行顺序

无关；换言之，上述特性与交叉度无关，无论交

叉度大或小，一个算法的存储语句数量是确定

的，交叉度并没有改变计算总量，而只是改变了

CPU 使用率在时间上的分布。 

定义 6：交叉度 α(计算机算法)。计算机算法

的交叉度 α=R(n)是算法中运算语句和存储语句交

叉 的 频 率 。 设 算 法 由 语 句 序 列 <I1,U1, 

I2,U2,…,Ik,Uk>组成，U 代表运算语句集，I 代表存

储语句集，下标为操作逻辑时钟。则该语句序列

中<I, U>语句子序列个数为 k(k≥1)。在输入规模为

n的条件下，整个算法执行的语句交叉了 kn次，设

算法时间复杂度为 T(n)，定义算法执行时间为

T=g(T(n))，可知 kn 为运算语句和存储语句交叉次

数，则交叉频率为 kn/T=kn/g(T(n))，该频率定义为

计算机算法交叉度。 

运算 存储

交叉度: n/T(n)

执

行
n

次

kn/T(n)
 

图 1. 交叉度示意图 

图 1 表述了语句顺序对交叉度的影响，5.1 节

和 5.4 节实验证明了交叉度对算法能耗的影响。 
                                                                 
8 https://en.wikipedia.org/wiki/Governor_%28device%29#Computing, 2016。 

9Liunx 提供的 CPU Frequency Governor 技术，CPU 使用率的采样间隔在毫秒级别。 

 

4.4推导步骤 

给定一个计算机算法，本小节根据公式

E(n)=f(T(n), R(n))推导 E(n)，其中 T(n), R(n)均为已

知函数，因此推导的关键是确定 f 函数的表达。 

首先，在不采用渐近记法的前提下，任意算

法的时间复杂度 T(n)与运行时间 T 必然存在线性关

系，记为 T=g(T(n))。同理，算法的能耗复杂度

E(n) 与算法能耗 E 也存在线性关系，即为

E=h(E(n))。 

其次，函数 power 是表示计算机功率与功率相

关参数集的函数，文献[25]中的 power(W)函数如公

式(7)所示： 

power(W)=power(f,ω)=a1f
3
+a2ωf

3
+a3ω+a4 (5) 

其中 f 为 CPU 频率，ω 为 CPU 使用率，a1,a2, 

a3, a4 均为硬件相关的系数，其中常量 a4 即为内

存、硬盘等功率较小或近似稳定的计算机组件功

率。公式(5)中采用 f 和 ω的均值来代替瞬时值。 

再次，因为算法交叉度主要通过 CPU 

Frequency Scaling技术影响CPU频率和功率，进而

影响能耗。如果 ω 持续较低时，CPU Frequency 

Scaling将会降低CPU频率 f。而交叉度R(n)影响着

降频的触发条件，交叉度越大，ω持续较低的可能

就越小，降频的可能也就越小。设存在交叉度的

临界值 R0，使得当 R(n)<R0 时 CPU 会降频，且

f=scal(ω)；当 R(n)≥R0 时, f=fmax。由此可见，CPU

使用率 ω 与交叉度 R(n)之间存在函数关系，设

ω=idel(R(n))，因此可以得出结论：n 与 power(W)

之间存在函数关系 P，使得： 

power(W)=power(f, ω)=power(scal(ω),ω) 

=power(scal(idel(R(n))), idel(R(n))) 

= P(n) 

(6) 

接着，公式(6)中 R(n)= kn/g(T(n))。由文献 9

知，scal 函数为单调增的线性函数；当 R(n)≥ R0

时，idel 函数值为常量。当 R(n)<R0，可以确定常

量 r，使 ω=idel(R(n))=O(r×R(n))，采用 idel 函数的

上界函数代替未知的 idel 函数。公式(6)中的 power

函数，scal 函数和 idel 函数均为已知函数。 

最后，由公式(6)可知: 

P(n)=power(scal(idel(kn/g(T(n))), idel(kn/g(T(n))) 

(R(n)<R0)  

P(n) = Pmax(R(n)≥ R0) 

(7) 

                                                                 

10CPU frequency and voltage scaling code in the Linux(TM) kernel. 

https://www.kernel.org/doc/Documentation/cpu-freq/governors.txt 
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结合公式 (5)，经合并系数，简单整理可得

P(n)函数的形式为： 

P(n)=b1n
4
/g(T(n))

4
+b2n

3
/g(T(n))

3
+b3n/g(T(n))+b4 

(R(n)<R0) 

P(n)= Pmax(R(n)≥ R0) 

(b1, b2, b3, b4为常数, Pmax> 0) 

(8) 

综上所述，已知： 

E(n)=f(T(n),R(n)) 

E=power(W) ×T 

T=g(T(n)) 

E=h(E(n)) 

power(W)= P(n) 

(9) 

那么可得： 

E=h(E(n)) =power(W)×T 

⇒h(E(n))=P(n)×T 

⇒ E(n)= h
-1

(P(n)×e(T(n))) 

(10) 

最终，可将 f 函数整理为如下形式： 

E(n) = c1T(n)+c2n
4
/T(n)

3
+c3n

3
/T(n)

2
+c4n

 

(R(n)<R0)  

E(n) = c5T(n)    (R(n)≥ R0) 

(c1 ~c5为常数) 

(11) 

由公式(11)可知，算法的能耗复杂度和时间复

杂度高阶项相同，符合第 3 节的能耗图灵机模型；

当 R(n)≥ R0，两者线性相关，可以类比 c5 为计算机

稳定功率。值得注意的是，当算法的时间复杂度

为常数时，算法的能耗复杂度高阶项为 n
4，这显

然与实践相悖。事实上，此时算法能耗复杂度也

为常数，算法在输入规模为 n 时执行的语句和输入

规模为 1 时执行的语句相同，算法交叉数量为 k，

交叉频率也为常量 k/T，均于 n 无关。 

5 实验分析 

本节实验共分三个部分：5.1 节验证了交叉度

和算法能耗之间的关系；5.2 节验证了算法执行时

间与能耗并不等价，算法的时间复杂度无法代替

能耗复杂度；5.3 节证明算法真实能耗随算法规模

变化趋势与算法能耗复杂度是一致的，以验证算

法能耗复杂度的正确性验证；5.4 节分析了真实算

法中不同交叉度对算法的时间复杂度和能耗复杂

度的影响。实验在真实环境下对计算机算法执行

的期间所能耗进行测量，实验环境包括实验节

点、监控节点以及数据处理与分析节点。具体实

验环境如表 2 所示。实验中用到的测试用例如表 3

所示。 

 

表 2. 实验环境 

项 描述 

计算机 
清华同方超翔 Z900 计算机，Intel Core i5-2300 2.80GHz，8GB 内存，1TB 硬盘，功率在 50 至

100 瓦特之间浮动。 

操作系统 CentOS 5.6, Linux 2.6.18内核, CPUFreq Governor 为Conservative模式 

功率计 HOPI-9800，自身功耗小于 1W，采样时间间隔为 1~5 秒，可调 

监控软件 
用电检测仪数据分析系统，通过 USB 接口将 HOPI-9800 功率计获得的实验节点能耗数据传输

至监控节点。 

程序语言 Java(jdk-1.7.0) 

IDE Eclipse 4.3 

测量单位 能耗单位：焦耳(Joule)；时间单位：秒(s)；交叉度：无量纲；算法规模：数据项个数 

参数 

公式(5)至(10)中的参数，如 a1~a4，r，g 函数，h 函数，最后可确定 c1~ c4 的值。上述参数只是

为了在推导能耗复杂度的一般形式，E(n) = c1T(n)+c2n
4/T(n)3+c3n

3/T(n)2+c4n。 

在实验中，令 c1~c4 的值为 1，无论是能耗复杂度还是时间复杂度都是一种趋势，通常用上界函

数表示，本身就非精确函数。 

表 3. 测试用例集描述 

测试用例 描述 
时间复杂度 (近似) 

能耗复杂度 (R(n)≥R0) 

能耗复杂度 (近似) 

(R(n)<R0) 
交叉度 

运算语句 计算 π2, π 保留 8 位小数 n n 0 

存储语句 随机访问大链表中的一个大对象 n n 0 

Search 线性搜索 n n 1 

InsertSort 插入排序 (n2-n)/2 n(n-1)/2+8n/(n-1)3+4n/(n-1)2+n 4/(n-1) 

MergeSort 归并排序 nlogn+n nlogn+2n+n/(logn+1)3+n/(logn+1)2 1/(logn+1) 

LCS 最长公共子序列算法 3n2+2 3n2+n+n4/(3n2+2)3+n3/(3n2+2)2+2 4n/(3n2+2) 

Floyd Floyd–Warshall 最短路径算法] n3+2n2 n3+2n2+n+1/n2(n+2)3+1/n(n+2)2 1/(n2+2n) 
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5.1交叉度和算法能耗关系验证 

本实验验证交叉度会影响算法能耗。实验设

计一个含有固定语句条数的算法，探讨在不同的

存储语句的比例下，两种语句的交叉度对算法能

耗的影响。因为实验用例并非实际算法，故将交

叉度简单分为零交叉，半交叉和逐句交叉。零交

叉表示先执行所有的存储语句，后执行所有的运

算语句；逐句交叉表示每条运算(存储)语句与若

干存储(运算)语句交替出现；半交叉则介于两者

之间。 

图 2 的横轴为存储语句交叉比例，纵轴为这

些语句在实验计算机上执行的测量能耗，单位焦

耳(J)。由图 2 可知：相同的运算和存储语句规模

下，随着交叉程度的增加算法能耗明显增加，近

似为线性关系；相同交叉程度下，由于实验中存

储语句比运算语句更加耗能，代码能耗与存储语

句比例正相关。实验结果证实了交叉度对算法能

耗的影响。 

0
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40% 50% 60% 70% 80% 90%

能
耗

(J
)

存储语句比例(%)

零交叉

半交叉

逐句交叉

 

图 2. 不同交叉度的语句能耗图 

 

5.2算法执行时间与能耗关系验证 

本节证明算法执行时间与能耗并非为等比例

关系。首先，第一组实验对比了 InsertSort、

MergeSort、Floyd 以及 LCS 四个用例能耗，实验

通过调整算法规模(n)，以保证用例执行时间大致

相同，比较他们的能耗，以证明执行时间相同的

不同算法的能耗并不相同。实验结果如图 3 所

示。 

                                                                 
逐句交叉：设有条运算语句，条存储语句，则每条运算语句后接条存储语句交叉，反

之则反。

半交叉：设有条运算语句，条存储语句，则条存储语句后接条运算语句，再接条存储

语句。 
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图 3. 不同算法在执行时间相等时能耗对比图 

从图 3 中可以看出，尽管四个算法执行时间

近似相同，但能耗差距明显。当算法执行时间约

30 秒时，LCS 算法的能耗比 Floyd 算法能耗高出

29.9%；同理，InsertSort 算法能耗比 MergeSort

算法能耗高出 16.6%；降低上述四个算法的输入

规模，使执行时间约为 15 秒，此时四个算法能

耗规律不变，但能耗差距发生变化，LCS 算法的

能耗比 Floyd 算法能耗高出 22.1%；同理，

InsertSort 算法能耗比 MergeSort 算法能耗高出

12.3%。因此可以得出如下结论：①时间相同的

算法的能耗并不一定相同，不能简单的采用算法

执行时间来表征执行能耗；②不同算法的能耗差

异也非稳定的，随着算法输入规模的变化，即使

算法执行时间相同，能耗差异亦在变化。③对于

同一个算法，当通过改变输入规模而减小其执行

时间，能耗并非等比例变化，时间复杂度无法替

代能耗复杂度。上述均证明了采用算法能耗复杂

度而非时间复杂度来表征算法间的能耗特征差异

的必要性。 

5.3算法能耗复杂度验证 

验证一个算法的能耗复杂度是否是 E(n)的基

本思路为：对于同一算法，比较在不同输入规模

下，能耗的测量值与 E(n)计算值是否一致，

E/E(n)是否为常量。对n的某个范围计算E/E(n)，

其中 E 是实际运行时算法能耗测量值。如果 E(n)

是执行能耗的理想近似，那么 E/E(n)会收敛于正

数；如果 E(n)估计过大，则 E/E(n)收敛于 0；如

果 E(n)估计过小，则 E/E(n)的值逐渐增大且无法

收敛。在推导算法能耗复杂度时采用第 4 节提出

的 E(n) =f(T(n),R(n))R(n)<R0)的方法。 

文献[28]亦使用此方法评价算法时间复杂度

的正确性。本实验对时间复杂度为 n
2
logn 的算法
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测试不同输入规模下的执行时间 T 和不同 T(n)

之间的比例。表 4 给出运行时间以及三种 T/T(n)

的值。 

表 4. 运行时间示例 

n time(T) T/n2 T/n3 T/(n2logn) 

100 22 .002200 .000022000 .0004777 

200 56 .001400 .000007000 .0002642 

400 207 .001294 .000003234 .0002159 

600 466 .001294 .000002157 .0002024 

800 846 .001322 .000001652 .0001977 

1000 1362 .001362 .000001362 .0001972 

1500 3240 .001440 .000000960 .0001969 

2000 5949 .001482 .000000740 .0001947 

4000 25720 .001608 .000000402 .0001938 

其中，当 T(n)=n
3 时，T/T(n)的值渐进收敛于

数值 0；当 T(n)=n
2 时，T/T(n)随 n 逐渐增长，当

T(n)=n
2
logn 时，T/T(n)收敛于 0.00019，实验结果

与上述方法一致。 

实验中操作系统和 Java 虚拟机都会消耗部分

能耗。从测量手段角度，当应用软件执行时，无

法区分应用软件、中间件、操作系统的能耗，就

好比无法区分它们的执行时间一样。但 Java 虚拟

机能耗不会改变算法能耗复杂度。理由如下：① 

Java 语言是转换为指令在虚拟机中执行，虚拟机

不会因为执行的程序不同，而导致同一指令的执

行能耗有所差异。虚拟机的能耗由指令类型和数

量决定，恰好反映了算法能耗。虚拟机能耗和算

法能耗是一致的。②实验避免调用 Java 类库代

码，否则会使算法编译后的指令数量明显增加，

改变算法能耗复杂度。③算法能耗复杂度是一个

抽象的数学模型，通过实验可以验证规律性，而

非验证模型计算值和实验值的拟合。 

实验选择线性搜索、插入排序、归并排序、

最长公共子序列、最短路径算法为测试用例，考

虑算法在不同输入规模下执行时的执行时间 T、

能耗 E 以及 E/E(n)值。为了便于算法间比较，将

五个算法在不同规模下的 T、E 和 E/E(n)值按

Max-Min 法归一化到[0,1]区间。图 4 展示了五个

算法的输入规模与 E/E(n)值之间的关系。 

由 图 4 可 知 ， Search 、 InsertSort 、

MergeSort、LCS、Floyd 算法的 E/E(n)值随输入

规模(n)的变化很小，在10组输入下的E/E(n)值方

差分别为 2.09×10
-7 、 3.33×10

-9 、 7.67×10
-6 、

6.89×10
-10、5.88×10

-15。由于对数据进行了归一

化处理，E/E(n)的值均收敛于 1，当 n较小时，测

量能耗和估计能耗存在差距，而随着算法输入规

                                                                 
归并排序增加了一个外层循环，及相当于 n 次归并排序。

模的不断增大 E/E(n)值趋于收敛。可以证明本文

提出的算法能耗复杂度能够反映能耗随输入规模

的变化趋势。 
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图 4. E/E(n)与算法输入规模之间的关系 

5.4 算法时间/能耗复杂度与交叉度分析 

本实验进一步分析了算法交叉度与算法时间

复杂度和能耗复杂度之间的关系。图 5 和图 6 分

别给出了五种算法的执行时间和能耗(归一化)与

算法规模之间的关系。图中的曲线可以认为是算

法的时间复杂度和能耗复杂度。参考表 4 的算法

时间复杂度和能耗复杂度，可以看出算法的时间

复杂度和能耗复杂度基本一致，仅当 n 较小时曲

线走势会存在差别。而每个算法的交叉度均不相

同。 
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图 5. 执行时间与算法输入规模之间的关系 

Search 和 InsertSort 算法的交叉度最小，CPU

一致处于稳定的低使用率低频率和低功率状态；

与之对应的是 LCS 算法，其交叉度最高，因此

CPU 一直处于稳定的高使用率高频率和高功率状
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态；换而言之，这三个算法的 R0值很小，当 n 增

长时，R(n)≥R0 的条件很快满足因此，两者的能

耗复杂度曲线和时间复杂度曲线高度一致。仔细

观察MergeSort和Floyd算法的时间复杂度曲线和

能耗复杂度曲线，当 n 较小时，算法能耗复杂度

曲线略低于算法时间复杂度曲线，此时计算机功

率低与额定功率，也反映了在 R(n)<R0 条件下能

耗复杂度和时间复杂度的差别。 
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图 6. 能耗与算法输入规模之间的关系 

分析算法的时间复杂度和能耗复杂度，可得

如下结论：①与时间复杂度不同，算法能耗复杂

度考虑了算法“交叉度”带来的额外能耗，虽然

能耗复杂度与时间复杂度的高阶项相同，但当算

法规模较小时，两者仍存在差异；②实验采用了

较大的算法规模，且每次增加的步长也很大，这

样做是为了减少误差，更好地反映时间或能耗随

规模增长的趋势，但没有凸显算法规模较小时两

者的差异，从时间复杂度和能耗复杂度的数学表

达中也可以看出，两者的高阶项相同，而差别之

处在于低阶项，当 n 较小时这种差异很更为明

显；③尽管在推导过程中使用大量的参数和化简

操作，且交叉度的定义存在主观性，这都会影响

能耗复杂度的准确性，但实验结果表明本文提出

的能耗复杂度是“算法能耗与算法规模之间关

系”的理想近似，且有别于算法时间复杂度；④

经实验结果推测，仅就交叉度对能耗的影响大小

而言，外存算法或比内存算法更为明显，因为前

者的存储语句更耗时。不基于 RAM 模型的外存

算法的能耗复杂特征有待进一步研究。 

6 结论和进一步工作 

本文以算法为能耗评价对象，通过分析算法

特征，设计算法能耗复杂度理论模型以及推导方

法，主要工作有： 

(1) 修改和扩展传统图灵机，设计更适合能

耗分析的能耗图灵机；分析能耗图灵机算法的两

种耗能操作，定义算法能耗复杂度； 

(2)分析计算机算法的空间复杂度、时间复杂

度、算法交叉度和算法能耗的关系，设计由时间

复杂度和交叉度推导能耗复杂度的方法； 

(3) 通过一系列实验证明时间复杂度、算法

交叉度和算法能耗的关系，并验证能耗复杂度的

正确性。 

算法能耗复杂度是算法能耗的评价模型，定

义了算法能耗随算法规模的增长趋势。在实际的

软件开发过程中，通过比较多个算法的能耗复杂

度，尤其是比较时间复杂度相同的一组算法的能

耗复杂度，进而选择能耗复杂度低的，降低软件

产品的能耗。另外，本研究还处于起步阶段，对

交叉度的准确定义和适用性研究是亟待开展的工

作，例如进一步区分“存储语句”和“运算语

句”、考虑那些类算法其“交叉度”对能耗影响

更为明显（例如外存算法），精确定义 4.4 中推

导过程中的 idel 函数；此外，本文仅考量了算法

能耗复杂度的定义，并未涉及其优化方法；算法

能耗复杂度优化方法研究需要结合、算法执行过

程中已经存在的编译器优化原则、以及程序设计

方法等诸多因素，这也是下一步研究的主要工

作。 
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附录 A：能耗图灵机的适用性描述 

单带图灵机很难处理复杂变化的计算问题，因此在

经典单带图灵机的研究基础上还提出图灵机的多种变

形，使得经典图灵机可以执行多样的算法。 

定义3是一个单带确定性能耗图灵机。本附录将对照

经典图灵机变形，定义其他几种类型的能耗图灵机。面

对特定算法时可选择更合适的能耗图灵机类型，分析算

法能耗复杂度，以证明本文提出的能耗图灵机的适用

性。本附录简要证明不同类型能耗图灵机求解算法能耗

复杂度过程的同理性，即证明不同类型能耗图灵机的等

价性。 

多带能耗图灵机与单带能耗图灵机的不同点主要体

现为前者具有多条符号带，每条符号带有各自的读写

头。开始时，输入出现在第一条符号带上，其他符号带

都是空白的。转移函数改为允许在不同带上进行读写和

移动读写头操作。k 带能耗图灵机 M=(Q,Σ, Γ, δ, q0, B, F, 

ε)，其中函数 δ 定义为： 

δ:Q×Γk×Q×(Γ×{R,L})k→E (12) 

可以使用和经典图灵机中证明单带图灵机等价于多

带图灵机类似的证明方法：用单带能耗图灵机的有限步

移动来模拟多带能耗图灵机的一步移动，证明对任何 k带

能耗图灵机 M 都存在一个单带能耗图灵机 M1与之等价。 

非确定能耗图灵机与确定能耗图灵机的区别仅在于

其移动规则不能被转移函数唯一地确定，因为其转移函

数具有多值性的特点，也可以将一个转移函数的多个函

数值看作一个子集，即将非确定能耗图灵机的转移函数

当作一个集值函数。非确定能耗图灵机 M=(Q,Σ, Γ, δ, q0, 

B, F, ε)，其中函数 δ 定义为： 

δ: Q×Γ×2Q×Γ×{R,L}→E (13) 

证明非确定能耗图灵机与确定能耗图灵机等价，则

只需要证明：确定图灵机与非确定图灵机接受同一语

言。 

定理 1：非确定能耗图灵机与确定能耗图灵机等价。 

证明：设 M=(Q,Σ, Γ, δ, q0, B, F, ε)是一个非确定能耗

图灵机，将按照如下的方法构造与之等价的确定能耗图

灵机 M1。 

δ: Q×Γ×2Q×Γ×{R,L}→E 

取 m=max{|δ(q, x)| | (q, x)∈Q×Γ}，可得： 

∀ (q, x) ∈Q×Γ 

δ(q, x)={(p1,y1,d1),( p2,y2,d2),…,( pn,yn,dn)} 

使 用 1,2, „ ,n 分 别 代 表 选 择

(p1,y1,d1),( p2,y2,d2),…,( pn,yn,dn)。对任意输入的字符串，

则 M1 用来处理它的操作序列都要使用{1,2,„,m}上的数

字序列表示。由于 m≥n，因此其中存在无效的操作序

列。 

令等价的 M1 具有三条符号带，第一条带用来存放输

入，第二条用来存放生成的用于处理输入串的操作序

列，由于第二条带上存放的操作序列是系统生成的，因

此依照该序列对输入串进行处理并一定能够保证成功。

为了解决此问题，M1 的第三条带作为草稿纸，对系统生

成的每一个操作序列，M1 将输入串抄写到它的第三条带

上，然后按照第二条带上的操作序列对第三条带上的内

容进行处理，若 M1 并没有进入终止状态，则表示当前这

个操作序列无效。此时，M1 重新在其第二条带上系统生

成下一条操作序列，并将第一条带上的内容复制到第三

条带，并进入下一次循环。 

如果能导致 M 接受输入串的操作序列，M1 最终将会

接受输入串；否则，M1 将不会接受此输入串。证毕 

另外，在实际应用能耗图灵机时，图灵机输入的内

容常常不仅只有数据，还应该有用于处理数据的程序(算

法)。前面讨论的图灵机都等同于一个已经安装固定程序

且此程序不可被改变的计算机(这里的程序指的是转移函

数)，因此需要一个可以模拟其它任意类型的能耗图灵机

的计算的图灵机，即通用能耗图灵机。而对于通用能耗

图灵机，与经典通用图灵机相比，本研究并未改变其最

为关键的编码规则，即通用能耗图灵机继续研究其原有

编码规则，而其他内容则与本文定义的单带能耗图灵

机、多带能耗图灵机等类似。 
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Background 

Aiming at solving the energy issue in IT 

industry, software energy efficiency optimization is gradually 

focused by researchers in recent years. The researches on 

software energy efficiency optimization are done via reducing 

energy consumption of a given task, such as the optimization 

on software structure, code, instruction sequence or algorithm. 

Algorithms are the description of solution to the problem, while 
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code is the implementation of algorithm. The study on 

algorithms in energy consumption is more abstract than study 

on code, so that the generality of the result is higher. The study 

on energy consumption of algorithms is valuable, although 

researches on energy consumption of algorithms are few at 

present. Starting from an improved Turing machine for energy 

consumption analyzing, a model of energy consumption 

complexity is proposed in this paper comparing with time 

complexity and space complexity of algorithms. 

Recently, there have been few studies on energy consumption 

complexity. Some researchers proposed their energy 

consumption complexity model in some particular environment, 

such as a model for multi-core parallel algorithms; And some 

research also use Turing machine in energy consumption 

complexity study and deduce the relationship between energy 

consumption complexity and time and IO complexity. In this 

paper, researchers start with improved 8-tuple Turing machine 

for energy consumption, and define the energy consumption 

complexity combining with state shift energy consumption and 

inertia energy consumption. The feasibility of our Turing 

machine is also discussed in the appendix of this paper. With 

the theory base of Turing machine, we define the cross factor, 

which exists in real computers theoretically and shows 

consistency with the DVFS of CPU. Combining the cross 

factor with space complexity and time complexity, we deduce 

the mathematical equation of energy consumption complexity – 

the relationship between input size and energy consumption. In 

the final part of this paper, experiments analysis of energy 

consumption of several algorithms is discussed. We verified the 

existence of cross factor, and prove the correctness of our 

energy consumption complexity model. 
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