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摘  要 经验风险最小化(Empirical Risk Minimization, ERM)旨在学习一组模型参数来尽可能地拟合已观测到的样本，使得模

型具有基础的识别能力。除了 ERM，权重衰减(Weight Decay, WD)对于进一步提升模型的泛化能力，即对未观测样本的精准

识别也非常重要。然而，WD 的具体形式仅仅是在优化过程中不断缩小所学习的模型参数，这很难与提升泛化能力这个概念

直接地联系起来，尤其是对于多层深度网络而言。本文首先从计算学习理论(learning theory)中的鲁棒性(robustness)与泛化

性(generalization)之间的量化关系出发，推导出了一个统一的泛化界正则项(Generalization Bound Regularizer, GBR)来理解 WD

的作用。本文证明了优化 WD 项(作为损失目标函数的一部分)本质上是在优化 GBR 的上界，而 GBR 则与模型的泛化能力有

着理论上的直接关联。对于单层线性系统，本文可以直接推导出该上界；对于多层深度神经网络，该上界可以通过几个不等

式的松弛来获得。本文通过引入均等范数约束(Equivalent Norm Constraint, ENC)即保证上述不等式的取等条件来进一步压缩

GBR 与其上界之间的距离，从而获得具有更好泛化能力的网络模型，该模型的识别性能在大型 ImageNet 数据集上得到了全

面的验证。 
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Abstract Empirical Risk Minimization (ERM) aims to learn parameters of a model that can perfectly, at least, 

master a set of observed examples. Beyond ERM, the Weight Decay (WD) regularization term is also necessary 

to ensure the trained models with generalization ability on unseen objects. However, the form of WD targets at 

making the learning parameters small during optimization, which naturally lacks smooth connection to the 

concept of generalization, especially for multi-layer deep networks. This paper first aims to bridge this gap 

through a proposed unified framework, namely Generalization Bound Regularizer (GBR), which is theoretically 

deduced from the robustness and generalization theory. Specifically, we demonstrate that optimizing WD term, 

as a part of the loss objective, is actually optimizing an upper bound of the underlying GBR, which is directly 

related to the generalization ability of models. For a single-layer linear system, this upper bound can be derived 

directly; for a multi-layer deep network, this upper bound is obtained via additional relaxations of several 

inequalities. By introducing Equivalent Norm Constraint (ENC) and further equalizing the GBR and its 

corresponding upper bound, it is easy to get a more generalized model with improved recognition performance, 

which is comprehensively validated on the large-scale ImageNet dataset. 

Key words generalization bound regularizer; empirical risk minimization; weight decay; equivalent norm 
constraint; deep neural network 
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1   引言 

机器学习系统经过训练能够在已观测数据上

达到尽可能低的平均误差，这通常被称为经验风险

最小化(Empirical Risk Minimization, ERM)原理[1]。

ERM 保障了学习系统针对已观测样本所具有的基

础识别能力，但却容易带来过拟合的风险，从而无

法将该识别能力更好地泛化到未观测样本中去。 

随着权重衰减(Weight Decay, WD)正则化技术

的提出，模型过拟合的影响也随之降低，无论是在

单层线性模型[2]还是在多层深度神经网络[3-7]中。

WD 可以追溯到文献[8]，它证明了 WD 为线性网络

泛化能力的提升带来了诸多益处[8,9]。对于大多数优

化器而言[10-12]，WD 在数学上完全等价于 L2正则化
[13,14]，其表达式为： 
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其中 λ 是其系数， i
W 表示总计 L 层中的第 i 层的权

重，而 F‖‖ 表示 Frobenius 范数。 

将WD最小化作为损失函数目标的一部分可以

视为找到模型参数权重处于较小数量级的一个解，

这在实践中被广泛地证明能够提升模型的泛化性

能。但是，“减小权重”似乎在直觉上与“更好的

泛化能力”的联系并不那么紧密。相关文献已经给

出了一些简单的解释，例如在文献[8]中，对于非线

性网络，作者指出由 WD 优化得到的解具有潜在的

最小复杂度，从奥卡姆剃刀的角度来看很有可能成

为最好的策略。这种解释缺乏对深度神经网络的进

一步探索。尽管文献[9]证明可以通过减小模型的权

重范数来缩小传统简单线性模型的 Rademacher 复

杂度上界，但是最新的研究[15]表明 Rademacher 复

杂度对于深度神经网络而言其参考意义受限，原因

在于它们本身的数值都非常接近于 1，并且深度神

经网络能够很好地拟合随机标签。因此，传统的

Rademacher 复杂度无法深入并定量地解释 WD 为

何能在深度网络中提高泛化能力。 

本文首先希望为WD提供理论上的更深入且统

一的理解。具体来说，基于鲁棒和泛化的理论分析
[16]基础，本文从学习算法的泛化上界入手，经过进

一步推导，该上界可以通过降低模型最终的预测相

对输入的敏感度来同步地被降低。通常，这样的敏

感度可以表示为在整个输入空间上，输出对输入梯

度的大小 ( 本文将其称为“泛化界正则项”

(Generalization Bound Regularizer, GBR))，即 
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其中输入 0m
x 来自数据分布  (概率密度函

数为 ( )P  )的样本，本文记   1; , , Lf x W W 为包

含 L 层参数 1, , LW W 的学习系统的输出，其中

1 , {1, , }i im mi i L
  W  ， im 表示每一层中的特征

维度。因此，公式(2)可以视为与泛化能力直接相关

的数学表达式。本文可以证明对于单层线性模型，

公式(2)等价于 WD 的定义；同时，对于多层深度神

经网络，本文也可以通过多个不等式将公式(2)放大

到 WD 的形式。这表明了 WD 正则本质上是深度网

络 GBR 数值的上界。当网络的训练过程努力最小

化这个上界 WD 时，其所期望相应实际的 GBR 值

也将隐式地变小，从而提升网络的泛化性能。 

在揭示 GBR 和 WD 之间联系的统一视角的基

础上，本文探索了进一步增强它们之间的关联，使

得在优化过程中能够进一步降低 GBR。具体来说，

本文通过让所有层权重的范数相同，从而使得均值

不等式取到等号，并将其称为均等范数约束

(Equivalent Norm Constraint, ENC)条件。在大型

ImageNet 数据集上进行的实验表明，尽管 ENC 条

件非常简单，但它仍然可以持续改善网络的泛化性

能，并使深层模型对对抗样本更加鲁棒。 

根据上述分析，基于鲁棒和泛化性的基础理

论，本文推导了与模型的泛化能力直接相关的泛化

界正则项(GBR)框架，并从理论上解释了优化权重

衰减(WD)本质上是优化了 GBR 的上界，从而为

WD 提供了一个统一的理解。与此同时，根据所提

出的统一框架，对于多层神经网络，本文尝试通过

进一步加强 GBR 和 WD 之间的联系，并提出均等

范数约束(ENC)条件进一步限制 GBR 的大小，它被

证明对提高深度神经网络的泛化能力非常有效。 

2   相关工作 

本文将从理解权重衰减、泛化能力、对抗样本
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和正则技术这四大方面依次展开对相关工作的简

要概述。 

理解权重衰减(WD)：对于非线性深度神经网

络，在早期的工作[8]中，WD 从哲学的视角来看被

认为是一种最佳的策略，因为它具有最小的复杂

度。它可以被视为一种启发式的且最为简单的惩罚

项，用来防止模型具有较大的参数值（或者说较大

的复杂性）。此外，具有较小参数数值的函数往往

会改善自身的 Lipschitzness
[17,18]。同时，WD 可以

确保一些特定函数[19]的平滑性。大量仿真实验[20,21]

表明 WD 能够提高模型的容错能力。基于 RBF 模

型[22]，文献[23]证明了在温和条件下可以将显式的正

则化模式[24]简化为 WD。文献[25]确定了 WD 正则化

的三种不同机制，包括（1）提高有效学习率[13,26]，

（2）正则化输入输出的 Jacobian 范数，以及（3）

降低二阶优化的有效阻尼系数。然而，这些相关工

作都是从 WD 的作用的角度进行阐述的，而并没有

深入探究 WD 形式的根源。而本文的工作希望基于

计 算 学 习 理 论 (learning theory) 中 的 鲁 棒 性

(robustness)与泛化性(generalization)之间的量化关

系[16]，为理解 WD 的形式提供一个统一的理论框

架。 

泛化能力：文献[15]证明了 Rademacher 复杂度

和 VC 维的经典概念不足以理解深度网络的泛化

性。为了解释泛化性，传统方法一般是利用局部最

小值[27,28]的平坦度或清晰度的概念，该概念考虑了

损失函数对模型参数摄动的敏感性。在本文的框架

中，预测对输入信号的敏感性也可以直接与泛化界

相关。 

对抗样本：GBR 的推导形式表示了预测对于输

入的敏感性，其在一些研究[29,30]中是直接被作为先

验假设的。因此，它也与对抗样本的概念有关。对

抗样本又被称为可以最大程度地增加损失函数从

而带来干扰的训练数据[31]。在文献[32]中，作者展示

了使用对抗样本进行训练可以提高模型的泛化能

力。因此，降低 GBR 很有可能会使模型对干扰噪

声和更多未知数据具有更好的鲁棒性，其将在后文

中通过实验进行佐证。 

正则技术：与 WD 类似，本文所提出的均等范

数约束条件(ENC)主要对权重进行正则化。还有许

多其他类型的正则化技术，它们着重于对特征
[33,34]，数据[35–37]或标签[36–38]进行正则化。Dropout

[33]

和 DropBlock
[34]在训练过程中以元素或元素块的方

式引入了随机特征丢弃。Cutout
[35]，Mixup

[36]和

CutMix
[37]分别提出了区域蒙版、成对线性组合以及

区域复制和粘贴操作，通过扩展训练数据来提高模

型泛化能力。其中，Mixup 和 CutMix 会通过组合

系数进一步调整相应的标签。LabelSmooth
[38]试图

通过将训练标签修改为软分布[39]来防止分类器对

某个类别过于自信。本文将在实验部分展示所提出

的 ENC 条件与这些正则化方法之间的比较。 

3   理解权重衰减形式的统一视角 

3.1   基础概念 

本节首先介绍基本的概念以及必要的定义和

定理，这些定义和定理是从算法的鲁棒和泛化理论
[16]中引入的。 

本文考虑以下一般的学习模型：给定一组训练

样本，本文的目标是从假设集中选择一个假设。除

非另有说明，否则本节中训练集的大小固定为 n 。

Z 和H 分别表示整体样本分布集合和假设集合。本

文使用 s 表示由 n个训练样本  1, , ns s 组成的训练

集。本文旨在学习从 nZ 到H 的映射,即算法A 。本

文还使用 ( )s x A Y 来表示 xX 的预测，并使用 x∣

和 y∣ 来分别表示点的 x 分量和 y 分量。例如，
i x

s∣ 是

is 的 x 分量。在这里，本文将X 称为输入空间，将

Y 称为输出空间。给定训练集 s ， sA 代表其学习到

的假设。本文为每个假设 hH 和一个数据点 zZ

定义一个关联两者的损失函数  ,l h z ，并假设

 ,l h z 为非负的，其上界为标量 M 。本文根据[16]

中的理论，可以定义变量  sò ，并给出如下描述： 

定义 1. 算法A 被定义为   ,K sò 鲁棒的条件

是Z 能够被划分为 K 个不相交的集合 
1

K

i i
C


，并且

对于 s s，满足： 

   , , , , ( ).i s ss z C l s l z   s„A A ?   (3) 

注意到能够在同一集合 iC 中的两个数据点意

味着它们的欧氏距离相对较小，并以  为界，也就

是说，
x x

s z ∣ ∣ „ 和
y y

s z ∣ ∣ „ 同时成立. 

接下来，本文考虑标准的学习设置，即样本集

合 s 由 n 个独立同分布的，从未知分布  中抽取的

样本构成，本文的学习目标是最小化经验损失。本

文令 ˆ( )l  和 emp ( )l  分别表示期望误差和经验误差： 

       ~ emp

1ˆ , ; ,
i

s z s s s i

s s

l l z l l s
n




 EA A A A  (4) 
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然后，本文可以得到如下定理，该定理显示了

学习算法 sA 的期望误差与经验误差之间差距的上

界，如文献[16]所示： 

定理 1. 如果 s 包含 n个独立同分布的样本，并

且A 是   ,K sò 鲁棒的,那么对于任意 0  ，有至

少1  的概率使得下式成立： 

   emp

2 ln 2 2ln(1/ )ˆ ( )s s

K
l l M

n


 s„A A ? . 

(5) 

3.2   泛化界正则项 

本文首先对分类问题进行分析。公式(5)证明了

期望误差与经验误差之间的差异可以通过两项来

界定： ( )sò 和
2 ln 2 2ln(1 / )K

M
n


。因为训练集

是固定的，所以第二项中的所有常数都是固定，无

法更改。本文尝试深入到第一项，即 ( )sò ，目标是

将其重新表述为与训练参数有关的能够参与优化

的具体表达式。根据公式(5)可知， ( )sò 的定义是任

意训练样本 s 的损失与来自Z 的相似样本 z 的损失

之差的上界。为了简化推导，本文将  s x
s∣A 表示为

其对应标签
y

S∣ 的概率值，而不是整个 Softmax 向

量。本文还将  s x
z

∣A 表示为预测相对于输入
x

z∣ 的

梯度，从而可以证明如下定理： 

定理 2. 对于一个分类任务的算法 sA ，本文假

设其损失函数  ,sl zA 是 L-Lipschitz 的1。如果存在

 
( )

s x
z

L

 s
∣ „

ò
A ，那么 A 满足定义 1，即 A 是

  ,K sò 鲁棒的。 

Proof. 首先从分类任务的情形入手。由于

 ,sl zA 是 L-Lipschitz 的，并且  s x
s∣A 是其对应标

签
y

s∣ 的概率数值，注意到在分类任务中通常使用交

叉熵损失函数 [40,41] 即  ln  ，于是可以选择

                                                                        

1 对于分类任务而言，这个假设很平常，因为其一般的损失函数

为 ( ) ln( )l     ，并且本文此前就已经假设 ( )l  的上限为 M 。 

, is z C ，即
x x

s z ∣ ∣ „ ，使得有： 

       , ,s s s sx x
l s l z L s z ∣ ∣„A A A A .  (6) 

根据泰勒展开[42]以及
x x

s z ∣ ∣ „ ，通过忽略

高阶无穷小，本文可以进一步得到： 

       

    

 

, ,

                            

                             

( )
                             ( ).

s s s sx x

s x x x

s x x x

l s l z L s z

L z s z

L z s z

L
L








 

 




s

s

∣ ∣

∣ ∣ ∣

∣ ∣ ∣

„

„

„

•

A A A A

A

A

ò
ò

 (7) 

现在有了    , , ( )s sl s l z s„A A ? ，这意味着

sA 满足了定义 1，也就完成了在分类任务下的证

明。 

本文进一步考虑回归任务的情况。这里需要将 

条 件 调 整 为  
( )

s x
z

L





 s
∣ „

ò
A 。 考 虑 到

y y
s z ∣ ∣ „ 和  s x

s∣A 是用于作为预测的回归数

值，本文也可以类似地得到： 

       

   

   

, , || | | ||

( )
( ).

s s s sx y x y

s sx y x y

s sx x y y

l s l z s s z z

s s z z

s z s z

L
L


 



    

  

  

 
  

 

s
s

∣ ∣ ∣ ∣

∣ ∣ ∣ ∣

∣ ∣ ∣ ∣

                       ?

                       ?

                       ?

A A A A

A A

A A

ò
ò

 

(8) 

因此    , , ( )s sl s l z s„A A ? 依然成立，结论得

证。注意到调整的条件  
( )

s x
z

L





 s
∣ „

ò
A 与分类的

情况虽然有区别，但是对于后续的推导及分析所得

出的结论是一致的。 

证毕. 

由定理 2 可知，如果网络预测对输入的梯度的

模(即，  s x
z

∣A )能够在学习的过程中被主动地压

缩 ， 就 能 够 有 一 个 更 小 的 ( )sò 来 满 足
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 
( )

s x
z

L

 s
∣ „

ò
A 这个条件，从而使得 sA 达到

  ,K sò 鲁棒。根据定理 1，如果 ( )sò 较小，即可

以直接减小经验误差和期望误差之间的差距，从而

有效地提高学习模型的泛化能力。 

本文从这一项：  s x
z

∣A 入手，探索它是否有

可能被显示地优化。依据前文表述的符号系统，在

整个数据分布中最小化  s x
z

∣A 等价于最小化公

式(2)： 

  

2

~

2
1

~

( ) ( )

; , ,
         ) ,( d

x F

L

x

F

f f x

f x
P x x

x







 



W W

EL

 

其中 x 是从真实未知分布  中采样的。为了便于参

考，本文将其称为模型 f 的“泛化界正则项”

(Generalization Bound Regularizer, GBR)，即 ( )fL ，

它源自计算学习理论中的鲁棒性与泛化性之间的

量化关系[16]以及本文的进一步分析推导。然而，直

接优化公式(2)会遇到两个严重的问题： 

 

•   遍历未知分布  中的所有样本来计算公式(2)

是无法实现的。 

•   即使本文使用已知的训练样本来近似公式(2)，

它仍然需要对整个网络进行额外的反向传播处理，

并需要额外的内存来计算梯度，这会产生大量的时

间和资源开销。 

 

基于这些问题，本文考虑简化公式(2)并尝试找

到其上界，该上界可能会更易于被优化。 

3.3   从泛化界正则项到权重衰减 

本文的分析主要从两个方面进行：单层线性模

型和多层感知机，其中多层感知机以 ReLU
[4,43]作为

激活函数。在整个分析过程中，本文证明了泛化界

正则项(GBR)可以自然地简化为 WD 的精确(或几

乎精确)表达式，从而为 WD 提供了统一的理解。 

3.3.1  单层线性模型 

继承上述的符号系统，本文首先忽略偏差项， 

并将单层线性模型表示为： 

  1 1;y f x x W W ，   (9) 

其中 1m
y .根据公式(2),本文可以推导出公式(9)

的 GBR： 

  

 

 

2
1

~

2
1

~

2
2

1 1

~

;
( ) ( )d

        ( )d

        ( )d ,

x
F

x
F

F
F

x

f x
f P x x

x

x
P x x

x

P x x

















 





W

W

W W
•

L

  (10) 

通过将系数
1

2
引入到公式(10)中，本文可以直接得

到针对单层线性模型的 GBR 的公式为： 

2
11

2 F
 W .     (11) 

这恰好是 WD 正则项的表达式。此外，其他传统的

非深度方法的正则项也可以用类似的方式导出。接

下来，本文将偏差项引入到公式(9)中，得到： 

  1 1 1 1; ,by f x b x b  W W .  (12) 

其中 11 m
b  。再一次推导其 GBR，能够得到： 

 
  

 

2
1 1

~

2
1 1

2
1

~

; ,
( )d

     ,   ( )d

b

b

x
F

F
x

F

f x b
f P x x

x

x b
P x x

x










 
 







W

W
W

L

  (13) 

从而再一次得到了相同的表示。同时，本文也在理

论上证明，约束偏差项对于泛化能力的提升是不必

要的，因为根据上述推导，在 GBR(即 WD)的表达

式中实际上不存在偏差项。 

3.3.2  多层感知机 

本节考虑多层感知机的情况。根据上一节的推

导，本文仅考虑没有偏差项的情况，因为上文已经

表明偏差项不会出现在最终的表达式中。另外，卷

积神经网络可以看成是卷积参数在空间上共享的

复杂多层感知机，也可以推导得到类似的结论，在

这里为了简便起见，仅对多层感知机进行推导展

开。具体地，本文通过简单地堆叠每一层将单层模

型扩展为多层模型： 

      1 2 2 1 1ˆ ; , , L Ly f x x   W W W W W ，

          (14) 
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其中 ( )i  表示 ReLU 函数， i 表示为其对应的梯

度。请注意，本文在这里不考虑“批量归一化”
[44]

(Batch Normalization, BN)层，因为在测试阶段，

它会变成纯线性变换，并且可以融合到卷积权重[45]

中。同样地，根据公式(2)可以推导出其 GBR： 

  

    

    

2
1

~

2
2 2 1 1

~

1 1 2

~

ˆ ; , ,
ˆ( ) ( )d

        ( )d

        

L

x
F

L

x

F

x

f x
f P x x

x

x
P x x

x







 



 









 







W W

W W W

W W



 
晻

L

 

     
2

2 1 1 ( )dL L L L

F

P x x    W W 
晻

， 

(15) 

其中⊙表示 Hadamard 乘积 [46] ，它沿 i
W ，

 2, ,i L L 与 1i  所匹配的维度进行逐元素乘

法。由于    是 ReLU 激活函数，因此    数值

为 0 或 1，这意味着 i 的第 j 个元素满足 1i

j  ，

即： 

   
2 2

2
1i i i i

F
F F

  W W W „
晻

. (16) 

基于矩阵不等式[47]和均值不等式[48]，容易得

到： 

 

   

2
2

1 1 2

~

2 2
2 1 1

2

1~

2

2
1

1

ˆ( )

( )d

( )d

.

T

F
F

x

T T
L L L L

F F

L
i

F
ix

L
L

i

L F
i i

F
i

f

P x x

P x x

L







   









 

 
 
 
 
 
 








W W

W W

W

W

W

 

 

„

„

„

L

 (17) 

从而再次得到与 WD 非常相似的定义。它们唯

一的区别是，公式(17)中还有一个幂次项  1L L  。

值得一提的是，如果考察其它的激活函数，例如

Sigmoid 函数，根据其梯度的性质能够得到

1

4

i

j „ ，可以得出公式(16)(17)依然成立。 

3.4   统一理解 

基于计算学习理论中的鲁棒性与泛化性之间

的量化关系[16]，本文介绍了统一视角的泛化界正则

项(GBR)框架，揭示了如何通过隐式优化 GBR 来提

高学习模型的泛化能力。本文发现它与广泛使用的

WD 项(从单层线性模型到多层感知机)具有非常紧

密和统一的联系。本文通过该框架得出如下重点结

论： 

•  对于单层线性模型，GBR 等价于 WD 项。 

•  对于多层非线性网络，优化 WD 项实际上是在

优化该模型 GBR 的上界，这是提高模型泛化能力

的主要原因。 

•  偏差项没有必要进行衰减，它们对泛化性能没有

任何影响，因为根据本文的理论推导，它们实际上

不会出现在优化目标中。注意到仅在最近几年，研

究员们才开始逐渐经验性地在深度神经网络中对

偏差项不采用权重衰减[39,49]，本文为这个实践提供

了具体的理论依据。 

4   方法 

4.1   权重衰减与泛化界正则项的统计关系 

在多层深度神经网络的情况下，优化 WD 项本

质上是优化 GBR 的上限。因此，本文期望通过减

少 WD 项间接减少 GBR，从而提升模型的泛化性

能。为了进一步分析，本文首先对 WD 和 GBR 进

行了一些数值统计，以观察两者的关联。具体来说，

本文选择 ResNet-50
[5]作为主干网络，并在集合{0，

10
−8，10

−6，10
−4，10

−3，10
−2

}中遍历 WD 的系数

进行考察。在训练这些模型的过程中，本文基于训

练集 s 中相同的训练数据来计算公式(18)，以近似

GBR 数值。尽管 GBR 是在实际数据分布  中定义

的，但是本文利用已知的训练样本对其进行的统计

估计也能够一定程度上反映出它的统计特性，即如

下式所示： 

  
2

1; , ,1
L

x

F

f x

n x

 




s

W W
.   (18) 

统计结果呈现在图 1 中。随着 WD 系数的增大，近
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似的 GBR 值逐渐减小，这完全符合本文的预期。

从图 1 得到的另一个有趣的观察结果是，当没有

WD 时(即 0  )，GBR 值在训练期间将变得非常不

稳定(请参见最上方曲线)。而仅仅只是使用非常小

的 WD(例如 810  )，它的稳定性也会大大提高。

尽管这与本文的主题无关，但本文认为这个有趣的

现象值得在未来的工作中进一步探索。 

 

图 1  不同 WD 系数  在训练过程中的近似 GBR 数值。本

文同时还给出了最终模型在验证集上的 Top-1 精度 

4.2   均等范数约束 

图 1 表明增加 WD 系数实际上能够同时降低

GBR。但是，当 410  时，模型性能会严重下降，

因为它破坏了众所周知的“偏差方差平衡”[50]，带

来了严重的欠拟合问题。因此，这促使本文去寻找

新的方式(而不是简单地增加  )来进一步限制 GBR

的增长，并希望能不破坏偏差方差的平衡(即，至少

保持最佳的 WD 系数 410  )。为了实现此目标，

本文考虑进一步加强它们的连接(即，公式(17))：是

否可以进一步缩小它们的差距，以便新的优化目标

可以在训练过程中进一步限制 GBR 的增加？ 

一个极端的情况是使公式(17)中的所有的不等

式取等，这样就使得在深度非线性模型的情况下，

最小化 WD 等效于直接最小化 GBR，这可能会进

一步降低 GBR。但是，公式(17)中不是所有的不等

式都能到等号(例如， 1i

j  不可能在深层非线性

网络中始终成立，否则它将退化为线性模型)。幸运

的是，均值不等式可以有机会让其保持等号，而这

唯一的附加条件是让每一层的参数权重的范数值

相同(即等于 )： 

2 2 2
1 2 L

F F F
   W W W . (19) 

公式 (19)即为本文所提出的均等范数约束

(ENC)，其目的是进一步连接 GBR 和 WD。本文期

望通过执行 ENC 条件，直接优化的上限(即 WD)更

接近 GBR，从而可以进一步隐式地减少 GBR，以

提升模型的泛化性能。 

4.3   均等范数约束的实现 

本节描述 ENC 的可能实现。通过回顾一系列

权重重参数化方法，例如权重归一化[51]
(WN)和权

重标准化[18]
(WS)，本文可以通过重参数化整个权重

得到一个简单的解决方案，记 ˆ i
W 为 1i im mi 

W  重

参数化后的变量： 

ˆ , {1, , }
i

i

i

F

i L   
W

W
W

，  (20) 

归一化的权重 ˆ i
W 将直接参与神经网络的正向和反

向的传播过程，这正好符合 ENC 中
2

ˆ i

F
W 的条

件。请注意，它与 WN
[51]不同：公式(20)通过计算

i
W (即 1i im m  个元素)中所有元素的 Frobenius 范

数来标准化整个权重。而 WN 仅沿着矩阵第一维，

对第二维(即 1im  个元素)的所有元素的权重进行归

一化，这意味着 ˆ i

i
F

mW ，而 im 在不同层之间

是不相同的。因此，作为实现 ENC 的替代方法，

本文可以部分地仿照WN并在每个层上添加一个额

外的缩放常数，给定  {1, , }, 1, , ii L j m      ： 

ˆ
i

ji

j i

jim




W
W

W
，    (21) 

其中 ENC 条件
2

ˆ i

F
W 也随即成立。 

类似地，本文也定义了基于权重标准化(WS)

的 ENC 条件，给定  {1, , }, 1, , ii L j m      ： 

1

,

1

2
11

1

ˆ ,

im
i

i i j k
j ji i k

j j

i i ii i
j j

i

mm m

m












 



W
W W

W W

W W

， 

   (22) 

通过将零均值运算扩展到公式(20)中，本文可
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以 进 一 步 得 到 ENC 的 一 个 新 变 体 ， 即 当

{1 , , }i L   ： 

1

,1 1

1

ˆ ,

i im m i
i i

j kj ki i

i i
i i

F

m m




 




 



  WW W
W W

W W
， 

   (23) 

综上所述，公式(20)-(23)都符合 ENC 条件，其

中，公式(21)是基于 WN 的实现，公式(22)则是基

于 WS 实现的，而公式(20)和(23)则是基于 WN 或

WS 的变体实现的。它们都是训练过程中可能的选

择，本文将在后续实验部分对其进行验证。 

由于本文假定每一层参数 i
W 之后都有一个

BN 层，因此 i
W 的缩放比率将通过 BN 的特征归一

化来消除。因此，除非另有说明，否则本文简单地

令 1  ，即在训练过程中只需要确保
2

ˆ 1i

F
W ，

{1, , }i L   。除了 1  外，在后续的实验中，本

文还通过探索其他常数或在优化过程中使 变得

可学习来研究 值的影响。通过严格遵循本文在多

层网络中对 GBR 的推导，本文将 ENC 条件应用到

所有具有可学习权重的网络层(BN 层除外)，并根据

上述假设，本文确保每个层后面都有一个 BN 层。 

5   实验 

5.1   实验设置 

为了验证所提出的 ENC 条件的有效性，本文

对大型 ImageNet
[52]图像分类数据集进行了综合实

验。为了公平地进行比较，所有实验都在统一的

pytorch
[53]框架下运行，包括每个基线模型的结果。

训练设置与文献[54]保持一致，不同之处在于本文将

网络[39]中所有偏差部分的权重衰减 设置为 0，这

也是本文 GBR 框架推导的结果(详见章节 3.4)。对

于基本的数据增广，本文遵循文献[55]中标准做法：

随机大小裁剪和随机水平翻转。本文通过 SGD
[56]

从头开始训练所有网络结构，其中权重衰减为系数

为 0.0001，动量为 0.9，共学习 100 个轮次，学习

率从 0.1 开始，每 30 个轮次将其减小 10 倍。总批

次大小设置为 256，并且使用 8 个 GPU(每个 GPU32

张图像)进行训练。本文采用文献[57]中默认的权重

初始化策略。请注意，由于权重归一化家族与 WD

之间存在一定的冲突[58]，因此在应用 ENC 时，本

文还采用了 ò偏移的二范数正则来保障训练的稳

定。 

5.2   ImageNet分类及消融实验 

在本节中，本文通过如下多个问题来验证 ENC

的性能： 

ENC 的最佳实现形式是什么？本文首先验证

上述四个实现(即公式(20)-(23))的性能情况。本文选

择 ResNet-50
[5]作为主干网络，并在其之上使用 ENC

的四种不同实现。表 1 列出了相应的性能情况。为

了更好地对比和参考，本文还列出了WN-ResNet-50

和 WS-ResNet-50 的识别精度，因为 ENC 的实现是

基于 WN 和 WS 的。训练和验证的精度曲线如图 2

中所示。从表 1 和图 2 中，本文观察到在 ENC 条

件下，网络的训练可以收敛得更快，泛化性能也得

到了较大的提高，精度超过原始基准大约 1 个百分

点。同时，公式(22)取得了最佳的验证精度，所以

本文将在后续实验中采用公式(22)作为ENC的默认

实现。值得强调的是，在测试时，ENC 具有与基准

模型相同的复杂度，而在训练阶段，类似于 WN 或

WS，归一化部分的额外计算成本也几乎可以忽略

不计。这些特性使得 ENC 变得非常实用。 

 

图 2  带有/不带有 ENC 的 ResNet-50 的精度曲线图，“train”

代表训练集，“val”代表评估集 

 

表 1  ENC 不同实现的性能以及多个基准模型的性能。括号

中的数字代表相对于最原始基准的提升 

类型 主干网络 Top-1 精度(%) 

基线 

ResNet-50
[5] 76.54 

WN-ResNet-50
[51] 76.44 

WS-ResNet-50
[18] 76.74 

ENC 

公式(20) ResNet-50
[5] 77.09 

公式(21) ResNet-50
[51] 77.25 

公式(22) ResNet-50
[18] 77.44(+0.9) 

公式(23) ResNet-50
[5] 77.21 
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ENC 是否真的通过降低了 GBR 来提升模型泛

化能力？本文从增强GBR和WD之间的联系出发，

提出了 ENC 条件，希望 ENC 条件可以进一步限制

GBR 的增加。因此，本文在 ResNet-50
[5]上令 WD

系数 410  ，对带有和不带有 ENC 条件下的 GBR

数值(即，公式(18))进行了绘制。本文还同时绘制了
310  的曲线做进一步的参考。从图 3 中可以看

出，ENC 确实进一步减小了 GBR 数值，而且其最

终数值甚至比 310  的情况还要小，从而验证了

ENC的确是通过降低了GBR来提升模型泛化能力。 

 

图 3  带有/不带有 ENC 的近似 GBR 数值的比较 

表 2  使用最新正则化方法进行比较以及组合比较 

类型 模型(ResNet-50) Top-1 精度(%) 

权重 
+ 2L  (基线，WD

410  ) 76.54 

+ENC 77.44 

特征 
+Dropout

[33] 76.67 

+DropBlock
[34] 76.79 

数据/标签 

+Cutout
[35] 76.48 

+Mixup
[36] 76.70 

+CutMix
[37] 76.57 

+LS
[38] 76.75 

组合 

+ENC+Cutout
[35] 77.47 

+ENC+Mixup
[36] 77.50 

+ENC+CutMix
[37] 77.94 

+ENC+LS
[38] 77.37 

+ENC+Cutout
[35]

+LS
[38] 77.54 

+ENC+Mixup
[36]

+LS
[38] 77.59 

+ENC+CutMix
[37]

+LS
[38] 77.96 

 

ENC 是否比其他提升泛化能力的正则方法有

优势？作为一种正则化方法，本文将 ENC 与许多

不同类型的最新正则化方法进行了比较。所有实验

都是在相同的设置下进行公平地比较。根据表 2 中

方法的类型，本文的实验可以分为四组： 

 

•  权重：这组正则化方法着重于网络权重的调整，

包括具有 2L 正则化的基线 ResNet-50 结果和本文所

提出的 ENC 条件。注意后续所有方法都会默认使

用 2L 正则化。ENC 条件将 2L 基线提高了 0.9 个百

分点的精度。 

 

•  特征：本文利用 Dropout
[33]和 DropBlock

[34]作为

两种主要作用于特征的正则化方法进行对比。参考

文献[59]中的建议，Dropout 仅在最后一个 BN 层之

后使用。DropBlock 采用了原文[34]中基于 ResNet-50

的最佳配置。该组正则化方法仅表现出相对于基线

的细微改进(0.1%-0.2%)，与 ENC 的提升幅度差距

很大(0.9%)。 

 

表 3  在基于 ResNet-50 的 ImageNet 验证集上进行 FGSM白

盒攻击后，其 Top-1(%)准确性 

类型 Top-1 精度(%) 

基准 17.54 

ENC 29.87(+12.3) 

Cutout
[35] 18.26 

Mixup
[36] 21.64 

CutMix
[37] 32.94 

LabelSmooth
[38] 27.11 

ENC+Cutout
[35] 31.49 

ENC+Mixup
[36] 26.34 

ENC+CutMix
[37] 33.12 

ENC+LabelSmooth
[38] 34.03 

ENC+CutMix
[37]

+LabelSmooth
[38] 34.81 

 

•  数据 /标签：LabelSmooth
[38]

(LS)，Cutout
[35]，

Mixup
[36]和 CutMix

[37]等最近流行的正则化方法旨

在增强数据或/和标签以改善模型泛化性能。给定相

同的 100 个训练轮次，Cutout 甚至会稍微降低性能，

而其他方法与 Dropout/DropBlock 类似，仅有细微

的改进(0.1%-0.2%)。而 ENC 非常有效地提高了基

准模型的性能。 

 

•  组合：本文进一步研究 ENC 带来的增益能否与

其他类型的正则化技术正交，以便于同时将这些方

法集成在一起，从而获得更高的性能。通过组合实
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验，ENC 结合其他正则化方法能够进一步显著提高

模型精度，例如“ENC+CutMix+LS”能够最大提升

1.4 个百分点。 

ENC 可以抵抗更多的对抗性攻击吗？由于

ENC 旨在隐式降低 GBR，即预测对输入的敏感性，

所以它对于对抗样本[32]应该具有更强的鲁棒性。为

了验证这一点，本文使用了在 ImageNet 上预训练

的 ResNet-50 作为主干网络，并采用了标准工具箱2

中的快速渐变符号方法(Fast Gradient Sign Method, 

FGSM)
[32]进行对不同正则化方式训练得到的网络

进行白盒攻击。表 3 中展示了 ImageNet 验证集遭

受攻击后不同方法的 Top-1 精度，其中 ENC 以∼12

个百分点的绝对优势优于原始基准。值得一提的

是，由于 ENC 不会像 Cutout，Mixup 和 LabelSmooth

那样引入大量的数据/标签的增广，但 ENC 仍以相

当大的幅度超越了它们。ENC 没有能够超越最新的

CutMix，本文推测主要原因是因为 CutMix 在数据

增广上做的非常灵活，使得网络有很大的机会在训

练的阶段就能够接触到很多类似于对抗样本的增

广样本。尽管如此，ENC 的性能与 CutMix 也非常

接近，并且可以结合使用 LabelSmooth 进一步提高

∼2 个百分点。 

 

表 4  在最新的卷积神经网络上使用 ENC 在 ImageNet 评估

集上的性能提升。R代表 ResNet，X 代表 ResNeXt，D 代表

DenseNet 

模型 参数量 计算量 Top-1 精度(%) 

R-50
[5] 

25.56M 4.122 
76.54 

R-50
[5]

+ENC 77.44(+0.9) 

R-101
[5] 

44.55M 7.850 
78.17 

R-101
[5]

+ENC 78.44(+0.3) 

X-50
[60] 

25.03M 4.273 
77.64 

X-50
[60]

+ENC 78.26(+0.6) 

X-101
[60] 

44.18M 8.033 
78.71 

X-101
[60]

+ENC 78.96(+0.3) 

SE-R-50
[61] 

28.09M 4.130 
77.55 

SE-R-50
[61]

+ENC 78.23(+0.7) 

SE-R-101
[61] 

49.36M 7.863 
78.43 

SE-R-101
[61]

+ENC 78.75(+0.3) 

D-201
[6] 

20.01M 4.367 
77.54 

D-201
[6]

+ENC 77.96(+0.4) 

 

                                                                        

2https://github.com/IBM/adversarial-robustness-toolbox 

ENC 可以推广到更多深度卷积神经网络结构

吗？此外，本文将最佳的 ENC 条件扩展到了其他

各种最新卷积神经网络结构中，包括 ResNeXt
[60]，

SE-ResNet
[61]和 DenseNet

[6]，如表 4 所示。本文观

察到了在模型复杂度没有变化的情况下，随着 ENC

的引入，模型性能都有了一致的提升。 

 的影响。如上所述，由于深度网络的批归一

化模块的存在，在所有实验中，本文主要使用 1 

的设置。本文进一步对 的取值做了研究，并尝试

回答如下两个问题：(1) 是否对其他常量敏感？(2)

是否可以直接学习 ？基于 ResNet-50，本文通过

更多实验来回答上述问题，如表 5 所示。本文观察

到使 变得可学习会降低网络的准确性，并且类似

的这种现象也在 WS
[18]的论文中得到佐证。本文推

测引起该现象的主要原因是由于位于卷积层之后

的 BN 层会再次对该卷积特征进行归一化，这实际

上会抵消掉 对特征进行缩放的效果，从而带来学

习效率的降低。同时，实验表明 取不同的常量不

会对最终结果带来较大的影响。 

 

表 5  基于 ResNet-50 对 影响的研究 

  0.5 1 2 可学习的 

Top-1(%)精度 77.31 77.44 77.40 77.08 

 

6   结论 

本文首先基于计算学习理论中的鲁棒性与泛

化性的量化关系，介绍了与模型泛化能力直接相关

的泛化界正则项(Generalization Bound Regularizer, 

GBR)，并为理解权重衰减(Weight Decay, WD)提供

了统一的视角：优化 WD 实际上是在优化 GBR 的

上限，从而在理论上提高了模型的泛化能力。接下

来，本文提出了均等范数约束 (Equivalent Norm 

Constraint, ENC)条件，以进一步压缩 GBR 与其上

界 WD 之间的距离，使得网络在训练过程中能够有

效地抑制 GBR 的增加。通过在大型 ImageNet 图像

数据集上进行的实验，本文全面验证了 ENC 的有

效性和鲁棒性。 

本文的意义分为理论和实践两个层面。首先在

理论上，本文对训练神经网络的过程中所使用的权

重衰减给出了一个统一的、崭新的理解视角。基于

该视角，本文还能够从理论上回答为何近年来研究

员们广泛且经验性地对偏差项不采用权重衰减。其
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次，在实践上，本文根据理论的推导自然地给出了

针对性的改进方案，该方案简单且有效，能够在不

引入额外参数和计算复杂度的情况下提升基准网

络的性能。 

本文所提出的 ENC 方法也存在一定的不足。

相比较于一些数据增强的正则化方法（如 CutMix），

本文所提出的 ENC 条件在训练轮次增多的情况下，

增益会逐渐弱于 CutMix。当然，这也是由方法本身

性质所决定的。在不采用较强的数据增广技术（如

CutMix 等）的情况下，将训练轮次由 100 轮增加至

300 轮，ResNet-50 基准结果由 76.54 下降为 76.30，

这是由于基准设置中数据增广幅度较弱造成了数

据层面的严重的过拟合现象，导致增加训练轮次并

不能带来性能的提升。在 300 轮的情况下，CutMix

可以带来接近 2 个点的增益，而 ENC 仅能够维持

住此前约 1 个点的增益，其主要原因是由于随着轮

次的增加，网络在数据层面的过拟合风险成为了最

大的瓶颈，只有激进地增强数据增广力度的方法能

够取得更加明显的效果。 
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Background 

Weight Decay (WD) is a fundamental and 

important technique for preventing overfitting risks in 

both linear and deep neural systems. It is recognized 

as the best strategy which has the smallest complexity 

from a philosophical point of view. However, the 

underlying role of the specific form of WD still needs 

more exploration and understanding. 

In this paper, based on the robustness and 

generalization theory, we derive a framework of the 

Generalization Bound Regularizer (GBR) which is 

directly related to the generalization ability of learning 

models, and theoretically explain that optimizing WD 

is essentially optimizing the exact or upper bound of 

the underlying GBR, thus providing a unified view for 

understanding WD. According to the unified 

framework, for multi-layer neural networks, we 

explore to further strengthen the connection between 

GBR and WD by holding the equal sign of the last 

scaling inequality, and propose the Equal Norm 

Constrain (ENC) condition to further constrain the 

increase of underlying GBR, which is proved very 

effective to improve the generalization ability of 

state-of-the-art deep neural networks. 
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