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摘  要 基于模糊规则的近似推理系统是在模糊集和模糊逻辑理论上建立的，在数学、工程、计算机等科学领域得到了迅

速的发展。它作为解决建模和推理中不精确和模糊问题的有效工具，利用模糊 if-then 规则完成推理任务。传统推理机制只

能使用稠密的规则库进行推理，其能获得有效结论的前提是保证任何输入的观测值都能与现有的模糊规则相匹配。模糊规则

插值(Fuzzy Rule Interpolation, FRI)技术能够有效地利用不完备(或稀疏)的规则库实现推理，为没有规则匹配的观测值通过规

则插值估计出其结论。本文系统地综述了基于模糊规则的插值推理技术，着重介绍基于 α-截集和基于中间规则的两大类插

值方法，通过代表性算法揭示了这两类方法的基本思想。同时，还简要介绍了模糊插值推理系统的其它方法和规则插值算法

的实际应用。此外，本文汇总了 11 个常用的评价指标，并对典型算法进行了系统的比较和讨论。最后对未来的研究工作进

行了展望。 
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Abstract Fuzzy rule-based approximate reasoning system, established with support of the fuzzy set theory and 

fuzzy logic, has gained rapid developments in a variety of scientific areas, including mathematics, engineering, 

and computer science. It works by the use of a set of fuzzy if-then rules, as an effective tool to address the issues 

of imprecision and vagueness in modelling and reasoning. The conventional reasoning mechanism can only 

perform inference with dense rule bases where any input observation is able to match the existing fuzzy rules. 

Fuzzy rule interpolation (FRI) facilitates fuzzy rule-based inference system to make reasoning when incomplete 

(or sparse) rule bases are available, where an estimation is able to be made by computing an interpolated 

consequent for the observation which matches no rules. This paper systematically reviews the fuzzy interpolative 

reasoning technique where FRI is involved. In particular, the existing methodologies of FRI are generically 

categorised into two groups, which are the α-cut based interpolation and the intermediate rule based interpolation, 
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respectively. The main body of this survey reviews each of the two groups of method, where individual 

representative approaches are described in detail to demonstrate the basic idea of their implementations of FRI. 

Also, other alternative FRI methods and practical applications of fuzzy interpolative reasoning systems are 

briefly outlined. In addition, the most commonly used evaluation criteria over FRI algorithms are collected and 

presented, supported by the comparison and discussion among the typical methods. This paper finally points out 

potential work of future study in this area. 

 

Key words Fuzzy rule interpolation; Incomplete rule base; α-cut fuzzy set; Fuzzy intermediate rule;Fuzzy 

interpolative reasoning 
 

 

1 引言 

模糊集合理论[1]及模糊逻辑已成功地应用于许

多实际问题[2, 3, 4]。以它们为基础的模糊专家系统由

于能够出色地处理实际问题中存在的不精确性、部

分真值和近似值而广受重视。许多模糊专家系统是

基 于 近 似 推 理 ( 也 称 为 语 义 推 理 (linguistic 

reasoning))发展起来的。 

近似推理系统通常可以被形式化为一个基于

模糊 if-then 规则的推理机制，它由语义变量、模糊

规则和模糊推理方法组成。语义变量就是利用某些

具有潜在数学语义的模糊量来解释语言表达。模糊

推理规则是将给定的系统输入和输出变量关联起

来，从而确定它们之间关系的一组规则。模糊推理

规则可以从数据中学习得到，也可以直接从领域专

家那里获取，或者两者兼而有之。模糊近似推理方

法将这些模糊推理规则应用于新的输入数据，从而

推导出相应的结论。因此，模糊规则库是任何近似

推理模型的基本组成部分，它不仅存储了推理所需

的知识，其性质也决定了使用何种推理技术实现模

糊近似推理。 

近似推理系统的另一个主要组成部分是模糊

推理机制。现有文献中存在多种多样的模糊推理机

制，其中多数是通过合成推理规则(Compositional 

Rule of Inference, CRI
[5]

)来实现一般化的假言推理

(modus ponens)。合成推理规则自提出后得到了广泛

而成功的应用。例如，著名的 Mamdani 模糊逻辑控

制器[6]就是基于 CRI 实现的。然而，CRI 只能在规

则库是稠密(dense)或者完备的情况下（即可用的规

则覆盖整个问题论域）得出合理和准确的结果。换

言之，任何未知的观测值都必须与规则库中的至少

一条模糊规则匹配才能使传统的基于CRI的推理机

制生成有效的结论。 

然而，在实际应用中可能无法获得稠密的规则

库，其原因有许多[7, 8]，其中最常见的是：1) 用于

构造规则库的知识不完备，包括来自人类的专业知

识以及机器学习技术学习得到的知识；2) 为降低生

成的模糊系统的复杂度，减少规则库中的规则数，

从而导致规则库是稀疏(sparse)或不完备的。 

当只有稀疏知识可用时，模糊规则插值(Fuzzy 

Rule Interpolation, FRI)技术[9, 10]应运而生，它解决

了模糊规则推理系统中的近似推理问题，从而解除

了CRI在应用过程中需要一个稠密模糊规则库的关

键限制，这为基于模糊规则的推理系统提供了一种

新的解决方案，即推断近似的插值结果，实现模糊

插值推理。 

模糊规则插值在基于模糊规则的系统发展中

有两个重要贡献。一是它实现了基于稀疏规则库[11]

的模糊推理，二是它可以用来简化模糊规则库的复

杂性[12, 13]，例如，用插值得到的一条规则迭代地替

换两条(或者多条)已知的用于插值的规则，从而从

相邻规则中消除那些可以近似的模糊规则[12]。文献

中大多数模糊规则插值方法都围绕第一点，本文因

此将详细综述规则插值推理算法。 

作为一种推理机制，当输入的某一观测值未能

匹配到稀疏模糊规则库中的任何一条规则时，模糊

规则插值从选择与该观测值的最邻近的模糊规则

开始实现插值推理。这些选择出的规则构成了进行

模糊插值的基础，它们将作为实现规则插值推理算

法的待插值规则。在文献中，继 Kóczy and Hirota 

(1993)的开创性模糊规则插值工作[9, 10]之后，各种

各样的模糊插值推理方法相继出现。现有的方法通

常可以分为两类: 1) 基于 α-截集的插值方法，以及

2) 基于中间规则的插值方法。这种分类取决于插值

结果的计算是否通过构造和变换中间规则的过程

来完成。因此它们也分别被称为基于非变换和基于

变换的模糊规则插值技术[14]。模糊插值推理的开创

性方法，如 KH 线性规则插值[9, 10]及其衍生算法是

最典型的基于非变换的方法。此类方法直接利用待
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插值的规则获得插值推理结论，其中大部分遵循

“相似前件属性将导出相似结论”的基本思想，利

用模糊 α-截集推导结论。对于那些依赖于变换中间

规则的第二大类算法，其中典型的一类基于尺度和

位移变换的模糊规则插值方法族(称为 T-FRI 方法)

已经得到了广泛的研究和应用[15, 16, 17, 18, 19]。这些方

法没有直接对待插值的规则进行推导操作，而是通

常采取两步走的策略实现插值推理：首先利用待插

值的规则，将其聚合起来构造一条“中间规则”，

然后基于相似类比的原理，对比如何将中间规则的

前件变换为输入观测值的过程，利用计算获得的变

换参数，将中间规则的后件变换成所求结论。 

虽然绝大多数模糊规则插值方法可以依照上

述分类方法划分其类别，但还有一些算法难以精确

的划分到上述两大类中。这些算法可以细分为五

类：1) 基于模糊环境(vague environment)逼近的插

值及其在自动导引车系统中的应用，包括文献

Kovács and Kóczy (1997)
[20]

; Kovacs and Koczy 

(1997)
[21]

; Kovács and Kóczy (1997)
[22]

; 2) 基于梯度

的插值方法(Bouchon-Meunier et al. (1999, 2001, 

2000)
[23, 24, 25]

); 3) 模糊插值的公理化方法 (Jenei 

(2001); Jenei et al. (2002)
[26, 27]

); 4) 将模糊集映射到

高维笛卡尔空间中的点从而进行插值，此类方法详

见文献 Yam et al. (2000b)
[28]

; Yam and Kóczy (2000, 

1998, 2001)
[29, 30, 31]

; Yam et al. (2000a)
[32]

; 5) 规则簇

插值用于在稀疏规则库环境中生成自适应神经模

糊 推 理 系 统 (Adaptive Neuro-Fuzzy Inference 

System, ANFIS)
[33]。这些多种多样的方法显示了模

糊规则插值方法研究领域的复杂性和多样性。 

本文的其余部分组织如下。第 2 节首先叙述贯

穿本文的基于模糊规则推理的相关概念和符号。第

3 节综述基于 α-截集的模糊插值方法。第 4 节详细

介绍基于中间规则的模糊插值方法。第 5 节介绍模

糊规则插值算法的评估准则并对代表性的方法进

行分析，概述列举算法的实际应用。最后第 6 节总

结本文并展望模糊插值推理技术的发展前景。 

2 模糊规则推理的相关概念 

模糊规则插值技术的关键组成部分是一组由

if-then 形式表示的规则，每一条规则都采用模糊或

精确的术语来表示输入变量，并将它们与作为某个

问题描述的输出变量相关联。一般来说，一条规则

可能包含多个输入属性和多个输出变量，但一条多

输出规则总是可以由多条单一输出规则等价地表

示。为了讨论的方便并不失一般性，本文只考虑具

有单一输出变量的规则。 

一个典型的模糊规则模型本质上包含两个关

键要素：⟨𝑅,𝑌⟩. 其中 Y 表示非空的有限属性集

𝑌 = 𝐴 ∪ {𝑧} , 它包含的𝐴 = {𝑎𝑗 |𝑗 = 1,2,… ,𝑚}表示

输入的规则前件属性集，以及 z 代表规则的结论(或

者后件)属性。另一个重要元素 R 表示一个非空的

有限模糊规则集𝑅 = {𝑟1, 𝑟2,… , 𝑟𝑁}. 在许多传统的

基于模糊规则的系统(包括使用模糊规则插值技术

实现的系统)中，给定的规则𝑟𝑖 ∈ 𝑅和观测值𝑜∗通常

表示为： 

𝑟𝑖 : 𝑖𝑓 𝑎1 𝑖𝑠 𝐴1
𝑖  𝑎𝑛𝑑 𝑎2 𝑖𝑠 𝐴2

𝑖  𝑎𝑛𝑑 ⋯  𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑚  𝑖𝑠 𝐴𝑚
𝑖 ,

𝑡𝑒𝑛 𝑧 𝑖𝑠 𝐵𝑖

𝑜∗: 𝑎1 𝑖𝑠 𝐴1 
∗ 𝑎𝑛𝑑 𝑎2 𝑖𝑠 𝐴2

∗  𝑎𝑛𝑑 ⋯  𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑚  𝑖𝑠 𝐴𝑚
∗

 

(1) 

其中, 𝐴𝑗
𝑖和𝐴𝑗

∗分别表示𝑟𝑖和𝑜∗中的前件属性𝐴𝑗所取

的模糊集值, 𝐵𝑖表示𝑟𝑖的后件属性 z 的模糊集值。 

 规则的前件和后件的模糊取值通常用模糊集表

示。模糊集的概念是由 L. Zadeh
[1]引入的。论域 X

中的模糊集 A 由模糊隶属函数 A 表示，它将每个元

素𝑥 ∈ 𝑋与一个实数𝐴(𝑥) ∈ [0,1]相关联。这一实数

可以被理解为元素 x 属于模糊集 A 的隶属度[34]。 

 实际应用中通常使用的模糊隶属函数主要有两

类: 1)多边形(分段线性)模糊集，包括三角形、梯形、

六边形的隶属函数等; 2)非线性模糊集，通常包括高

斯型、广义钟形和 Sigmoid 隶属函数。多边形模糊

集通常由其特征点在实数集上的分布从小到大按

升序表示，而非线性模糊集则由用于指定每个非线

性函数的参数表示。不同模糊隶属函数的选择取决

于给定应用问题的特定要求。但是三角形和梯形隶

属函数由于其简单的表示和计算效率高而被广泛

使用，尤其用于实时的应用场景。 

 在模糊规则插值方法的研究过程中，不同的模

糊隶属函数被用来实现不同的方法。由于模糊规则

插值过程依赖于具体的模糊隶属函数，因此很难有

一个通用的形式来统一所有的模糊规则插值模型。

尽管如此，为了叙述的一致性和理解的简单性，并

且由于其广泛应用在大多数文献中，下文中所有的

模糊规则插值方法都使用三角形隶属函数来描述

说明。如图 1 所示，一个正规的凸的三角形模糊集

A 由它的三个特征点按升序表示，即(𝑎1,𝑎2,𝑎3)，

其中第一个和第三个特征点代表该模糊集的支撑

集的两个极值点，其隶属度为 0，中间的特征点代
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表隶属度为 1 的点。对于由公式(1)表示的规则组成

的模糊规则库，三角形模糊集表示的规则前件𝐴𝑗
𝑖，

观测目标值𝐴𝑗
∗，规则后件𝐵𝑖以及需要由模糊规则插

值方法计算得出的结论𝐵∗的模糊值，分别由它们相

应的特征点表示为： 

 𝑎𝑗1
𝑖 ,𝑎𝑗2

𝑖 ,𝑎𝑗3
𝑖  ,    𝑎𝑗1

∗ ,𝑎𝑗2
∗ ,𝑎𝑗3

∗  ,    𝑏1
𝑖 , 𝑏2

𝑖 , 𝑏3
𝑖  ,    𝑏1

∗, 𝑏2
∗, 𝑏3

∗ ,  

表 1基于𝛼-截集(非变换)的模糊规则插值方法 

算法 特征 

Huang et al. (2004)
[35]

; Kóczy and Hirota (1993a,b)
 [9, 10]

; 

Ughetto et al. (2000)
 [36]

 

仅含两条模糊规则的插值算法 

Chang et al. (2008)
[37]

; Chen and Chen (2016)
 [38]

; Chen et al. (2013a, 

2015)
 [39, 40]

; Chen and Lee (2011)
 [41]

; Cheng et al. (2015, 2016)
 [42, 43]

; 

Kovács (2006)
 [44]

; Yang and Shen (2013)
 [45]

 

多条模糊规则的插值算法 

Chang et al. (2008)
[37]

; 卢正鼎, 王天江, 符海东等 (2004)
 [46, 47]

 基于几何相似推理的模糊规则插值算法 

Hsiao et al. (1998)
[48]

; 王天江和卢正鼎 (2004)
 [49]

;  

赵洪文 (2010)
 [50]

 

基于多边形模糊集斜率的插值算法 

Chen and Chen (2016)
[38]

; Chen et al. (2013a)
 [39]

;  

Cheng et al. (2015)
 [42]

 

加权的模糊规则插值算法 

Chen and Lee (2011)
[41]

; Chen and Barman (2019b)
 [51]

; Chen and 

Adam (2018)
 [52]

; Bai and Wang (2017)
 [53]

 

基于区间值Ⅱ-型模糊集(interval type-2 fuzzy sets
 [56]

)的模糊规则插

值算法 

Chen et al. (2015)
 [40]

; Chen et al. (2019a)
 [54]

 基于粗糙-模糊集(rough-fuzzy sets)的模糊规则插值算法 

Chen and Adam (2017)
 [55]

; Cheng et al. (2016)
 [43]

; Chen et al. (2019a)
 

[54]
; Chen and Barman (2019b)

 [51]
; Chen and Adam (2018)

 [52]
 

具有自适应性的模糊规则插值算法 

 

其中𝑖 = 1,2,… ,𝑁, 𝑗 = 1,2,… ,𝑚。 

 

 

图 1正规凸三角形模糊隶属函数 

3 基于𝛼-截集（非变换）的模糊插值

推理方法 

 在介绍了基于模糊规则的推理的相关概念之

后，本节首先概述基于𝛼-截集的模糊插值方法的基

本原理，然后详细介绍此类方法中的一些典型代表

算法，包括经典的 KH 线性插值方法及其衍生算法。 

3.1 概述 

基于𝛼-截集的模糊规则插值方法，也称为基于

非变换的方法。此类方法在计算与某一未匹配到任

何规则的观测值对应的插值推理结论时，直接利用

选定相邻的至少两条模糊规则，计算插值结果的每

个𝛼-截集。在模糊插值推理研究的早期阶段，已有

大量的研究报道了这类方法。特别是第一个被提出

的模糊规则插值方法，以其发明者的名字命名为

KH 方法[9, 10]，是最典型的基于𝛼-截集的算法。表 1

汇总了文献中属于该类的各种算法。此外，由于

KH 插值方法被广泛深入的研究，表 2 列出了 KH

方法家族的相关衍生算法。 

基于𝛼-截集的模糊规则插值本质上是经典线

性插值的模糊扩展，其中用于插值的“给定点”是

相关的模糊规则。插值的结果是通过在每个𝛼-截集

上计算和聚合线性插值生成的。在理论方面，给定

任意形状的正规凸的模糊集，一个近似的插值结论

应该考虑无限个𝛼-截集。然而在实践中，为了达到

可接受的计算要求，大多数基于𝛼-截集的方法只考

虑有限个数的𝛼-截集(通常是 2、3 或 4 个)，最终的

结论由分段线性连接以得到近似值。下面将介绍一

些典型的基于𝛼-截集的模糊规则插值方法。 

3.2 KH线性规则插值 

 本节首先阐述了最著名的基于𝛼-截集的模糊规

则插值方法，即 KH 线性规则插值[9, 10]，然后介绍

该方法在多维情况下使用三角形隶属函数的具体
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实现。 

3.2.1 基本方法 

 KH 规则插值通过利用𝛼-截集之间的距离为实

现模糊插值推理进行了初步的尝试。当给定的观测

值与稀疏规则库中任何规则都不匹配时，通过对距

离观测值最近的，事先选定的一些(通常是两个)， 

表 2KH线性规则插值算法族 

算法 特征 

Kóczy and Hirota (1997)
[12]

; Kóczy et al. (2000)
 [57]

; Kóczy et al. 

(2000)
 [58]

; Kóczy and Hirota (1993a,b,c,1991)
 [9, 10, 59, 60]

 

KH 线性规则插值算法的基本原理 

Vass et al. (1992)
 [61]

 扩展的 KH 算法用于减少无效结论 

Baranyi et al. (1999)
 [7]

; Tikk (1999)
 [62]

; Tikk and Baranyi (2000)
 [8]

; 

Yam et al. (1999)
 [63]

 

基于坐标修正的𝛼-截集方法 

Tikk et al. (1997, 1999, 2002)
 [64, 65, 66]

 稳健的 KH 规则插值算法 

Wong et al. (2000, 2005)
 [67, 68]

 多维输入的 KH 改进算法 

钱皓等 (2009)
 [69]

 基于高斯型隶属函数的 KH 扩展算法 

 

相邻规则的结果执行线性聚合来构造插值结果。聚

合操作符合基于相似性的类比推理的一般原则如

下： 

 规则的前件𝐴𝑖(是单个属性值𝐴𝑗
𝑖的逻辑聚合)越

接近观察值𝑜∗, 规则的后件𝐵𝑖越接近对应于𝑜∗的结

论𝐵∗. 

其中所采用的相似性度量是通过使用规则前件和

观测值之间定义的模糊距离来指定的。也就是说，

𝐴𝑖和𝑜∗之间的距离越小，它们就越相似，相应的𝐵𝑖被

视为潜在地对所寻求的结果作出更多贡献。 

 假设规则库 R 中有两条规则𝑟𝑖和𝑟𝑗，其形式由

公式(1)定义。给定一个观测值𝑜∗ (同样如公式(1))，

前文所述的线性规则插值的基本作法如下：通过类

比观测值前件𝐴∗与待插值规则𝑟𝑖和𝑟𝑗前件（𝐴𝑖和𝐴𝑗）

之间的距离关系，来构造所求结论𝐵∗与规则后件

（𝐵𝑖和𝐵𝑗）之间的距离比例： 

𝑑
~

(𝐴∗,𝐴𝑖)

𝑑
~

(𝐴∗,𝐴𝑗 )
=

𝑑
~

(𝐵∗,𝐵𝑖)

𝑑
~

(𝐵∗,𝐵𝑗 )
             (2) 

其中 

𝑑
~

(𝐴∗,𝐴𝑖) =  𝑑
~

𝑖1
2 + 𝑑

~

𝑖2
2 +⋯+ 𝑑

~

𝑖𝑚
2

𝑑
~

𝑖𝑡 = 𝑑
~

(𝐴𝑡
∗,𝐴𝑡

𝑖 ), 𝑡 = 1,2,⋯ ,𝑚

    (3) 

𝑑
~

表示两个隶属函数之间的模糊距离。 

 根据分解原理(Resolution Principle)
[9]，两个模糊

集之间的模糊距离定义为它们的𝛼-截集之间的一

对下模糊及上模糊距离 (lower and upper fuzzy 

distance)。对于[0,1]区间中的某一𝛼，下模糊距离

𝑑
~

𝐿(𝐴,𝐵)和上模糊距离𝑑
~

𝑈(𝐴,𝐵)定义为： 

𝑑
~

𝐿(𝐴,𝐵) = 𝐷(𝑖𝑛𝑓(𝐴𝛼), 𝑖𝑛𝑓(𝐵𝛼))

𝑑
~

𝑈(𝐴,𝐵) = 𝐷(𝑠𝑢𝑝(𝐴𝛼), 𝑠𝑢𝑝(𝐵𝛼))
     (4) 

其中，D 表示 Minkowski 距离，𝑖𝑛𝑓(⋅)和𝑠𝑢𝑝(⋅)分别

是相应的𝛼截集的下确界和上确界。因此，线性规

则插值公式(即公式(2))可以重新表示为： 

𝑑
~

𝐿(𝐴𝛼
∗ ,𝐴𝛼

𝑖 )

𝑑
~

𝐿(𝐴𝛼
∗ ,𝐴𝛼

𝑗
)

=
𝑑
~

𝐿(𝐵𝛼
∗ ,𝐵𝛼

𝑖 )

𝑑
~

𝐿(𝐵𝛼
∗ ,𝐵𝛼

𝑗
)

𝑑
~

𝑈 (𝐴𝛼
∗ ,𝐴𝛼

𝑖 )

𝑑
~

𝑈 (𝐴𝛼
∗ ,𝐴𝛼

𝑗
)

=
𝑑
~

𝑈 (𝐵𝛼
∗ ,𝐵𝛼

𝑖 )

𝑑
~

𝑈 (𝐵𝛼
∗ ,𝐵𝛼

𝑗
)

     (5) 

 这使得𝑚𝑖𝑛{𝐵𝛼
∗}和𝑚𝑎𝑥{𝐵𝛼

∗}可以通过对两条用

于插值的规则进行加权平均获得，加权的对象是相

应模糊集的𝛼-截集的临界值。因此可得： 

𝑚𝑖𝑛{𝐵𝛼
∗} =

𝑤𝛼𝐿
𝑖 𝑚𝑖𝑛 {𝐵𝛼

𝑖 }+𝑤𝛼𝐿
𝑗
𝑚𝑖𝑛 {𝐵𝛼

𝑗
}

𝑤𝛼𝐿
𝑖 +𝑤𝛼𝐿

𝑗

𝑚𝑎𝑥{𝐵𝛼
∗} =

𝑤𝛼𝑈
𝑖 𝑚𝑎𝑥 {𝐵𝛼

𝑖 }+𝑤𝛼𝑈
𝑗
𝑚𝑎𝑥 {𝐵𝛼

𝑗
}

𝑤𝛼𝑈
𝑖 +𝑤𝛼𝑈

𝑗

     (6) 

其中权值由相应的下模糊和上模糊距离定义： 

𝑤𝛼𝐿
𝑖 =

1

𝑑
~

𝐿(𝐴𝛼
∗ ,𝐴𝛼

𝑖 )
      𝑤𝛼𝐿

𝑗
=

1

𝑑
~

𝐿(𝐴𝛼
∗ ,𝐴𝛼

𝑗
)

𝑤𝛼𝑈
𝑖 =

1

𝑑
~

𝑈 (𝐴𝛼
∗ ,𝐴𝛼

𝑖 )
      𝑤𝛼𝑈

𝑗
=

1

𝑑
~

𝑈 (𝐴𝛼
∗ ,𝐴𝛼

𝑗
)

     (7) 

 结论的𝛼-截集由此可得： 

𝐵𝛼
∗ = [𝑚𝑖𝑛{𝐵𝛼

∗},𝑚𝑎𝑥{𝐵𝛼
∗}]        (8) 

 因此，最终的插值结论可以通过分解原理获得： 

𝐵∗ =  𝐵𝛼
∗

𝛼∈[0,1]
              (9) 

 在实际应用中，为确定插值结果，选择具体𝛼截

集的数值及个数与算法所采用的模糊隶属函数有

着密切的关系。根据前文中提到的，具有三角形或
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梯形的多边形模糊集由于其分段线性的特性及较

低的计算复杂度被广泛使用。因此在 KH 插值方法

中，通常根据多边形的特征点选择对应的𝛼值，比

如对于三角形隶属函数的三个顶点，𝛼取值为 0 和

1。 

3.2.2 多维输入的多规则 KH 方法 

 对于简单的线性问题，基本的 KH 线性规则插

值方法的一个显著优势在于它能够高效地为某一

无法匹配任何规则的输入计算获得一个推理结果。

随后，它被拓展用于处理更复杂情况下的稀疏规则

插值，例如涉及处理具有多条规则，且每条规则具

有多个前件变量的问题[66, 68]。由于 KH 插值假定的

分段线性性质，给定三角隶属函数，插值结果

𝐵∗ = (𝑏1
∗, 𝑏2

∗, 𝑏3
∗)可以用其两个𝛼-截集(当𝛼为 0 或 1

时)来确定，从而使得结论的三个特征点计算如下： 

𝑏𝑡
∗ =

 𝑤𝑡
𝑖

𝑛

𝑖=1
×𝑏𝑡

𝑖

 𝑤𝑡
𝑖

𝑛

𝑖=1

              (10) 

其中相应的权值为： 

𝑤𝑡
𝑖 =

1

  (𝑎𝑗𝑡
𝑖 −𝑎𝑗𝑡

∗ )2
𝑚

𝑗=1

          (11) 

n 是用于插值的相邻于观测的规则数，m 是规则中

的前件属性数，t=1,2,3。对插值得到的模糊集𝐵∗的

这种计算正好反映了公式(6)所表示的一般情况，

即： 

当𝛼 = 0时， 

𝑚𝑖𝑛{𝐵0
∗} = 𝑏1

∗ =
 𝑤1

𝑖
𝑛

𝑖=1
×𝑏1

𝑖

 𝑤1
𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑚𝑎𝑥{𝐵0
∗} = 𝑏3

∗ =
 𝑤3

𝑖
𝑛

𝑖=1
×𝑏3

𝑖

 𝑤3
𝑖

𝑛

𝑖=1

      (12) 

当𝛼 = 1时， 

𝑚𝑖𝑛{𝐵1
∗} = 𝑚𝑎𝑥{𝐵1

∗} = 𝑏2
∗ =

 𝑤2
𝑖

𝑛

𝑖=1
×𝑏2

𝑖

 𝑤2
𝑖

𝑛

𝑖=1

  (13) 

3.3 KH方法的重要改进 

 KH 方法的显著缺点是，通过它获得的模糊集的

隶属函数并不总是一个正规的模糊集，有时甚至不

是有效的模糊集。对 KH 方法中存在的“非正规模

糊集问题”的研究促进了许多技术的发展。下面简

要列举几类具有代表性的 KH 改进算法。 

3.3.1 基于修正𝛼-截集距离的插值算法 

 以下两种方法对 KH 线性规则插值算法的改进

是通过修正𝛼-截集距离实现的，具体而言是利用模

糊隶属函数的宽度来刻画𝛼-截集之间的距离。 

1) VKK 方法 

 VKK方法[61]的主要思想是修改了KH方法中对

模糊集之间距离度量的定义。它通过其中心点之间

的距离𝑑𝐶(⋅,⋅)和宽度 w 描述每个𝛼-截集。其定义如

图 2 所示，其中上方表示 KH 方法中的下模糊和上

模糊距离。模糊集之间的距离由一个向量表示，该

向量包含一组基于中心点的 Euclidean 距离。该方

法同样适用于具有多个前件属性的规则插值，通过

Minkowski 距离聚合不同前件属性上的距离，并通

过计算算术平均值得到相应的𝛼-截集的宽度。但

是，这种方法不考虑𝛼-截集宽度为 0 的情况，因此

不适用于观测值表示为单点模糊集(singleton fuzzy 

set)的情形。 

 

图 2模糊𝛼-截集间的距离定义 

2) 利用隶属函数宽度的方法 

 近些年李霞等人提出一种模糊插值推理方法
[70]，同样利用了隶属函数宽度的概念，用于解决

KH 方法不能保证推理结论正规性和凸性的问题。

与其它 KH 改进算法在最后验证结论的正规性和凸

性不同的是，该方法的基本思想是先假定推理结果

是符合正规性和凸性的，然后求推理结果的核和宽

度，这样就能保证其正规和凸的特性。该方法也被

推广到多维情况下，能很好地解决多维稀疏模糊规

则库的推理问题。 

3.3.2 MACI 方法 

 MACI (modified 𝛼-cut based interpolation) 方法
[8]有效地解决了“非正规模糊集问题”，同时保持了

KH 方法的计算效率高的优点。该方法利用模糊集

的向量表示与坐标变换的概念，其主要思想是它将

输入输出空间的模糊集合进行坐标变换，将表示规

则属性的模糊集在特定的坐标系中进行表示，而这

种特定的坐标系不包含“非正规”的模糊集。然后

在变换的坐标空间中对所得结论进行线性插值计
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算，最后将所得结论再转换回原坐标空间中。 

 MACI 方法利用特征点构成的向量定义每个模

糊集。其实现过程可以简化为以下三步： 

(1) 为输出变量空间选择适当的坐标系； 

(2) 执行 KH 规则插值方法对变换后的模糊集进行

推理； 

(3) 将结论进行坐标逆变换为原始坐标空间中的模

糊集合表示。 

 该方法能够应用于任意形状的模糊集。对于分

段线性模糊隶属函数，MACI 利用模糊集的特征点

向量描述该模糊集; 对于非线性模糊隶属函数，其

平滑函数预定义的𝛼-截集的端点被用来构造模糊

集的表示向量。同 KH 方法一样，这种方法也不保

持线性特性，但通过分段线性特性获得的结论优于

原方法。由于其计算效率高且消除了―非正规模糊

集问题”，MACI 方法还被进一步拓展至多维输入变

量的规则插值过程中[68]。当规则前件和输入观测值

如公式(1)中所示，均有𝑎1,𝑎2,… ,𝑎𝑚个属性时，

MACI 算法的多维扩展的基本原理与 3.2.2 节中 KH

算法在多维输入中的实现类似，即如公式(11)，利

用欧式距离将原始算法中在输入空间的计算过程

进行聚合。然而该算法仅仅将输入变量扩展至多维

情况，用于插值的规则仍为 2 条。 

 除了上述几类典型的 KH 改进算法以外，在国

内的模糊插值推理研究中，钱皓等人[69]把 KH 方法

应用于高斯型隶属函数，利用模糊集顶点及拐点的

距离比得到推理结果，并保证结论也是高斯型模糊

集，从而进一步加强了 KH 线性规则插值方法的研

究与推广应用。 

3.4 基于多边形模糊集斜率的插值算法 

 基于多边形的模糊集是模糊规则插值方法最常

使用的模糊集合，尤其是以三角形、梯形为代表，

其显著的优点就是算法简单，易于实现且运算效率

高。这类模糊隶属函数的关键参数即多边形的顶

点，底点和两腰斜率，故这些算法被命名为基于多

边形模糊集斜率的插值算法，参看文献[48, 49, 50]

等。由于多边形的顶点大多由模糊隶属函数的𝛼-截

集来确定，比如三角形的两个底点和顶点分别是

𝛼=0 和𝛼=1 的截集，因此这些算法均属于基于𝛼-截

集的模糊插值推理方法。 

 在这类算法中，王天江等人[49]提出一种线性插

值推理方法，其基本思想是只要求规则后件及推理

结果的𝛼=1 截集满足线性比例关系，而推理结果的

左右边斜率分别为两规则前件相应斜率的平均值。

该方法可适用于规则前件为多个变量的规则插值，

并且保证了推理结果的凸性和正规性，然而它只适

用于梯形隶属函数。相似的方法还有 HCL 插值法
[48]。赵洪文[50]提出的“点--斜”模糊插值推理方法

是 HCL 方法的推广，具有易理解、易操作的优点，

但也仅限于梯形模糊集的情况。下面以 HCL 方法

为例简述基于多边形模糊集斜率插值算法的原理。 

 HCL 插值法[48]是一种基于 KH 线性规则插值算

法的插值推理方法。二者的区别在于，HCL 方法对

模糊集隶属函数的最高点的插值方法与 KH 基于𝛼-

截集的处理过程不同，从而改进 KH 方法可能产生

非正规的模糊集的问题。该算法可以保证如果模糊

规则(例如：𝐴1 ⇒ 𝐵1和𝐴2 ⇒ 𝐵2)以及观测值(𝐴∗)是

由三角隶属函数定义的，则插值结论也是三角形

的。然而，这种方法是专门为三角形情况而设计的，

因此无法推广到更一般的模糊集(如梯形)。 

 HCL 插值法计算三角形隶属函数的底边的方法

与 KH 方法相同，但计算顶点的方法不同。下面将

详细说明。图 3 描述了模糊规则插值问题的一种简

单 的 典 型 代 表 ， 其 中

𝑘1, 𝑡1, 𝑘, 𝑡, 𝑘2, 𝑡2,1,𝑚1,,𝑚,2,𝑚2分别表示相应模

糊集的斜率。确定𝐵∗顶点的过程如下： 

(1) 确定三角形隶属函数𝐵∗的斜率和𝑚. 令 

𝑘 = 𝑘1𝑥 + 𝑘2𝑦          𝑡 = 𝑡1𝑥 + 𝑡2𝑦      (14) 

其中 x 和 y 是实数。 

当𝑘1/𝑡1 ≠ 𝑘2/𝑡2时，则通过同时求解(14)中的

两式来计算唯一的 x 和 y.令 

 = |1𝑥 + 2𝑦|𝑐       𝑚 = −|𝑚1𝑥 +𝑚2𝑦|𝑐 (15) 

当𝑘1/𝑡1 = 𝑘2/𝑡2时，则令 

 = 𝑘𝑐         𝑚 = 𝑡𝑐             (16) 

其中 c 为常数。 

(2) 通过求解下式确定顶点𝑏2
∗的位置： 

1

𝑏2
∗−𝑖𝑛𝑓 (𝐵∗)

:
−1

𝑠𝑢𝑝 (𝐵∗)−𝑏2
∗ = :𝑚       (17) 

即可得 

𝑏2
∗ =

𝑚⋅𝑠𝑢𝑝 (𝐵∗)−⋅𝑖𝑛𝑓 (𝐵∗)

𝑚−
        (18) 

其中𝑖𝑛𝑓(⋅)和𝑠𝑢𝑝(⋅)分别表示模糊集的上确界

和下确界。 
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图 3HCL模糊规则插值 

𝑆𝐾(𝐵∗) =

 
 
 

 
 
  𝑆𝐾(𝐴𝑗

∗
𝑚

𝑗=1
) ×   𝑊𝑖 ×

𝑆𝐾(𝐵𝑖)

 𝑆𝐾(𝐴𝑗
𝑖 )

𝑚

𝑗=1

𝑛
𝑖=1,

∃𝑗𝑆𝐾(𝐴𝑗
𝑖 )>0

 , if∃𝑖𝑗   𝑆𝐾(𝐴𝑗
𝑖) > 0

 𝑆𝐾(𝐴𝑗
∗)

𝑚

𝑗=1

𝑚
, if∀𝑖𝑗   𝑆𝐾(𝐴𝑗

𝑖) = 0

 (19) 

 

3.5 基于几何相似推理的模糊规则插值方法 

 基于几何相似推理的模糊规则插值方法是基

于𝛼-截集的方法中的具有代表性的一大子类。参

看文献[37, 46, 47]。这些方法利用模糊集面积之

间的相似比例进行推理。早期，卢正鼎，王天江，

符海东等人[46, 47]通过考虑观测值与规则前件之

间的几何相似性在结论与规则后件之间也应该

存在，从而以输入观测所围成的面积与规则前件

所围成的面积的比例，它们的重心的水平距离的

比例，以及角度相似特征为插值依据。但他们仅

讨论了梯形模糊集的情况。 

 同样利用模糊集面积进行推理的CCL规则插

值[37]为模糊插值推理提供了另一种有效的方法，

它利用了规则中属性以及未匹配到任何规则的

观测值的模糊集的面积的概念。其思想是保持模

糊度的比(ratio of fuzziness, RF)的逻辑一致性。

RF 由相关模糊集的面积决定。也就是说，它追

求对应于观测值的(待)插值结果与观测的 RF 和

用于插值的每条规则的结果与前件之间的 RF 的

一致性。更具体地说，两个模糊值 A 和 B 之间的

RF 定义为： 

𝑅𝐹(𝐴,𝐵) =
𝑆(𝐴)

𝑆(𝐵)
            (20) 

其中，S(A), S(B)分别表示A和B的模糊集的面积。 

 CCL 模糊规则插值方法提出了一种灵活的插

值推理框架，它允许使用不同类型的隶属函数，

包括各种多边形和高斯形状的函数。它还可以处

理涉及多条模糊规则且含有多个前件变量的一

般情况。为了简化描述的复杂性和保持一致性，

下面仅介绍使用三角形模糊隶属函数的核心计

算过程。 

 首先，待插值的后件模糊集𝐵∗的隶属度取 1

的点𝑏2
∗通过线性插值计算得： 

 𝑏2
∗ =  𝑊𝑖𝑏2

𝑖𝑛

𝑖=1
           (21) 

其中 n 是用于插值的规则个数，𝑊𝑖是每条规则的

权重，其值为： 

𝑊𝑖 =

 𝑤𝑖𝑗
𝑚

𝑗=1

  𝑤𝑖𝑗
𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑤𝑖𝑗 = 1− |
𝑎𝑗2
𝑖 −𝑎𝑗2

∗

𝑚𝑎 𝑥𝑎𝑗2
−𝑚𝑖𝑛𝑎𝑗2

|       (22)  

其中𝑚𝑎𝑥𝑎𝑗2
和𝑚𝑖𝑛𝑎𝑗2

用于归一化，分别代表

{𝑎𝑗2
𝑖 |𝑖 = 1,2,… ,𝑛}内的最大值和最小值。 

 给定由两个𝛼 -截集产生的三个特征点 (当

𝛼=0,1 时)，三角形模糊集可以被分成两个较小的

子三角形，如图 4 所示。对于具有许多特征点的

更复杂的多边形模糊集，可以生成更多三角形甚

至梯形的子多边形，但是计算的原理同下述对于

三角形隶属函数的情况。由此模糊集𝐵∗的左三角

区域面积𝑆𝐿(𝐵∗) (即𝑏2
∗点左侧的三角形模糊集的

几何区域面积)和右三角区域面积𝑆𝑅(𝐵∗)可由公

式(19)计算得出，其中𝑆𝐾的下标中𝐾 ∈ {𝐿,𝑅}。该

方程准确地揭示了 CCL 规则插值的基本思想，
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即从观测角度出发，通过对所包含规则的 RF 的

加权聚集，从而导出插值模糊集的面积。 

 

图 4三角形模糊集的左侧和右侧面积 

最后，插值结果𝐵∗的支撑集的左、右端点可由

生成的三角形区域的面积导出，如下所示： 

𝑏1
∗ = 𝑏2

∗ − 2𝑆𝐿 𝐵
∗ ,       𝑏3

∗ = 𝑏2
∗ + 2𝑆𝑅(𝐵∗)  (23) 

4 基于中间规则（变换）的模糊插值

推理方法 

继上一节对模糊规则插值第一大类的分析之

后，本节详细综述第二类基于中间规则（变换）的

模糊插值方法。首先概述其基本思想并对此类方法

按特征进行细分，然后介绍了一些典型代表，包括 

表 3基于中间规则(变换)的模糊规则插值方法 

算法 特征 

Wu et al. (1996)
[73]

 利用相似变换保证插值的有效性 

Baranyi et al. (1995, 1996a)
[74, 75]

; Baranyi and Kóczy (1996a)
 [76]

; 

Baranyi et al. (2004, 1996b, 1998)
 [77, 78, 79]

;  

Baranyi and Kóczy (1996b)
 [80]

 

采用广义函数概念进行内插和外插(extrapolation) 

Kawaguchi and Miyakoshi (2000a,b, 2001)
 [81, 82, 83]

; Kawaguchi et al. 

(1997)
 [84]

 

基于 B 样条的插值 

Chen et al. (2016)
 [85]

; Chen and Shen (2017)
 [86]

; Huang and Shen 

(2006, 2008)
 [15, 16]

; Jin et al. (2014, 2020)
 [17, 87]

; Li et al. (2019a, 

2018b)
 [88, 89]

; Naik et al. (2017b)
 [19]

; Shen and Yang (2011)
 [90]

; Yang et 

al. (2017)
 [18]

; Yang and Shen (2011)
 [91]

 

基于尺度和位移变换的规则插值(T-FRI) 

Das et al. (2019)
 [92]

 基于几何的线性模糊规则插值 

 

表 4基于尺度和位移变换的规则插值算法族 

算法 特征 

Huang and Shen (2006)
[15]

 T-FRI 的基本方法，用于处理两条给定的相邻规则，可以采用多种模糊隶属度函数(如复杂多边形、高

斯或钟形)，并且处理包含多个前件变量的问题 

Huang and Shen (2008)
 [16]

 扩展的 T-FRI：同时支持包含多条模糊规则的内插和外插，每条规则包含多个前件项 

Jin et al. (2014, 2019)
 [17, 93]

 反向 T-FRI：允许从已知的前件和后件中插值与后件直接相关的缺失前件值，支持包含多个前件模糊

规则的反向内插与外插 

Yang et al. (2017); Yang and Shen 

(2011)
 [18, 91]

 

自适应 T-FRI：能够在插值过程中出现矛盾结果时恢复系统一致性 

Chen et al. (2016)
 [85]

 粗糙模糊 T-FRI：允许表示、处理和利用不同程度的知识不确定性 

Chen and Shen (2017)
 [86]

 基于区间值Ⅱ-型模糊集的 T-FRI 

Naik et al. (2017b)
 [19]

 动态 T-FRI：有助于选择、组合和概括信息丰富的中间规则，以便在执行插值时完善当前的规则库 

Li et al. (2017, 2018b,a, 2020)
 [94, 

89, 95, 88]
 

属性加权 T-FRI：对规则的前件属性进行加权，并应用于分类和预测任务 

Chen et al. (2019)
 [96]

 基于 Takagi Sugeno Kang (TSK)模糊规则模型的 T-FRI 

Li et al. (2005)
 [97]

 类 T-FRI 的加权算法 
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一类最具代表性的算法族，即基于尺度和位移变换

的规则插值方法及其衍生算法。 

4.1 概述 

作为另一大类的模糊规则插值方法，基于变换

的方法近年来得到了更多的关注与研究。由于此类

方法在计算插值结论模糊集的过程中，通常首先需

要计算一条中间规则(intermediate rule)，因此又被

称为基于中间规则的模糊规则插值方法。此类方法

一般分为两步执行(具体算法中可进行细分)。第一

步利用选择出的用于插值操作的规则构造一条中

间规则，使得它的前件尽可能与观测值“接近”。

第二步基于类比推理机制[71, 72]，即根据中间规则的

前件项与观测之间的相似性来转换中间规则的后

件，以类似将中间规则的前件转换为给定的观测的

方式，从而得出结论。表 3 汇总了该类各种算法，

并根据其不同的特征进行分类。其中的一大子类，

即基于尺度和位移变换的方法 (scale and move 

transformation based FRI, T-FRI)，是近些年最流行

的方法之一，首先由 Z. Huang 和 Q. Shen 提出[15, 16]，

并且在过去的二十年里，又对这一开创性的方法提

出了许多后续发展和修改。代表的方法见表 4。本

节将综述表 3 中一些典型算法。 

在详细介绍基于中间规则的模糊规则插值技术

之前，需要引入一个非常重要的概念。这就是模糊

集的代表值(Representative Value, Rep)。代表值在不

同的文献中有许多变体，它也被赋予不同的名称，

例如文献 Huang and Shen (2008)
[16]中的代表值，文

献 Baranyi et al. (2004)
 [77]中的参考点(reference 

point)，以及文献 Chen and Ko (2008); Chen et al. 

(2009)
 [98, 99]中的特征值(characteristic value)。 

模糊集的代表值是一个精确的实数值，用来表

达模糊集所包含的重要信息，例如模糊集在其论域

中最具代表的总体位置以及它的几何形状。在某些

情况下，由于代表值没有统一的定义，则可以用该

模糊集的去模糊化(defuzzified)后的值来定义代表

值。然而需要注意的是，在某一特定的模糊规则插

值方法中，所有的代表值都是以相同的方式计算

的。 

给定一个任意多边形模糊集𝐴 = (𝑎1,𝑎2,… ,𝑎𝑛), 

其中𝑎𝑖 , 𝑖 = 1,2,… ,𝑛表示多边形的特征点，其代表

值𝑅𝑒𝑝(𝐴)定义如下： 

𝑅𝑒𝑝(𝐴) =  𝑤𝑖𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1           (24) 

其中𝑤𝑖是分配给特征点𝑎𝑖的权重。对于最简单的情

况，称为平均代表值，其中所有点都取相同的权重

值，即𝑤𝑖 = 1/𝑛. 对于第 2 节中图 1 描述的三角形

模糊隶属函数𝐴 = (𝑎1,𝑎2, 𝑎3), 𝑅𝑒𝑝(𝐴)在文献中通

常简单地定义如下(尽管其重心也可作为备选方

案)： 

𝑅𝑒𝑝(𝐴) =
𝑎1+𝑎2+𝑎3

3
           (25) 

对更复杂的模糊隶属函数(如复杂多边形、高斯型)

的代表值的定义可以查阅文献 Huang and Shen 

(2008)
[16]。 

 除了其几何意义外，代表值另一重要作用就是

简化了模糊集之间距离的定义。两个模糊集 A 和 B

之间距离的定义可以简单的表示为： 

𝑑(𝐴,𝐵) = |𝑅𝑒𝑝(𝐴)− 𝑅𝑒𝑝(𝐵)|     (26) 

与基于𝛼-截集距离的方法[77]相比，该定义描述的距

离是一个精确的距离。对于在给定的不同模糊规则

插值方法中，本文将具体指出如何定义该距离。 

4.2 基于尺度和位移变换的模糊规则插值方法

(T-FRI) 

基于尺度和位移变换的模糊规则插值(scale and 

move transformation-based FRI, T-FRI)是一种最通

用、最先进的基于中间规则的模糊插值推理机制。

提出这一方法的关键目标之一是消除模糊规则插

值早期工作中存在的一个重要的实际问题，即插值

结果不能保证是凸的模糊集，甚至在某些情况下不

能保证是有效的模糊集。文献 Huang and Shen 

(2006, 2008)
[15, 16]介绍了 T-FRI 的基本思想，简而言

之，该算法通过四步完成规则插值，即首先选择出

用于插值的规则，然后用它们构造一条中间规则，

第三步通过比较观测值与中间规则前件的相似性

获得尺度和位移变换的参数，最后对中间规则的后

件进行尺度位移变换得出结论。 

给定稀疏规则库 R 和观测值𝑜∗，它们分别采用

公式(1)中的形式，T-FRI 由以下四个步骤实现，并

且分别总结在图 5 所示的四个阶段中。 

 第一阶段：选择最近邻规则 

作为 T-FRI 的预备阶段，当输入的观测值𝑜∗与

规则库中的任何规则都不匹配时，需要在第一阶段

选择一定数量的规则，使得这些规则最接近观测

值，并且用于后续阶段的插值推理。在度量“接近

度”时，需要用到基于距离的准则。在 T-FRI 中，

观测值𝑜∗与规则𝑟𝑞之间的距离，或任意两条规则

𝑟𝑝 , 𝑟𝑞 ∈ 𝑅之间的距离，是通过计算它们之间对应属
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性的所有相应模糊值的聚合距离来确定的： 

𝑑(𝑣, 𝑟𝑞) =
1

 𝑚
  𝑑(𝐴𝑗

𝑣 ,𝐴𝑗
𝑞

)2
𝑚

𝑗=1
     (27) 

其中 v 代表𝑜∗或者𝑟𝑝  (因此𝐴𝑗
𝑣表示𝐴𝑗

∗或者𝐴𝑗
𝑝
)，取决

于上述定义的距离是观测值和规则之间的距离还

是两条规则之间的距离。因此，与𝑜∗最接近的 n 条

规则就是此距离测量的最小的 n 条规则。在计算关

于上述定义元素之间的聚集时，一对前件模糊集之

间的距离计算如下： 

𝑑(𝐴𝑗
𝑣 ,𝐴𝑗

𝑞
) =

|𝑅𝑒𝑝 (𝐴𝑗
𝑣)−𝑅𝑒𝑝 (𝐴𝑗

𝑞
)|

𝑚𝑎 𝑥𝐴𝑗−𝑚𝑖𝑛𝐴𝑗
       (28) 

这是通过使用相应模糊集的代表值来实现的

(见第 4.1 节中代表值的定义)，该距离值是对绝对距

离标准化的结果，其中𝑚𝑎𝑥𝐴𝑗和𝑚𝑖𝑛𝐴𝑗分别表示属性

𝑎𝑗的最大值和最小值。这种标准化是为了确保所有

距离度量在不同的属性域上彼此兼容。这一阶段如

图 5 阶段一所示。 

 第二阶段：构造模糊中间规则 

在第一阶段中可以选择出与给定观测值最接

近的，具有最小距离的 n 条规则，下面将构造一条

模糊中间规则𝑟′，作为 T-FRI 稍后执行基于尺度和

位移变换过程的基础。在 T-FRI 的大多数应用中，

为了计算效率，n 取值通常为 2，但通常是以牺牲

插值精度为代价的[100]。 

构造模糊中间规则𝑟′的过程是分别计算𝑟′的前

件模糊集𝐴𝑗
′ , 𝑗 = 1,… ,𝑚，以及相对应的后件模糊集

𝐵′，以得到如下形式的模糊中间规则𝑟′： 

𝑟′ : if𝑎1  is 𝐴1
′  and 𝑎2  is 𝐴2

′  and ⋯  and 𝑎𝑚  is 

𝐴𝑚
′ , then z is 𝐵′  

它是对第一阶段选择的 n 条最近邻规则的加权整合

获得的。令𝑤𝑗
𝑖 , 𝑖 ∈ {1,… ,𝑛}表示第 i 条模糊规则的第

j个前件属性对构造模糊中间规则的第 j个前件𝐴𝑗
′所

附加的权重，计算如下： 

𝑤𝑗
𝑖 =

1

1+𝑑(𝐴𝑗
𝑖 ,𝐴𝑗

∗)
             (29) 

其中𝑑(𝐴𝑗
𝑖 ,𝐴𝑗

∗)由公式(28)计算得到。对该权重在 n

条规则间进行归一化得到𝑤𝑗
𝑖

^

=
𝑤𝑗
𝑖

 𝑤𝑗
𝑡

𝑡=1,…,𝑛

，以便做

加权平均使用。 

 因此，模糊中间规则𝑟′的第 j 个前件𝐴𝑗
′计算如

下： 

𝐴𝑗
′ =  𝑤𝑗

𝑖
^

𝑖=1,…,𝑛

𝐴𝑗
𝑖 + 𝛿𝐴𝑗 (𝑚𝑎𝑥𝐴𝑗 −𝑚𝑖𝑛𝐴𝑗 )  (30) 

其中𝛿𝐴𝑗是一个常量，称为𝐴𝑗的偏移因子，目的是使

得构造出的中间规则前件𝐴𝑗
′和对应的观测值𝐴𝑗

∗有

相同的代表值。其定义如下： 

𝛿𝐴𝑗 =

|𝑅𝑒𝑝 (𝐴𝑗
∗)−𝑅𝑒𝑝 ( 𝑤𝑗

𝑖
^

𝑖=1,…,𝑛

𝐴𝑗
𝑖 )|

𝑚𝑎 𝑥𝐴𝑗−𝑚𝑖𝑛𝐴𝑗
      (31) 

类比于上述构造中间规则的前件属性，其后件

值可由此得出： 

𝐵′ =  𝑤𝑧
𝑖

^

𝑖=1,…,𝑛

𝐵𝑖 + 𝛿𝑧(𝑚𝑎𝑥𝑧 −𝑚𝑖𝑛𝑧) (32) 

其中𝑚𝑎𝑥𝑧和𝑚𝑖𝑛𝑧为结果属性的最大值和最小值。

𝑤𝑧
𝑖

^

作为与每条规则的前件项相关的归一化权重(即

𝑤𝑗
𝑖

^

)的平均值，并且后件属性的偏移因子𝛿𝑧也是前件

属性偏移因子𝛿𝐴𝑗 , 𝑗 = 1,… ,𝑚的代数平均，分别计算

如下： 

𝑤𝑧
𝑖

^

=
1

𝑚
 𝑤𝑗

𝑖
^

𝑚

𝑗=1

𝛿𝑧 =
1

𝑚
 𝛿𝐴𝑗

𝑚

𝑗=1
   (33) 

如图 5 阶段二中总结的这一步骤的工作，模糊

中间规则则由分别计算出的规则前件和后件构成。 

 第三阶段：计算尺度和位移因子 

在第二阶段构造出模糊中间规则𝑟′后，便可对

其进行相应的变换得出与观测值对应的结论。其理

论依据是类比相似推理机制：中间规则的前件与观

测越相似，其后件便与结论越相似。在 T-FRI 方法

中，这种相似性是通过尺度和位移因子衡量的。作

为一种基于变换的模糊规则插值方法，T-FRI 中的

变换过程 T 的目标是对中间规则的后件模糊集𝐵′进

行尺度和位移变换，从而获得最终的插值结论。该

变换是通过类比将中间规则的前件属性𝐴𝑗
′变换为

对应的观测值属性𝐴𝑗
∗，并保证变换后的形状和代表

值与观测相一致。因此，在第三阶段，首先计算出

进行尺度和位移变换的参数因子，该过程分为以下

两步实现： 

(1) 构造尺度因子，对中间规则前件进行尺度变

换：𝐴𝑗
′ → 𝐴𝑗

′
^

 

为了实现这一点, 首先确定所需的尺度因子



12 计算机学报  

 

𝑠𝐴𝑗。由于尺度(和随后的位移)因子的计算取决于所

使用的模糊隶属函数，因此给定一个三角模糊集

𝐴𝑗
′ = (𝑎𝑗1

′ ,𝑎𝑗2
′ ,𝑎𝑗3

′ )，尺度因子𝑠𝐴𝑗由下式得出： 

𝑠𝐴𝑗 =
𝑎𝑗3
∗ −𝑎𝑗1

∗

𝑎𝑗3
′ −𝑎𝑗1

′                (34) 

它扩展或缩短了支撑集的长度:𝐴𝑗
′ :𝑎𝑗3

′ − 𝑎𝑗1
′ ，使其与

𝐴𝑗
∗支撑集的长度相同。为保证尺度变换后的模糊集

𝐴𝑗
′

^

与𝐴𝑗
′的代表值相等，𝐴𝑗

′
^

= (𝑎𝑗1
′
^

,𝑎𝑗2
′
^

,𝑎𝑗3
′
^

)通过尺度

因子的构造方式如下： 

𝑎𝑗1
′
^

=
(1+2𝑠𝐴𝑗 )𝑎𝑗1

′ +(1−𝑠𝐴𝑗 )𝑎𝑗2
′ +(1−𝑠𝐴𝑗 )𝑎𝑗3

′

3

𝑎𝑗2
′
^

=
(1−𝑠𝐴𝑗 )𝑎𝑗1

′ +(1+2𝑠𝐴𝑗 )𝑎𝑗2
′ +(1−𝑠𝐴𝑗 )𝑎𝑗3

′

3

𝑎𝑗3
′
^

=
(1−𝑠𝐴𝑗 )𝑎𝑗1

′ +(1−𝑠𝐴𝑗 )𝑎𝑗2
′ +(1+2𝑠𝐴𝑗 )𝑎𝑗3

′

3

     (35) 

(2) 对尺度变换后的模糊集进行位移变换：

𝐴𝑗
′

^

→ 𝐴𝑗
∗，从而构造位移因子 

位移因子𝑚𝐴𝑗可由第一步中获得的尺度变换后

的模糊集𝐴𝑗
′

^

得出。如前所述，位移变换是通过移动

𝐴𝑗
′

^

的位置，使其与𝐴𝑗
∗相同，同时还需保证代表值不

变。因此，位移因子可构造如下： 

𝑚𝐴𝑗 = {

3(𝑎𝑗1
∗ −𝑎𝑗1

′
^

)

𝑎𝑗2
′
^

−𝑎𝑗1
′
^ , if 𝑎𝑗1

∗ ≥ 𝑎𝑗1
′
^

3(𝑎𝑗1
∗ −𝑎𝑗1

′
^

)

𝑎𝑗3
′
^

−𝑎𝑗2
′
^ , otherwise

        (36) 

如图 5 阶段三中阴影部分着重描述的，这一阶

段计算并保留所有规则前件的尺度和位移变换因

子，以便在后续和最终过程中使用以获得结论值。 

 第四阶段：尺度和位移变换 

在计算了需要的尺度和位移因子 (即 𝑠𝐴𝑗 和

𝑚𝐴𝑗 , 𝑗 = 1,… ,𝑚)之后，第四阶段将完成 T-FRI 过程，

得到所需的结果值𝐵∗。这一阶段遵循了类比近似推

理的机制, 即相似观测导致相似结果。为此，后件

属性的变换因子将聚合前件属性上的变换因子，这

是通过计算代数平均来实现的： 

𝑠𝑧 =
1

𝑚
 𝑠𝐴𝑗

𝑚

𝑗=1
𝑚𝑧 =

1

𝑚
 𝑚𝐴𝑗

𝑚

𝑗=1
  (37) 

这使得所求的插值结论模糊集𝐵∗ = (𝑏1
∗, 𝑏2

∗, 𝑏3
∗)可通

过类比第三阶段对中间规则的前件进行的尺度和

位移变换获得，即有如下两步变换： 

(1) 尺度变换：𝐵′ → 𝐵′
^

。类比公式(35)获得尺度化

的后件模糊集𝐵′
^

= (𝑏1
′

^

, 𝑏2
′

^

, 𝑏3
′

^

)。 

(2) 位移变换：𝐵′
^

→ 𝐵∗。 

在位移变换中，利用位移因子获得最终所需的

插值结果𝐵∗ = (𝑏1
∗, 𝑏2

∗, 𝑏3
∗)： 

𝑏1
∗ = 𝑏1

′
^

+𝑚𝑧𝛾 

𝑏2
∗ = 𝑏2

′
^

− 2𝑚𝑧𝛾𝛾 = {

𝑏2
′

^

− 𝑏1
′

^

3
, if 𝑚𝑧 ≥ 0

𝑏3
′

^

− 𝑏2
′

^

3
, otherwise

 

𝑏3
∗ = 𝑏3

′
^

+𝑚𝑧𝛾                          (38) 

为突出尺度变换和位移变换的重要性，基于插

值的结论模糊集可以用以下方式表示：𝐵∗ =

𝑇(𝐵′ , 𝑠𝑧 ,𝑚𝑧)。最后阶段四的工作如图 5 最下面一行

所总结的。尽管上述对 T-FRI 算法基本原理的概述

仅采用了三角形模糊集，该算法还可以处理具有复

杂多边形、高斯和钟形模糊隶属函数的多个前件规

则的内插和外插。 

4.3 T-FRI方法的衍生算法代表 

由于 T-FRI 方法在实现模糊规则插值推理时表

现出优良的特性，近些年已经涌现大量文献，从许

多不同的角度来进一步改进它，如表 4 中汇总的

T-FRI 算法族。本节概述其中具有代表性的方法。 

4.3.1 自适应的 T-FRI (2011
[91]

, 2017
[18]

) 

 自适应的 T-FRI 算法的提出是由于观察到在一

系列 T-FRI 插值运算之后，插值结果可能存在不一

致性。造成不一致的原因可能包括插值的规则和不

精确的插值变换。自适应模糊插值增强了原始

T-FRI 算法的插值变换对缺陷规则的识别和修正能

力，有利于消除某些不一致性。该算法是通过两个

子系统来实现的：1) 诊断子系统。它是由通用诊断

引擎(General Diagnostic Engine, GDE)构造的，其中

不一致的插值结果记录在基于假设的信值修正系

统 (Assumption-based Truth Maintenance System, 

ATMS)
[101]中; 2) 修正子系统。它是对传统数值插值

理论进行模糊扩展，及其在近似计算中的应用。 

 自适应 T-FRI 的工作流程如图 6 所示。尽管从

理论上讲，系统的不一致可能来自观测值、不正确
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的规则等多方面因素，在自适应 T-FRI 算法中，仅

考虑插值过程中的中间规则导致的不一致结论。因

此在该算法中，ATMS 收集记录下某一插值结论与

后面模糊规则插值之间的依赖性，并将其输入到

GDE 中。GDE 是用于分离多个同步错误的系统，

它通常与 ATMS 一起工作。在这里，GDE 将所有

可能的不一致结论从这些冲突依赖关系中分离出

来。最终由一个基于依赖指导的修正子系统通过将

模糊推理中的错误从线性插值细化到分段线性插

值，从而对不一致的模糊推理结论进行修正并返回

输入到插值器中，完成自适应 T-FRI 的闭环工作。

然而，这项工作主要集中在自适应 T-FRI 的实现上，

它只涉及两条多前件属性的规则。此外，还需要进

一步研究它是否能够处理外插的情况(因为原始

T-FRI 能够以与内插相同的方式处理外插)。 

 
图 6自适应 T-FRI工作流程 
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图 5基于变换的 T-FRI规则插值

 

4.3.2 反向的 T-FRI(2019
[93]

, 2020
[87]

) 

 传统的模糊规则插值(包括 T-FRI)通常以―前向”

的方式执行，即在给定规则库和观测的所有前件属

性的情况下，需要对结果进行插值推理。然而，可

能会出现某种情况，当给定的观测值中缺少某些关

键的前件属性时，同时该属性也可能参与到随后的

插值过程中，因此该前件属性的缺失将会导致最终

插值结论的推导失败。这一重要问题是通过对
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T-FRI 的一个改进来解决的，称为反向的 T-FRI，它

提供了一系列的解决方案来处理单个前件值的缺

失和多个前件属性缺失的问题。 

 对于单个前件值缺失的问题，反向 T-FRI 通过

仿照实现原始 T-FRI 的四步计算过程(见第 4.2 节)，

从而反向计算对应于未知前件属性值的相关参数。

不失一般性，将 T-FRI 对某一观测值相关的结论的

插值推理用下式表示： 

𝐵∗ = 𝑓𝑇−𝐹𝑅𝐼((𝑅 = {𝑟1, 𝑟2,… , 𝑟𝑁}),

                           (𝑜∗ = {𝐴1
∗ ,… ,𝐴𝑙

∗,… ,𝐴𝑚
∗ }))

   (39) 

即插值结论𝐵∗通过 T-FRI 的规则插值过程，利用规

则库𝑅和具有全部前件属性的观测值𝑜∗获得。具有

单个前件值缺失(比如𝐴𝑙
∗缺失)的反向 T-FRI 因此类

比上式可以有如下的形式： 

𝐴𝑙
∗ = 𝑓𝐵−𝑇𝐹𝑅𝐼(𝑅,𝐵∗, 

(𝑜𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑛𝑔
∗ = {𝐴1

∗ ,… ,𝐴𝑙−1
∗ ,𝐴𝑙+1

∗ ,… ,𝐴𝑚
∗ })) (40) 

其中在求未知前件属性𝐴𝑙
∗时，除了需要规则库𝑅和

具有剩余前件属性的观测值𝑜𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑛𝑔
∗ 以外，该观测值

对应的已知结论也需要加入到计算过程中。此时𝐵∗

作为已知变量，而𝐴𝑙
∗为未知变量。但由于缺失属性

只有一个，因此可以通过第 4.2 节 T-FRI 的四步插

值过程的逆向计算，获得规则前件属性的模糊集

值。 

 对于更一般的具有多个前件属性缺失的问题，

反向 T-FRI 提出了两种方案来求缺失值。第一种方

案是参数化方法，它是上述方法的直接推广。假设

有𝐴1
∗ ,𝐴2

∗ ,… ,𝐴𝐿
∗共 L 个前件属性未知，该方法首先将

𝐴𝑖
∗, 𝑖 ∈ [1,2,… , 𝐿]对应的用于插值过程的参数(比如

公式(29)中的𝑤𝑗
𝑖，以及公式(31)中的𝛿𝐴𝑗 )离散化，然

后便能获得某一组参数值，将这组参数代入 T-FRI

算法中得到一个插值结论，与已知的𝐵∗进行比较，

误差最小的组合即为最佳参数组合，最后利用最优

参数构造缺失的规则前件属性。第二种方案被命名

为反馈方法。该方法与参数化方法不同的是，首先

离散化的不是缺失属性对应的参数，而是属性的模

糊集值本身，从而获得缺失属性的一组估计，然后

将其代入 T-FRI 算法中，计算获得插值结论并与已

知的𝐵∗进行比较，最终寻求误差最小的一组离散估

计值即为所求的𝐴1
∗ ,𝐴2

∗ ,… ,𝐴𝐿
∗。这两种方法均采用了

参数估计与结果验证的思想。由于参数化方法中需

要估计的参数组合比反馈方法更多，因此算法的计

算复杂度更高。 

 反向的 T-FRI 算法保留了原始 T-FRI 所具有的

许多重要性质，如处理多条具有多前件属性的规则

插值的能力，以及保证了插值结果的凸性和正规

性，从而有助于解决前件项缺失的问题，但它并不

能完全消除这个问题，特别是当缺少的值的比例很

大时。 

4.3.3 动态 T-FRI (2017
[19]

) 

 现有的大多数基于变换的模糊规则插值机制都

是针对静态稀疏规则库的。然而，由于模糊系统的

需求可能会随着时间的变化而变化，缺乏并存或动

态生成的规则，使得静态规则库的使用可能会影响

模糊插值推理的有效性。在执行规则插值时，基于

变换的模糊规则插值方法通常生成大量模糊中间

规则。总体而言，它们可以逐渐覆盖无法由原始稀

疏规则库覆盖的区域，从而为更新静态稀疏规则库

提供有价值的信息。受此启发，Naik et al. (2017b)
[19]

提出了一个动态的 T-FRI 机制。它通过改进和提取

中间规则来丰富规则库，进而通过进行更直接的规

则匹配来获得结论，从而提高模糊推理过程的效

率。 

 动态 T-FRI 算法的具体工作流程如下： 

(1) 正常利用 T-FRI 规则插值算法对输入观测值进

行插值推理，同时保留插值过程中构造生成的

大量中间规则，集中保存在中间规则库𝑅′中； 

(2) 将𝑅′中的所有前件属性在多维(由于前件属性

不止一个)立方空间中进行划分，得到超立方体

H, 其中包含许多子立方体，每一个对应由多

维前件属性的某一取值构成的组合； 

(3) 将处于非空子立方体𝐻∗(𝐻∗ ⊆ 𝐻)中的规则输入

到基于遗传算法的聚类算法中，找出“最佳”

聚类结果，其中包括强子立方体(𝐻1)和弱子立

方体(𝐻0). 这里的强弱子立方体根据包含的中

间规则数目的多少确定； 

(4) 将弱子立方体 (𝐻0 )合并转化为强子立方体

(𝐻1)； 

(5) 最后选择仅包含足够中间规则的聚类结果，将

其合并至原始的稀疏规则库 R 中，完成规则库

的更新。 

 通过上述过程，动态 T-FRI 能够在后续的推理

过程中，直接利用简单高效的 CRI 为之前出现过的

相似观测值进行推理，从而减少进行没有必要规则

插值。该方法还是一种灵活和通用的算法，在动态

扩充原始稀疏规则库的过程中，并不限制使用任何

特定的规则插值算法、适应度函数和规则合并方

案，只是在提出的方法中采用了 T-FRI 和遗传算法。
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动态 T-FRI 算法对更新规则库和提高推理效率的现

实意义是显而易见的。然而，通过使用更有效和高

效的聚类和优化方法来替换当前实现中的相关过

程，仍然有可能进一步提高算法的效能。 

4.3.4 高阶 T-FRI (2016
[85]

, 2017
[86]

) 

 大多数模糊规则插值方法的一个共同点是，通

常利用常规的 I-型模糊集定义规则和观测值中的模

糊隶属函数，用于解释和处理模糊系统中存在的不

确定性。现有的方法中很少能够联合处理规则或观

测中的一种以上形式的不确定性，尤其在某些情况

下，对更复杂的模糊集进行合理的表示对模糊系统

十分必要[102]。针对这一问题，高阶的模糊规则插

值方法应运而生，它允许在 T-FRI 框架内表示和处

理不同类型的不确定性。这类算法首先用高阶形式

对不确定性知识进行描述，然后对这种模型进行高

阶插值得到最终结论。 

 高阶的模糊规则插值利用了两种常见的不确定

性表示方法来实现: 1)基于粗糙模糊集的规则插值

方法[85]。该方法用粗糙模糊近似表示不确定模糊隶

属函数; 2) 基于区间值 II-型模糊集的方法[86]。其工

作方式与基于粗糙模糊集的 T-FRI 相同。在这两种

方法中，模糊集的代表值的概念起着与原始的基于

I-型模糊集的 T-FRI 一样不可或缺的作用。从本质

上讲，这两种方法均为 T-FRI 规则插值算法[15, 16]的

拓展，它们分别用粗糙模糊集和区间值 II-型模糊集

代替传统的 I-型模糊集，即公式(1)中规则的前件

(𝐴 = {𝑎𝑗 |𝑗 = 1,2,… ,𝑚})和结论(B)属性以及观测值

的属性(𝑜 = {𝑎𝑗
∗|𝑗 = 1,2,… ,𝑚})由这两类高阶模糊

集来描述。然后基于这种改进的模糊规则进行第 4.2

节中 T-FRI 的规则插值过程。由于插值过程中元素

所采用的取值不同，插值算法也需要进行相应的改

进。比如，区间值 II-型模糊隶属函数中存在额外的

不确定性分别用上模糊隶属函数和下模糊隶属函

数表述，因此在第 3,4 步的变换过程中，除了对模

糊集进行尺度和平移变换，还需要对下模糊隶属函

数的高度进行进一步的变换。另一种基于区间值 II-

型模糊集的模糊规则插值方法可以参考文献 Chen 

and Lee (2011)
[41]。这种方法需要对每个特定的不确

定性表示进行相应的修改，这不可避免地增加了计

算复杂度。对基于 T-FRI 改进的高阶算法，如果所

涉及的所有不确定性都能被 I-型模糊集充分捕获，

则高阶 T-FRI 机制将会退化成为原始的方法。 

4.3.5 其它 T-FRI 相似算法 

 除了上述算法是对T-FRI的直接研究和改进外，

还有一些类似于 T-FRI 的方法，如文献 Li et al. 

(2005)
[97]。又如，在文献 Chen and Adam (2018)

[14]

中，任意多边形模糊集的排序值(ranking values)被

用来表示隶属函数的特征点，而这些特征点又被用

来在基于变换的模糊规则插值过程中扮演与 T-FRI

中代表值相似的角色。此外，该算法将 T-FRI 中涉

及的尺度因子和位移因子分别替换为距离比

(distance ratio)和偏移率(move rate)，对所构造的中

间规则进行变换，以获得最终的插值结果。 

 Chen and Ko (2008)
[98]提出 T-FRI 的另一个变

形，称之为 CK 方法。该算法用特征值(characteristic 

values)代替代表值，不仅简化了对模糊集的表示，

而且用于定义模糊集之间的距离。对于任意多边形

模糊集，CK 方法通过计算从一系列𝛼-截集中获得

的每个特征点来导出所寻求的插值模糊集。算法首

先确定隶属度为 1 的点，用以帮助随后计算剩余点。

然后执行两个变换，即增量变换和比率变换

(increment and ratio transformations)，将中间规则的

结果转化为最终插值结果。转换这二者之间的相似

度与中间规则的前件和观测值的相似度类似。最

近，作者改进了他们的工作，引入了两个增强的转

换，即加权的增量变换和加权的比率变换(weighted 

increment transformation and weighted ratio 

transformation)，来实现相应的加权模糊规则插值
[99]。在这个加权算法中，每个规则前件变量的权重

是通过机器学习算法自动获得的。该方法是一个迭

代过程，它被嵌套在加权插值过程中，同时需要利

用插值的结果来构造适应度函数以更新当前权重，

进而对 CK 方法中的增量变换和比率变换进行加

权。该方法的优点在于它可以处理多种类型的模糊

隶属函数表示的模糊集，比如多边形、高斯和钟形

隶属函数。然而，在该方法中，虽然权重可以通过

算法自动获得最优值，但它是针对特定问题定制

的，每个规则前件属性的适应性函数都是预先确定

的，从而限制了该技术的通用性。 

4.4 基于广义函数的模糊规则插值方法 

 与上述 T-FRI 方法类似的是另一种方法，称为

基于广义函数的算法。作为基于变换的模糊规则插

值方法之一，它自成一个子类，其中的典型代表参

看文献 Baranyi et al. (1995, 1996a)
[74, 75]

; Baranyi and 

Kóczy (1996a)
[76]

; Baranyi et al. (2004, 1996b, 

1998)
[77, 78, 79]

; Baranyi and Kóczy (1996b)
[80]。与基于

𝛼-截集的插值算法不同，在给定未匹配的观测值的

情况下，该方法是基于模糊关系的插值而不是使用
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𝛼-截集距离来推断结论。此类算法通常需要两个主

要步骤来实现。下面简要概述这两步的原理，更多

细节可参考上述文献。 

 给定由公式(1)表示的两条模糊规则 (例如，

𝑟1, 𝑟2)和一个观测值(𝑜∗)，基于广义函数的方法的核

心思想可以通过以下两个阶段来描述。 

4.4.1 基于插值的推理规则的生成 

 第一个阶段的目的是创建一条中间规则𝑟′，使𝑟′

的前件尽可能“接近”观测的前件(𝐴∗)。这里的“接

近”一词表示在观测值和中间规则之间确保至少存

在部分重叠。本阶段的实现过程可用下面的函数形

式表示： 

𝑟′ = 𝑓𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑜𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 (𝑟1, 𝑟2)        (41) 

其中，𝑓𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑜𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 表示从一对规则到一组所有可

能的规则集的映射。有两类算法可用于实现该阶段

的过程： 

 模糊关系插值(fuzzy relation interpolation)，包括

任何类 solid cutting的方法：Baranyi et al. (1995, 

1996a)
[74, 75]

; Baranyi and Kóczy (1996a)
[76]

; 

Baranyi et al. (1996b)
[78]

; Baranyi and Kóczy 

(1996b)
[80]；以及一些基于固定点(fixed point 

law)或者固定值(fixed value law)的方法：Ding 

et al. (1989, 1992)
[103, 104]

; Mukaidono et al. 

(1990)
[105]

; Shen et al. (1993, 1988)
[106, 107]。 

 语义关系插值(semantic relation interpolation)，

其中包括任何的语义修正(semantic revision)的

方 法 ： Ding et al. (1989, 1992)
[103, 104]

; 

Mukaidono et al. (1990)
[105]

; Shen et al. (1993, 

1988)
[106, 107]。这些算法利用语义修正原理，描

述基于插值的中间规则的前件与后件模糊集

之间的关系。 

4.4.2 基于单条规则的推理 

 第二个阶段即是利用在第一阶段生成的中间规

则进行推理。此阶段的过程通常可以表示为： 

𝐵∗ = 𝑓𝐼𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 (𝑟′ ,𝐴∗)          (42) 

 对于这一类方法中的不同模糊规则插值算法，

实现单条规则推理的具体机制可能有所不同。文献

Ding et al. (1989, 1992)
[103, 104]

; Mukaidono et al. 

(1990)
[105]

; Shen et al. (1993, 1988)
[106, 107]中的任何

方法都可以直接变换中间规则来计算所需的最终

结果值。 

 此类方法的更多优势在于它可采用任意形状的

模糊隶属函数，并且避免生成非正规的模糊结论。

以上主要分析总结了具有单个规则前件属性情况

下的插值。与基于𝛼-截集和 T-FRI 方法一样，基于

广义函数的机制也被扩展到使用多个规则前件属

性和模糊外插的规则插值应用中。更多细节可以在

文献 Baranyi et al. (2004)
[77]和其他衍生算法中查

看。这种方法的工作流程见图 7。从概念上讲，这

与 T-FRI 采取的基本方法非常相似，因此它们共同

的缺点是，在某些使用复杂模糊集的应用中，其计

算复杂度比基于𝛼-截集的方法更高。 

 

图 7基于广义函数规则插值方法的流程图 

 

4.5 基于几何的线性模糊规则插值 

 由前文综述的模糊规则插值算法可以看出，尽

管国内外诸多学者提出各种各样不同的方法实现

模糊插值推理，但目前并没有一种形式对规则插值

过程的进行统一数学形式表示。Das et al. (2019)提

出了一种初步的尝试方案：基于几何的线性模糊规

则插值[92]。下面简要介绍其基本原理。 

基于几何的线性模糊规则插值方法(Geometry 

Based Linear Fuzzy Rule Base Interpolation, GLFRI)

属于第二大类的基于中间规则的算法。该方法希望

利用几何可视化从而对规则插值算法进行数学形

式上的统一表示。GLFRI 首先构造一条中间规则，
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即相邻规则的线性聚合，然后通过对中间规则进行

几何变换得到最终的结论。在第一步中，通过对规

则前件和结论部分进行特定的数学运算，将所有的

模糊规则转化为高维空间中的的模糊集或模糊点。

然后将规则前件和结论所表示的模糊集或模糊点

用模糊线段相连接，从而将模糊规则之间的关系用

模糊线段几何表示。中间规则则通过线性聚合待插

值的模糊线段(即模糊规则)构造得到。第二步通过

对比观测值与中间规则的前件的差异计算相应的

膨胀和收缩参数，最终利用这些参数变换中间规则

的后件从而获得观测值对应的结论。 

GLFRI 通过对模糊集的几何空间表示，不仅将

模糊插值方法与传统经典插值技术相结合，而且能

够提供插值过程的几何可视化表示。然而该方法目

前只考虑核集为单点的正规模糊集(比如三角形隶

属函数)，对于非正规或者非凸模糊集有待进一步研

究。 

4.6 模糊规则插值的其它思路 

 从前文第 3,4 节中综述的模糊规则插值方法可

以看出，尽管实现模糊稀疏规则库下的插值推理算

法层出不穷，它们基本上都是从𝛼-截集（非变换）

或中间规则（变换）的角度出发，寻求更先进的理

论方法。然而随着模糊规则插值技术的发展，在实

际问题应用中遇到的一些问题可能同时出现在这

两大类插值方法中。比如表 1 和表 4 中列出的分别

基于𝛼-截集的和基于中间规则的自适应规则插值

算法，尽管如此，这些方法的出发点和解决思路仍

存在很大差异。 

 在模糊规则插值最新的研究中，Li et al.（本文

作者们）提出了一系列的属性加权插值推理算法，

用于解决规则前件属性具有不同权重的规则插值

问题，这些方法分别是属性加权 T-FRI 规则插值

(2018, 2020)
[89, 88]，属性加权 KH 和 CCL 规则插值

(2020)
[100]。这三种方法分别属于上述两类规则插值

方法，但它们实现的属性加权机制的核心思想相

似。下面总结其中的基本理论。 

 属性加权 T-FRI 规则插值算法是 T-FRI 算法[15, 

16]（见第 4.2 节）的拓展延伸。在原始算法中，规

则的前件属性被视为具有相同的重要性，因此未给

属性赋予权值。然而从现实决策中可以发现，不同

的条件变量在决策的制定中贡献是不同的。因此该

属性加权算法需要实现权重评估计算和加权规则

插值这两个步骤。 

 在属性加权 T-FRI 方法中，单一规则前件属性

的权重仅由给定的稀疏规则库自动学习生成，不需

要任何输入的观测值或其他相关信息。该属性权值

学习方法利用文献[89]所提出的被称为逆工程的算

法，从给定的稀疏规则库中生成一个人工训练决策

表。其基本思想是将规则库中所有的规则表示为一

种通用形式，使得规则中可能出现的属性缺失值被

该属性能够采取的任意一个模糊值代替。这些由统

一形式表示的“规则”，无论是人工构造的还是原

始规则库中的，都被用来评估单个属性的相对重要

程度。接着对各规则前件属性权重的评估计算是利

用特征评估算法实现的，这些算法是从特征选择技

术中提取和修改的。在文献[89]中，一共采用五种

特征评估算法，分别是基于单一特征评估的方法

（基于特征选择的信息增益、Relief-F、Laplacian 

Score 和基于局部学习聚类的特征选择方法）和基

于特征子集评估的方法（基于粗糙集的特征选择）。

它们都可以实现对规则前件属性的权重学习，但在

加权 T-FRI 方法的具体实践中，仅需要五种加权方

案中的任意一种即可。每一个最终学习到的权值与

唯一的规则前件属性关联，无论它被包含在哪条规

则中。 

 在获得了规则前件属性的权值后，需要将其用

于指导规则插值算法。对于属性加权 T-FRI 方法，

属性权值被用于原始非加权算法的每一个步骤。具

体而言，这些权重与第 4.2 节 T-FRI 算法的四个阶

段相融合：最近邻规则的选择、中间规则的构造、

尺度和位移变换因子的计算以及结论的变换。原始

T-FRI 方法中涉及到不同属性聚合的所有计算算术

平均的步骤，都在属性加权 T-FRI 算法中通过对相

应成分的加权聚合得以改进。 

 上述的属性权重学习方法是独立于任何模糊规

则插值技术的。因此，另外两种属性加权规则插值

方法（属性加权 KH 和 CCL 规则插值）是分别对原

始非加权的KH线性规则插值和CCL算法的加权扩

展。它们利用相同的方式学习生成规则前件属性的

权值，然后类似于加权 T-FRI，在插值过程的所有

计算步骤中与两种传统的方法结合构造属性加权

方法。这三类加权插值方法被用于经典的分类和回

归问题中，获得了精度上的提高。此外还得出一个

重要的结论是，对于属性加权的算法，仅使用最少

数目的规则（即两条）便能得到最优的效果，大大

提升了算法的使用效率。 

 属性加权 T-FRI, KH, CCL 规则插值算法均实现

了仅利用有限的稀疏规则库学习获得相应的规则
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前件属性权值，并采用相似的理论方法进行规则插

值算法的加权拓展. 这使得在改进模糊规则插值技

术的过程中冲破了受算法类型限制的阻碍，简化了

操作，为其发展提供了新的思路。 

5 模糊规则插值方法的评估与应用 

 第 3,4 节分别综述了模糊插值推理的两大类算

法，为了系统的比较各种方法的优势与不足，本节

首先总结模糊规则插值算法常用的评价指标，并对

前文综述的代表性算法进行评估与比较。作为基于

模糊规则系统的推理机制，本节最后介绍规则插值

方法在现实问题中的应用价值。 

5.1 评估准则 

 无论是基于𝛼-截集还是基于中间规则的插值推

理方法，都是通过在给定规则库中插值模糊规则来

实现插值推理的目的，从而对未匹配的观测值生成

推理结果。从理论上讲，模糊规则插值本质上是一

个映射[108, 26]，它将输入的属性空间𝒜和输出的属性

空间𝒵联系起来，其中输入属性域𝒜和输出属性域𝒵

中的模糊子集(由ℱ(𝒜)和ℱ(𝒵)表示)分别表示规则

前件属性的值域和规则后件的值域。也就是说，给

定一个规则库 R，∀𝑟𝑖 ∈ 𝑅由公式(1)表示，其所有 m

个前件属性的值满足{𝐴1
𝑖 ,𝐴2

𝑖 ,… ,𝐴𝑚
𝑖 } ∈ ℱ(𝒜)，且后

件属性的值同样满足𝐵𝑖 ∈ ℱ(𝒵)。模糊规则插值算

法追寻某一相关性𝐼:ℱ(𝒜) → ℱ(𝒵)，使得赋予输入

空间某一观测值𝐴∗(= {𝐴1
∗ ,𝐴2

∗ ,… ,𝐴𝑚
∗ }) ∈ ℱ(𝒜)一个

基于插值得出的结论𝐼(𝐴∗) = 𝐵∗，其中𝐵∗ ∈ ℱ(𝒵)。

因此模糊规则插值方法需要满足映射函数的某些

共同性质，这也形成了比较它们的一般准则。 

 下面汇总了文献中11个最常用的模糊规则插值

方法的评价指标[108, 26, 109]。 

 I1 结论的有效性：插值结论总是得到一个有

效的模糊集。 

 I2 维持结论的凸性与正规性：如果观测值是

正规凸的模糊集，则插值结论也应该是正规凸

的模糊集。 

 I3 与规则库的兼容性：对于规则库中所有的

规则𝑟𝑖 ∈ 𝑅，以及输入空间中的所有观测值

𝐴∗ ∈ ℱ(𝒜)：如果𝐴∗ = 𝐴𝑖，则ℐ(𝒜∗) = 𝐵∗ = 𝐵𝑖。 

 I4 连续性条件：对于𝜖 > 0，存在𝛿 > 0 s.t. 

如果 𝐴,𝐴∗ ∈ ℱ(𝒜) ，以及 𝑑(𝐴,𝐴∗) ≤ 𝛿那么

𝑑(ℐ(𝐴), ℐ(𝐴∗)) ≤ 𝜖，其中𝑑(⋅,⋅)表示某个距离度

量标准。 

 I5 维持分段线性(piece-wise linearity)：如果

用于插值的模糊集是分段线性的，则插值结论

应该是分段线性的。 

 I6 维持介值性(“in between”)：如果𝐴∗介于

𝐴𝑖和𝐴𝑗中间，那么插值结论ℐ(𝐴∗)应该介于

ℐ(𝐴𝑖)和ℐ(𝐴𝑗 )之间。 

 I7 任意隶属函数的使用：映射ℐ适用于任何

凸的和正规的隶属函数。 

 I8 形状不变性：如果规则前件属性中的所有

模糊集都是同一类型的隶属函数，则插值的结

论ℐ(𝐴∗)也应该是该隶属函数表示的模糊集。 

 I9 多规则的适用性：映射ℐ可以处理任意数

量规则的模糊插值推理。 

 I10 多维输入的适用性：映射ℐ适用于任何有

限数量的输入变量。 

 I11 外插扩展能力: 内插映射ℐ能够扩展处理

外插问题。 

5.2 算法比较 

 在模糊规则插值算法的发展历史上，一些在早

期阶段提出的方法，尤其是对基于𝛼-截集的方法，

包括具有开创性意义的 KH 线性插值机制[9, 10]及其

相关的改进衍生算法，已经在基于上述的基本准则

上被详细地分析，并与之前的工作进行了比较，详

见文献 Johanyák and Kovács (2006); Tikk et al. 

(2011)
[108, 109]。因此，为避免重复，本文将着重分析

比较近年来持续发展并流行的基于变换的方法。表

5 给出了一些代表性算法的评估结果。 

 尽管通常在研究模糊规则插值方法时，不必满

足所有 I1-I11 的评估准则，但是其中大部分关键性

的指标必须达到以获得合理正确的结论。在评价模

糊规则插值方法的性能的同时，这些指标也指出了

模糊插值推理技术的发展趋势，即修正现有方法的

缺陷并且追求满足更多的性能标准。由 5.1 节中

I1-I11 的定义可以发现，模糊规则插值算法可以从

数学理论和适用性拓展的角度分别进行比较。 

 映射函数𝐼:ℱ(𝒜) → ℱ(𝒵)满足的数学性质：I1 - 

I6, I8。 

 从前文可以看到，模糊规则插值算法从数学的

角度上讲是实现了从规则前件的属性空间到结论

属性空间的映射。这些准则便从理论的角度评估规

则插值方法的有效性与正确性。由表 5 可以看出，

最早提出的 KH 线性插值[9]不能总是保证导出的模

糊集是凸集(即准则 I2)，尽管它们可能是正规的模

糊集。这使得后期出现了大量 KH 方法的衍生算法 
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表 5模糊规则插值代表算法的评估 

算法 I1 I2 I3 I4 I5 I6 I7 I8 I9 I10 I11 

KH ╳ ╳ √ ╳ √ √ ╳ √ √ √ √ 

       (当 I1 满足时)   

CCL √ √ - - - - √ √ √ √ - 

T-FRI √ √ √ √ √ √ √ √ √ √ √ 

自适应 T-FRI √ √ √ √ √ √ √ √ ╳ √ ╳ 

    (一阶分段线性)      

反向 T-FRI √ √ √ √ √ √ √ √ √ √ √ 

CK √ √ √ √ √ √ √ √ √ √ - 

动态 T-FRI √ √ √ √ √ √ √ √ √ √ √ 

基于广义函数的方法 √ √ √ √ √(*) √ √(**) - - √ √ 

    (*使用三角形模糊集)      

     (**对该算法族内某些组合适用)   

√ 表示满足指定准则 

╳ 表示不满足指定准则 

- 表示无法判断是否满足指定准则 

(参见第 3.3 节)对其进行改进。这些准则也是模糊规

则插值算法能够得出合理准确结论所需要满足的

最基本的条件。近些年提出的包括基于变换的方法

在内的大多数方法都成功地实现这些关键标准(见

表 5)。 

 方法的适用性和拓展性：I7, I9 - I11。 

 随着现实中的问题与数据越来越复杂，需要构

建更为复杂和精确的模糊系统，使其具有更强的插

值推理能力。因此模糊规则插值算法也需要有更好

的适用性和拓展性以满足不同应用领域的要求。比

如规则插值方法不能仅仅满足利用三角形或梯形

等简单多边形的模糊隶属函数实现插值推理，许多

实际应用常常也采用高斯型的平滑函数(I7)。大多

数基于变换的方法都能满足此标准。此外，系统的

复杂性也体现在高维的输入(I10)和对多于 2 条规则

的插值处理(I9)等方面。从表 5 可以看出，T-FRI 算

法不仅能够很好地实现这些要求，同时能完成当输

入的观测落在待插值规则的外侧，即外插(I11)情况

时的插值推理，因此获得了广泛深入地研究。然而

从图 5 可以看出，由于 T-FRI 为实现更精确的插值

推理，具有更细致的工作步骤，其计算复杂性也较

KH 线性插值等基于𝛼-截集的方法更高。 

 基于本文第 3,4 节对模糊规则插值相关方法的

理论介绍以及上述的评估讨论，表 6 汇总了当前算

法的优缺点及适用范围。 

5.3 实际应用 

 模糊规则插值方法能够有效地增强基于模糊规

则系统的近似推理能力，特别是针对不完备模糊规

则库的情况。自规则插值算法提出以来，尽管大多

数的方法都着重于理论研究，近些年文献中也出现

了将其应用到实际问题中的报道。重要的是，基于

模糊规则插值技术的模糊推理机制的有效性除了

利用 5.1 节中的基于数学模型的评价指标进行评估

以外，这些方法的实际应用价值也可以通过规则插

值算法在现实问题中的应用来揭示。 

 模糊规则插值算法广泛应用在系统控制、模式

识别、网络安全等多个领域，下面对文献中出现的

成功的案例进行汇总。 

 系统控制 

 与经典模糊推理工具的许多实际应用一样，模

糊插值推理增强了系统控制的能力，成功的例子包

括用于：模拟自动引导车辆[110]
; 移动机器人的监视

导航控制[111]
; 以及基于一般行为的控制[112, 113]。 

 网络安全分析 

 动态 T-FRI
[19]为方便选择、组合和推广信息丰

富的、常用的插值得出的规则提供了可能，以便在

执行插值推理操作的同时丰富现有的规则库。该算

法为网络安全问题提供了有效的解决方案，其中包

括网络安全分析、智能入侵检测[19]和防火墙的增强

(特别是针对 Microsoft Windows 防火墙)
 [114]。 
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表 6模糊规则插值算法的优缺点及适用范围 

算法 优点 缺点 适用范围 

KH
[9, 10]

 计算简单, 效率高 可能导致结论是非正规或非凸模糊集 处理多前件变量, 多规则的内插和外插 

VKK
[61]

 计算简单, 保证结论模糊集的

正规凸性 

无法解决规则属性为单点模糊集的插值 处理多前件变量的内插 

MACI
[8]

 计算高效, 保证结论模糊集的

正规凸性 

不保持线性特性 处理 2 条多前件变量规则的内插 

基于多边形模糊集斜率

的算法[48. 49, 50]
 

算法简单, 易于实现 推广性较差（不同算法仅针对特定形状

的模糊集） 

处理多前件变量的规则内插 

CCL
[37]

 灵活性高, 保证结论模糊集的

正规凸性 

复杂多边形模糊集规则插值的计算复杂

度较高 

适用于不同类型的隶属函数, 处理多前

件变量, 多规则的内插 

T-FRI
[15, 16]

 保证结论模糊集的正规凸性, 

灵活性高, 推广性强, 应用广泛 

计算复杂度较高 适用于不同类型的隶属函数, 处理多前

件变量, 多规则的内插和外插 

自适应 T-FRI
[18, 91]

 同 T-FRI, 且消除插值过程中产

生是不一致性结论 

同 T-FRI 处理 2 条多前件变量规则的内插 

反向 T-FRI
[93, 87]

 同 T-FRI, 且处理前件属性缺失

的问题 

同 T-FRI 同 T-FRI 

动态 T-FRI
[19]

 同 T-FRI, 且通过动态更新规则

库来提高推理效率 

同 T-FRI 同 T-FRI 

CK
[98]及其加权算法[99]

 保证结论模糊集的正规凸性, 

灵活性高 

计算复杂度较高, 推广性较差 适用于不同类型的隶属函数, 处理多前

件变量, 多规则的内插 

基于广义函数的算法[77]
 保证结论模糊集的正规凸性, 

灵活性高 

计算复杂度较高 适用于不同类型的隶属函数, 处理多前

件变量的规则内插和外插 

属性加权-KH
[100]

}, 

-CCL
[100]

, -T-FRI
[89]

 

同相应未加权的算法, 且使用

最少数目的规则, 具有更高的

推理精度 

同原始未加权的算法 同原始未加权的算法 

 

 模式识别 

 模糊规则插值在执行实际模式识别任务时也获

得了较好的结果，例如使用加权的插值推理技术处

理经典分类和回归问题[89, 88, 38]；计算机视觉与图像

超分辨率重建[33]；以及一般疾病诊断，尤其在乳腺

肿块风险分析[115]和大肠息肉检测[116]的具体应用中

发挥潜在的作用。 

 大数据处理及其他 

 近年来，对于大数据的处理及其应用成为热门

研究课题之一。作为大数据目前最流行的平台之

一，MapReduce 是用于处理和生成大数据集的编程

模型和实现相关应用的有效工具。为了管理由于大

数据的多样性带来的不确定性，基于模糊规则的分

类机制被引入 MapReduce 中。然而由于模糊规则集

合本身可能存在的稀疏特性，Jin et al (2018)
[117]首

次进行尝试，将 MapReduce 与模糊规则插值结合起

来，提出一种基于动态模糊推理及插值的

MapReduce 分类系统，用于提高大数据模式下模糊

推理的精度。 

 此外，模糊插值技术在函数逼近[118, 119]和学生学

业成绩评价[120]中也有进一步的应用。 

 下面列举两个真实案例的实际应用结果。 

 用于乳腺 X 射线影像中肿块分类的基于模糊规

则的计算机辅助诊断系统(CADx) 

 在模糊 if-then 规则中，由于前件和结论属性常

采用具有语义含义的模糊集进行描述，因此基于模

糊规则系统对结论的推理过程相比其他机器学习

方法（如神经网络）更加清晰透明，容易解释。具

有可解释性的CADx系统也是近年来人工智能技术

在医学疾病检测与诊断领域迫切追求的。Li et al. 

(2020)
[115]利用属性加权的模糊规则插值方法构造

了一个用于乳腺 X 射线影像肿块分类的 CADx 系
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统。这一应用的贡献主要有两个方面：一是当未知

的肿块观测无法匹配规则库中的任何规则时，该系

统能够为其推导出一个基于插值推理的结论，同时

结合那些直接由规则匹配推理得出的结论，显著地

提高了系统的分类精度；二是系统的诊断结果是具

有可解释性的，这是因为用于推理的模糊规则是通

过具有语义特性的肿块形态学和密度特征刻画的。

这两点在真实乳腺 X 射线影像数据库上的仿真实

验结果分别举例如下。 

 在模糊规则插值诊断结果的可解释性方面，对

于图 8所示的乳腺X射线影像和其中所包含肿块的

感兴趣区域(ROI)图像，该系统利用下面 2 条模糊规

则，通过属性加权的 T-FRI 算法进行插值推理。 

 

(a) 乳腺 X 射线影像(b)肿块 ROI 图像 

图 8由基于属性加权 T-FRI 插值推理的恶性肿块 

Rule 1: If 密实度(F12) is Large and 凸性(F4) is 

Medium-small and 圆度(F3) is Medium-small and 

NRL 熵(F9) is Medium-large and NRL zero-crossing

计数 (F11) is Large and 肿块强度均值 (F16) is 

Medium, then 肿块 is 恶性。 

Rule 2: If 密实度(F12) is Medium-large and 凸性

(F4) is Medium and 圆度(F3) is Medium and NRL 熵

(F9) is Medium-large and NRL zero-crossing 计数

(F11) is Large and 肿块强度均值(F16) is Medium, 

then 肿块 is 恶性。 

 肿块特征密实度(F12)、凸性(F4)、圆度(F3)、

NRL 熵(F9)、NRL zero-crossing 计数(F11)、肿块强

度均值(F16)分别是从图像中提取出用于描述肿块

形状、边缘以及密度的特征描述子，它们被用作规

则的前件属性。根据特征数值的大小，相应模糊化

后的隶属函数取值为“Small, ..., Medium, ..., Large”

等语义值。 

 这 2 条规则的结论都是恶性。考虑到每个肿块

特征所表示的物理含义（比如圆度反应肿块形状与

圆形的相似度）, 利用这 2 条最近邻规则进行规则

插值, 可以得到如下的中间规则： 

If 肿块 is 不十分似圆形规则的 and 肿块轮廓 is 

不规则的 and 肿块密度 is 稍高，then 肿块 is 恶

性。 

 最终的插值结果也表明观测的肿块为恶性肿

瘤。从这个示例可以看出，通过语义丰富的模糊规

则的插值推理，对乳腺肿块进行分类，可以清晰地

解释诊断推理的过程。 

 在推理精度方面，基于属性加权模糊规则插值

的 T-FRI 方法在两个真实乳腺 X 射线影像数据集上

获得的 AUC（即 ROC 曲线下的面积）分别为 0.9614

和 0.9023。这一性能可与目前文献中在相同数据上

得到的最优结果相比，它们的 AUC 值分别为 0.9650

和 0.8940。然而这些分类系统及其获得的结果并不

容易被明确的解释。更重要的是，当遇到更稀疏的

规则库的情况时，属性加权的模糊规则插值方法较

非加权的算法在性能改进方面将变得更加显著（详

细实验结果可参考文献[115]）。 

 图像超分辨率重建的应用 

 基 于 自 适 应 网 络 的 模 糊 推 理 系 统

(Adaptive-Network-based Fuzzy Inference System, 

ANFIS)是基于模糊规则推理机制的一种网络结构。

它能够高效正确地完成推理任务的前提是有充足

的训练数据。然而某些实际应用无法始终满足这一

假设。Yang et al. (2019)
[33]提出了一种基于稀疏数据

的 ANFIS 构造方法，实现 ANFIS 间的插值。该方

法首先将待插值的 ANFIS 分解为一组模糊规则，然

后以规则簇的形式进行规则插值，利用插值获得的

中间规则构造新的 ANFIS。这一方法成功地解决了

在数据匮乏时利用 ANFIS 进行推理的问题，它被应

用在函数拟合以及一些经典的分类回归任务中。此

外，ANFIS 插值方法被用于实现图像超分辨率重

建。下面给出这一实际应用案例的结果。 

 图 9 展示了用于图像超分辨率重建的 ANFIS 插

值方法及其对比算法的结果。可以看出，使用原始

ANFIS 得到的图像存在明显的噪声和不清晰的边

缘，使用插值后的 ANFIS 可以得到明显的改善。定

量性能指标是图像超分辨率重建文献中常用的峰

值信噪比(Peak Signal-to-Noise Ratio, PSNR)和结构
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相似度(Structure Similarity, SSIM)。结果在各自图像

的底部给出，与图像所示的结论一致。 

 

图 9图像超分辨率重建结果 

6 总结与展望 

 本文综述了基于模糊稀疏规则库的规则插值方

法。当输入的观测值未能与规则库中的任何规则匹

配时，传统的基于模糊规则的 CRI 推理方法无法得

出合理有效的结论，在仅有这种稀疏规则库的条件

下，模糊规则插值方法能够进行插值近似推理。从

理论意义上讲，它弥补了因规则无法完全覆盖论域

而导致不能正确推理的缺陷。本文首先介绍了基于

模糊规则的推理系统中常用的相关概念及符号表

示。在此基础上，将文献中模糊规则插值算法分为

基于𝛼-截集的和基于中间规则的两大经典类别，分

别介绍了其中具有代表性的方法。汇总了对模糊规

则插值算法评价的常用指标，对前述代表算法进行

了评估与讨论，并且列举了模糊规则插值方法的实

际应用案例，从理论和应用角度分别评价了模糊插

值推理技术在基于模糊规则的推理系统中的价值。 

 为促进模糊规则插值方法进一步深入发展，可

能需要开展以下工作： 

(1) 多维的输入变量在解决实际问题时是一个常见

的问题，文献中有许多模糊规则插值方法能够

解决包含多个前件属性的模糊规则的插值推

理。然而，这些方法在执行时都假定规则中的

前件属性对于插值具有等同的重要性。然而不

同的属性通常对决策过程的贡献不同(直观的

例子比如决策树)，因此可能导致不准确甚至不

正确的插值结果出现。尽管已经提出一些方法
[121, 38, 89, 14, 100, 88]对不同的前件属性赋予不同的

权重，并且将其用于对插值推理过程进行加权

处理，但这些方法仍然存在权重学习算法复

杂，对模糊规则插值方法加权不够合理等问

题。这将是多输入系统的一个重点研究方向。 

(2) 近年来出现有将模糊规则插值扩展到模糊集合

的衍生拓展集合上的算法研究，比如前文表 1

中属于第一大类的基于区间值Ⅱ-型模糊集的

算法[41, 51, 52]和基于粗糙-模糊集的算法[40, 54]，

以及属于第二大类的基于区间值Ⅱ-型模糊集

的算法[86, 41]和基于粗糙-模糊集的算法[85]。这

两类模糊集都是对不确定知识的高阶表示，用

于更精确的解释和处理模糊系统中存在的不

确定性。尽管这些算法在表示和运算上比基于

传统模糊集的规则插值算法具有较高的复杂

度，但它们提供了实现更准确推理的一种有效

方案，因此在某些对精度要求较高的系统中值

得深入研究。 

(3) 目前大部分提出的模糊规则插值算法都是基于

Mamdani 类型的模糊规则实现的。最近出现一

些算法将传统的基于中间规则的 T-FRI 方法扩

展到建立 Takagi Sugeno Kang (TSK)模糊模型

的插值推理机制[33, 96]。TSK 模糊推理模型由于

其规则后件是由线性函数表示的，因此在对连

续值的预测问题中有很好的应用。对稀疏模糊

TSK 规则插值方法的研究将会进一步促进模

糊插值推理的实际应用。 

(4) 模糊规则插值算法能够有效的获得正确合理的

插值推理结论的前提条件之一是，存在 n 条

(𝑛 ≥ 2)与输入观测值相关的模糊规则作为算

法输入。这 n 条规则一般是从规则库中选择出

的与观测值最邻近的。传统的方法是从整个规

则库中与观测值进行相似度计算和选择。然而

模糊规则可能存在分布不均匀的情况，例如选

择出的 n 条规则可能差异很小，相互之间本身

存在很高的相似性，这将很难反映出规则库的

整体情况。利用这样的 n 条近邻规则对观测值

进行插值推理可能产生有偏估计。选择出的近

邻规则是实现模糊规则插值的重要前提和基

础，然而文献中鲜有对近邻规则选取的深入研

究，这也将是下一步探索的方向之一。 

(5) “维数灾难”问题一直也是基于模糊规则的推
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理系统需要解决的重要难题。系统输入的前件

属性增加，并且与每个前件变量相对应的模糊

语义值增多都会提高系统的精度，但规则库中

的模糊规则数量会同时呈指数增长，从而很大

程度上增加了系统的计算复杂性。模糊分层推

理模型为解决该问题提供了一种有效的途径，

它由多层连接的低维模糊系统组成，使得每个

子系统的输入极大的减少。如何将分层模型与

模糊规则插值结合从而实现稀疏规则库上的

高效插值推理将十分值得期待。 
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Background 

This paper addresses the challenging problem of fuzzy 

rule interpolation (FRI), in the area of computational 

intelligence in general and that of fuzzy systems in particular. 

FRI deals with intelligent approximate reasoning with 

imprecisely described sparse knowledge. It has become a 

maturing research topic, with a wide range of theoretical 

approaches proposed over the past three decades, involving 

different practical applications. Whilst a diversity of FRI 

algorithms have been developed there lacks a systematic 

introduction to this important topic in the literature. This paper 

presents a survey of representatives of seminal and 

state-of-the-art FRI techniques, offering a comparative 

overview of the underlying approaches in a unified 

presentational framework. 
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